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B. Wissenschaftliche Mitteilungen

Edouard Franckx, Bruxelles

La théorie abstraite de la multimixte et son application
à l'invalidité

Avant-propos

Toute théorie abstraite possède l'avantage de la simplification. Car elle se dé-

veloppe en dehors de toute interprétation concrète. Il suffit de justifier les

conventions de correspondance pour qu'ipso facto on puisse énoncer les pro-
priétés d'une théorie concrète interprétative; car les propriétés réelles sont

d'une manière isomorphe établies par la théorie abstraite.

En assurance vie, les assurés disparaissent par mortalité. Dans la théorie des

emprunts, les titres s'éliminent par tirage. En assurance invalidité, la dispari-
tion est la conséquence de la survenance de deux causes: la mortalité et l'inva-
lidité. Ces exemples concrets constituent simplement des cas particuliers d'un

/nwe.smv d't/wùnuUon où les individus qui appartiennent à la collectivité ini-
tiale / disparaissent dans le temps pour une ou plusieurs causes.

Dès lors, la théorie abstraite comporte:
1. la considération d'un processus d'élimination dans le temps;
2. l'éxistence d'un jeu financier et stochastique, basé sur la présence ou la dis-

parition d'un élément r/onné appartenant à la collectivité initiale
Cette opération abstraite sera dénommée mu/t/mù/e; elle prévoit:
a) la considération d'un nombre fini de causes d'élimination Cj, C,;

b) le paiement par l'individu des /uv'me.v 77,, //,,..., //,..., positives ou néga-
tives (rentes);

c) le paiement d'ùu/e/wûté.v en cas d'élimination par la cause spécifique C,:

Kj, /C, /C) > 0;

d) au terme du contrat, au temps final/, la clôture par le paiement des soldes

k; > o

Bien sûr:
I. Tout n'.vr/ue ouV/te une tuW/ù'ur/on yuvU'/;ée.

Cela implique que les données ci-dessus de la multimixte sont nécessaire-

ment soumises à des contraintes.
L'existence des contraintes détermine la construction d'une théorie géné-

raie.
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2. Dans le cas d'une seule cause, elle doit donner la théorie de la mixte ordi-
naire.

Notre exposé a pour objet de prouver que:
1. la théorie abstraite se développe suivant le même processus;
2. les résultats acquis pour r 1 se généralisent de manière isomorphe; en

particulier, l'algorithme rétrospectif «, /i (voir (13), (14)) est une méthode
universelle du calcul des réserves d'une multimixte arbitraire.

Chapitre 1. La théorie de la multimixte

A. Le proce.v.vwv d'é/On/Mat/on dans /e /empv

1. Les hypothèses de l'avant-propos conduisent à admettre, quels que soient
l'exercice et l'élément qui est isolé, l'existence d'une variable aléatoire Z,
qui définit l'élimination de l'individu.
Si représente la probabilité de disparition pour la cause C,, on doit avoir

p. + <7' + + r/'. + +c/( 1 (I)

p.. étant la probabilité de présence dans la collectivité à l'âge z+ l.

2. Les r/'. sont des donnée?, pour l'entrepreneur des jeux.
Pour sa facilité, il peut calculer une faWe de ww/«//7é caractérisant la dis-

parition par les formules

1. /„ 100000,
2. L /„ A,/;, • • /X,

/. représentant le nombre des présents à l'âge z, si le nombre initial est

100000.

3. Pour les besoins de calcul, il est souhaitable d'introduire des commutations

a) £>. v" /.,
(3)

b) C". r *"' /. <jd, / 1, 2, /•.

4. Notre but est de prouver que ces tables constituent le software indispensa-
ble pour traiter toute? les opérations d'une multimixte.
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11. Lex co«/ra/«/e.v r/wyew

1. Dès qu'un joueur se présente, on admet que l'entrepreneur de jeu ouvre en

son nom un compte dont le monta«/ K. dite épargne fluctue dans le temps.
L'évolution de cette épargne dans le temps sera notée

F,., K, K,. (4)

,v — âge initial, z âge atteint, /= âge final
Par /mpo/Léve, cette épargne ne peut être négative

K. > 0. (5)

Leyonear ne pen/ é/re en <7e//e v/'.v à r/.v r/e /'en/repreneur.
L'étude de la suite évolutive (4) constitue l'objet fondamental de la théorie
abstraite.

2. Pour définir le jeu, il faut fixer la relation qui conditionne la suite { K }.

Nous admettons que:
a) quel que soit l'intervalle (exercice) [z, z + I], le joueur engage son avoir

total K. + P., c'est à dire son épargne et la prime payée au début de

l'exercice;
b) l'entrepreneur s'engage:

1. à payer la somme AL. s'il est éliminé par la cause C, ;

2. à garantir le nouvel avoir K+, > 0 en fin d'exercice.

3. /Lvz'o/«e <7u yen ér/u//a/)/e

(3ue//e c/ne .vo/7 /a par/z'e, on ac/me/ r/a'// c/o/7 e/av/er éga//7é en/re /ex engage-
/nen/x proLaL/ex r/ex par//'ex oppoxéex.

Cette contrainte se traduit immédiatement par la re/a/z'on r/'éro/uz/on c/e

/'épargne '
K + /7. £ <?' ^ ' + >'/L L;(h)/'- 1

ou en symboles de commutation (multiplier par ZX)

Lu /) - K /) // /) X C * (7)
/' 1

Ce sont les équations fondamentales de l'évolution du compte du joueur,
auxquelles il convient d'ajouter les conditions aux limites:
1. Lj 0

le jeu n'ayant pas commencé, l'épargne est nulle; (<3)

2. K, /Ç

on clôture en payant l'épargne finale comme solde.
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C. Lev granny t/iéoréw&y

1. Le t/iéoréme c/e compa//6/7//é

gwe/ <y«e .vo<7 /'exercice, /'avoir ioia/ c/ti /Vniear r/oii .vnrpa.v.ver /a prime i/e /Lv-

gwe,

car (6) et K, > 0 entraîne

1/ ' // -X '/ » A > 0. (9)
<= 1

2. Le t/iéorème r/e / er/uilé g/oèa/e
Le /'en i/emewre é^wïa/i/e entre i/ei/x age.v z, < z, r/ue/rowpie.v,

car (7) entraîne par sommation

F Z). - F /) f '

/7„ /)„ - y Ci * i - - is' c;, AT/,

Z, Z, Z,

-v-1 /; --,-1 A; -V-' A'; £>.

» k + y /7 —- y c — + + y c;,— + -- f (io)-, Zj ^ Z, " /; ^ /) /)

ce qui exprime l'égalité des engagements des parties sur la période [z,, z,|

quelconque.

3. Le t/iéorèrne i/ir/enli/iea/ion r/e /a réserve ei c/e /'épargne
a) Si on pose z, /, on a quel que soit z,.

t,' *i ^ D„f y c — + ...+ y c;; - - + —^ /c, -y //„ —ï < 11)Z, „ ^ Z, » /) ' ^ " /)

le second membre est par r/é/în/iion la réserve prospective de l'opéra-
tion;

b) Si on pose de plus z, x, on a F, 0

/ i a;' ' ' Al' D' ' ' L>

y ci — + + y c;, -
" + - a:, y /7„ — 12)f Ö, L>, £>,

' T />,

c'est la eonirainie des primes, qui exprime que le jeu est équitable dans

sa totalité.
C'est par c/é/înition la relation de calcul des primes en théorie classique;

c) réciproquement (11) pour z, et z, + 1 donnent (7) et par suite la condi-
tion locale d'équité et par voie de conséquence l'équité globale.

Il en résulte que la théorie classique est totalement équivalente à la théorie
évolutive.
La première est .vta/à/ae; la seconde a un caractère r/enamiVpie.
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Chapitre 2. Le calcul rétrospectif de l'avoir

1. Les méthodes actuelles de calcul sur ordinateur donnent une priorité à

l'utilisation des algorithmes.
Il est par conséquent essentiel de rechercher un a/gonf/ime univme/ qui
permettrait le calcul numérique de l'épargne d'une mn/t/Vn/.v/e r/ue/cow/ne.
Ce dernier doit être basé sur la relation d'évolution (6) ou son équivalente
(7).

Posons les règles suivantes, qui définissent Pn/gonV/une a, /(:

K, a. /I D,Ci/Ç (13)
l- 1

/C /(, nr, + «vu + a.. (14)

2. T/téorè/ne r/e /« rêve/Te

a) Quelle que soit la multimixte, la réserve à l'âge (z + 1) est uniformé-
ment donnée par la relation

1'
• " -v ./' (15)

avec K, 0

car si

K.,, /) /) a, + a,,, + +a. + a,

K 7) /7._, + a,,.| + + rr.

K. D - K /) //, - /i, a, // /) -X Ci A'

I- 1

ce qui prouve que K.,, obtenu par (15) satisfait à l'équation évolutive
(7).

b) De plus, elle obéit aux conditions aux limites, car

ou K,£>, /y,_,

mais c'est l'équation de contrainte des primes, d'où F) 77,.

Il en résulte que l'algorithme «, /), donné précédemment pour la mixte
ordinaire se généralise d'une manière isomorphe à la multimixte.

3. Le calcul des rc. exige l'introduction des r/wwée.v sous la forme

/A, Kl 77,,,, TfU, 77',,., (16)
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Si dans la mémoire de l'ordinateur on a les suites /'«wm'r/w/e.v aux multi-
mixtes particulières

/) ("i n r"
» .V * ^.V+ 1 5 V*+ I 1 • • • 5 -Y + I ' • • •

on calculera automatiquement et les «, et les /L et par suite les réserves

Le ça/ça/ /'eVrasymcn/ r/e.v réverve.y est, à «o/re «v/.v, /a méz/ior/e /« /;/».v .v/m/;/e

e/ /« p/u.v s r.v/ér«fl//r/»e r/u cn/cw/ r/e.v /•c.vc/tc.v mw/timà/e a/'tara/re.
Les deux chapitres précédents terminent un exposé complet, le plus bref pos-

sible, de la théorie de la multimixte.
Nous n'avons pas abordé la question des chargements, du groupement des ré-

serves, qui résultent immédiatement de la /vqpr/é/é r/c //«érwVé et la relation
d'évolution de l'épargne (6).

Chapitre 3. L'assurance invalidité

A. Si on se reporte à l'introduction, le travail préliminaire consiste à établir les

conventions de correspondance. De la collectivité initiale sont éliminés les clé-

ments par deux causes: la mortalité et l'invalidité.
Cela implique que l'arrivée de l'état d'invalidité est considéré comme un fait
définitif.
11 y a donc deux causes: C, pour la mortalité, G pour l'invalidité.
Le processus d'élimination dans le temps est introduit par les données:

/>. + </ + />. 1

où c/. est la mortalité générale, p.. la probabilité de passage à l'invalidité.

A partir de là, on établit:
1. la /nWe r/e wor/n/Z/é r/c.v ûc7//,v par les formules (2);
2. les tables de commutation C', C:. (3)

L'épargne de l'assuré ou la réserve mathématique de la multimixte sera ton-

jours donnée par la suite
C C K, (4)

et l'évolution définie par la relation

L + /I </. À + /) A" + v/>, K,,. (6)
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Ii. Dans cette relation en général AT' est une donnée, mais n'en e.vt /;n.v r/e

même r/e Ai :.
F.n reprenant la définition A: est le capital constitutif des avantages reconnus
à l'invalide.
Cela nécessite la considération d'un autre processus d'élimination qui est ce-

lui des invalides.
On pourra à titre d'exemple:
1. ou bien introduire une table expérimentale d'invalidité;
2. ou bien admettre l'hypothèse (souvent admise pour les risques tarés) d'un

vieillissement uniforme, c'est à dire l'arrivée de l'invalidité à l'âge zdonne
une tête z + m (m étant une constante) qui subit la mortalité générale.

A): étant la réserve de l'opération d'invalidité, il convient de préciser quand
elle débute.

Il est normal d'admettre que le passage à l'invalidité se réalise au milieu de

l'année, ce qui correspond à l'hypothèse de la table de commutation C:.
Dès lors, quel que soit z, il existe une opération actuarielle sur une seule tête,

qui débute à l'âge moyen z 4- ^ et dont la prime unique est toujours
cfl/az/a/j/e: A":.

Il en résulte que le calcul de A/:, variable d'âge en âge, est une simple applica-
tion de la théorie générale établie pour le cas « I

Ceci termine le travail préliminaire des conventions de correspondance.

C. A titre d'exemple, supposons:
a) I. qu'une prime constante 77est payée aussi longtemps que /a.v.w/ré .vo/7 «c-

2. que l'opération principale soit une mixte ordinaire de capital uniforme A'

A'! A'i A:; A:; A;

3. qu'en cas d'invalidité, il est payé une rente trimestrielle /'A jusqu'à un

âge /' qui n'est pas nécessairement celui de la mixte principale.
Ceci fixe les données à priori de l'opération;

b) pour établir le tableau des prestations de la multimixte, il faut:
I. établir les valeurs numériques des A:.

Or A rA«:|.. 7:.: >,

et tous ces capitaux sont calculables à partir de la table de mortalité gé-

nérale;
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2. calculer la prime uniforme /7 par la relation:

/7(DJ + D;,, + + D;„,)
A(D, + C", + C.u, + + C;_,) + £ A: C';

c) pour le calcul des réserves par l'algorithme a, /i, il suffit d'introduire en

mémoire la suite:

// A /C:, // /C A'.

qui permet le calcul systématique des «. par:

rr // /A - A Ci - A
' C:

et par suite le calcul de toutes les réserves de l'opération d'invalidité.

Prof. E. Franckx
Avenue Albert Elisabeth 66, fite 36

Résidence Algarve 50

1200 Bruxelles

Résumé

Le calcul des réserves d'une mixte arbitraire (vie entière, mixte, terme fixe, solde restant dû) peut se

faire uniformément par l'algorithme «, //.
Toute la théorie est généralisahle au cas où la population rie base subit différentes causes d'élimina-
tion, en particulier l'invalidité.

Zusammenfassung

Die Reserveberechnung für gemischte und ähnliche Versicherungen (lehenslängliche, Terme-fixe
und Rcstschuldversicherungen) kann einheitlich durch den Algorithmus «, /i erfolgen.
Die Theorie lässt sich verallgemeinern für den Fall, dass die Bevölkerung verschiedenen Ausschei-
deursachen ausgesetzt ist, insbesondere der Invalidität.

Summary

The reserve calculation for endowment and similar assurances (ordinary life, fixed term and redu-

cing term) may be performed uniquely by the algorithm «, /).
["he theory may be generalised by extending it to a population subject to various modes of decre-

ment, especially disability.
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