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Fritz Bicuser, Riterschen

Versicherungspramien und optimales Verhalten von
Konsumenten und Produzenten gegeniiber Risiken

Die vorlicgende Arbeit beruht auf einem Vortrag, den der Verfasser im Herbst
1982 an der Tagung tiber Risikotheorie in Oberwolfach gehalten hat. Es geht
dabei um die volkswirtschaftliche Bedeutung der richtigen Bestimmung von
Versicherungsprimien.

In Abschnitt | wird ein cinfacher Satz bewiesen, der das mathematische
Fundament der Arbeit darstellt. In Abschnitt 2 wird ein Modell einer
Volkswirtschaft beschrieben, vorerst ohne Versicherung. Fiir dieses Modell gilt,
dass das Gesamtresultat der Volkswirtschaft maximal wird, wenn die Agieren-
den (Konsumenten und Produzenten) sich bei ihren Entscheiden an das
Erwartungswertprinzip halten. In Abschnitt 3 wird gezeigt, dass bei voll-
stindiger Versicherung aller Risiken das Gesamtresultat der Volkswirtschaft
maximal wird, wenn die Priimien dem Erwartungswert der Schiden entsprechen.
Abschnitt 4 enthilt ergiinzende Bemerkungen.

| Das mathematische Fundament

Wir betrachten Personen i, i=1,..., [

Jede Person / konne unter Zufallsgrossen X;;, j=1,...,J, eine auswihlen.
Das Resultat dieser Wahlen ist ein Zufallsvektor. Es gibt K=J" verschiedene
Moglichkeiten fiir diesen Zufallsvektor. Wir bezeichnen sie mit

X (xo X®y k=1,....K

X bezeichnet die durch i ausgewihlte Zufallsvariable.
Nun betrachten wir dic folgende Aufgabe:

Wie miissen die X!¥ gewihlt werden, damit die Summe

XYW=x®4 4+ X maximal wird?
[n dieser Form ist die Aufgabe unbestimmt, denn die X*) sind Summen von
Zufallsgrossen und damit selbst Zufallsgrossen, und Zufallsgrossen lassen sich
nicht ohne weiteres nach der Hohe vergleichen.

Damit die Aufgabe bestimmt wird, treffen wir

Mitteilungen der Vereinigung schweiz. Versicherungsmathematiker, Heft 1, 1983



106

Voraussetzung |

Es seien:

a)  Die Anzahl 7 der Personen gross genug,

b)  Fir jede mogliche Auswahl k& dic ausgewithlten Zufallsvariablen
X0, X gentigend unabhiingig und nicht so verschieden voneinan-
der, dass die Summe

XO=xP | 4 XxP

«praktisch konstant» ist infolge des Gesetzes der grossen Zahlen. «Praktisch
konstant» soll heissen, dass dic relative Standardabweichung der Zufallsgrosse
X% sehr klein ist.

Diese Voraussetzung konnte exakter formuliert werden. Im vorliegenden
Zusammenhang wird darauf verzichtet.

Nun kann die Summe X% als praktisch konstant betrachtet werden, und die
Aufgabe ist daher jetzt praktisch bestimmt.

Um sie leicht 16sen zu konnen, treffen wir

Voraussetzung 2

Fiir alle i und £ gelte:

E[X ®] hiingt nur von der Wahl der Person i und nicht von den Wahlen ab, die
die andern Personen getroffen haben.

Die einfache Losung lautet nun:

Satz |

X" ist maximal dann und nur dann, wenn fir jedes ¢ £[X%] maximal ist unter
den E[X;), Jj=1,....,J.

[n grober, anschaulicher Formulierung: Das gemeinsame Resultat wird maxi-
mal, wenn jeder cinzelne seinen Erwartungswert maximiert, d.h. sich risiko-
neutral verhélt.

Beweis von Satz 1
Nach Voraussetzung 1 ist
XP~ E[ X9 = E[X{P]+ ... + E[X{

(~ bedeutet «praktisch gleich»).
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Nach Voraussetzung 2 ist jeder Summand rechts unabhiingig von den andern.
Die Summe ist daher maximal genau dann wenn jeder einzelne Summand
maximal ist.

2 Das volkswirtschaftliche Modell, ohne Versicherung

Wir betrachten cine Volkswirtschaft mit Konsumenten und Produzenten,
gemeinsam bezeichnet als Agierende 7, i=1,. .., /, withrend einer Zeitperiode 7.

Zu Beginn von T kann jeder Agierende i unter Plinen P, j=1,...,J, wihlen.
Jeder Plan P;; ergibt eine Zufallsgrosse X;;, die wie folgt definiert ist:

Fiir Konsumenten:

X;j=Konsum withrend 7
+ Vermogen am Ende von T
—Vermogen am Anfang von T

Fiir Produzenten
Xij=Vermogen am Ende von 7'
—Vermogen am Anfang von T

Fiir die Produzenten nchmen wir zur Vereinfachung an, dass withrend 7 keine
Ausschiittung von Gewinnen stattfinde. Im vorliegenden Zusammenhang ist das
keine wesentliche Einschrinkung,

Damit die einzelnen Summanden von X;; und spiiter die X;; selbst addiert werden
konnen, miissen wir cine Bewertung vorgeben., Dies geschicht wie folgt:

Finheit: Schweizerfranken, zahlbar am Ende von 7'

Bewertung fiir Konsumenten .
Fiir Konsum und Vermogen: subjektives Aquivalent zu Schweizerfranken,
zahlbar am Ende von 7.

Bewertung fiir Produzenten:

Wir nchmen an, dass in der Volkswirtschaft Preise gegeben sind fiir den
Austausch von Giitern und Dienstleistungen. Die Bewertung des Vermogens der
Produzenten erfolge zu diesen Preisen.

Bemerkung: Mit der vorstehenden Bewertung wird ein intersubjektiver Nutzen-
vergleich und damit die Betrachtung des Gesamtnutzens moglich.
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Das volkswirtschaftliche Modell und die Bewertung seien an zwei Beispielen
erldutert.

Beispiel A
Der Agierende 1, cin Konsument, habe die Wahl zwischen den Plinen

P,,: Kein Auto kaufen
Py,: Ein Auto kaufen und vorsichtig fahren
Py,: Ein Auto kaufen und leichtsinnig fahren

Fiir die Wahl zwischen Py, und Py, ist die Differenz X, — X, zu betrachten.
Entsprechend der obigen Definition der Zufallsvariablen X;; besteht die
Differenz aus den folgenden zwet Teilen (das Vermdgen am Anfang von 7'ist fir
alle Pliine gleich und daher die Differenz =0):

Mehrkonsum wihrend 7" durch den Kauf des Autos:
Aquivalent in Franken am Ende von T fiir das Vergniigen aus der Beniitzung des
Autos (Vergniligen am Fahren an sich, Mdglichkeit von Reisen usw.)

Differenz im Vermogen am Endce von 7+
Erhohung durch die Ersparnisse im Vergleich zu Transport ohne Auto
— Verminderung durch Kosten des Autos, zu denen insbesondere auch die
Zahlungen gehoren fiir Schiden, die Dritten durch den Betrieb des Autos
zugefiigt werden.

Die Differenz X, — X, die flir die Wahl zwischen Py, und P,, zu betrachten ist,
setzt sich wie folgt zusammen:

Mehrkonsum wihrend 7"

Erhohung des Vergniigens durch das leichtsinnige Fahren (Aquivalent in
Franken am Ende von 7T")

Differenz im Vermogen am Ende von 7T

Verminderung durch die Mehrkosten infolge des leichtsinnigen Fahrens

= Aufwand fiir eigene Schiden und andern zugefligte Schiiden.

Beispiel B
Der Agierende 2, ein Produzent, habe die Wahl zwischen den Plinen

P,o: Kein Atomkraftwerk bauen
P,,: Ein Atomkraftwerk bauen mit Sicherheitsmassnahmen gemiiss Plan 1
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P,,: Ein Atomkraftwerk bauen mit Sicherheitsmassnahmen gemiss Plan 2
(weniger weitgehend als Plan 1)

X, — X ergibt sich aus
Erlos aus dem Verkauf von Strom
— Kosten fiir den Bau und Betricb des Werks, insbesondere auch fiir
Schiiden, die Dritten zugefligt werden,
Xag =&y !
Ersparnis beim Bau und beim Betrieb infolge der weniger weitgehenden
Sicherheitsmassnahmen
— Hohere Kosten fiir allfillige eigene Schiden und Schiden, die Dritten
zugefiigt werden.

Wir kommen nun zum Kern dieser Arbeit, nimlich zum Problem :
Maximicre das Gesamtresultat der Volkswirtschaft, nimlich
XO=xyO4 4+ XxP
wobei X ¥, analog zu Abschnitt 1, das Resultat aus dem vom Agierenden i
gewithlten Plan P bezeichnet.

Wir konnen das Problem auch so formulieren:

Nach welcher Regel sollen die Agierenden ihre Pline wihlen, damit das
Gesamtresultat der Volkswirtschaft maximal wird ?

Unter Vorbehalt der Priifung der Voraussetzungen kénnen wir Satz 1 anwenden
und erhalten

Satz 2

Das Resultat der Volkswirtschaft wird maximal, wenn jeder Agierende seinen
Erwartungswert maximiert.

Wir haben nun noch zu priifen, was die Voraussetzungen des Satzes 1 fiir unser
volkswirtschaftliches Modell bedeuten.

Voraussetzung [ besagt im wesentlichen, dass fiir die Volkswirtschaft als Ganzes
das Gesetz der grossen Zahlen spielt. Diese Voraussetzung wird im allgemeinen
praktisch erfiillt sein, wenn eine Volkswirtschaft gross genug ist. Es ist kaum mit
einzelnen zufilligen Ercignissen zu rechnen, die das Gesamtresultat einer
Volkswirtschaft wesentlich dndern.
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Voraussetzung 2 bedingt, dass im volkswirtschaftlichen Modell folgendes gilt:

A.  Jeder Agierende kann seinen Plan unabhingig von den andern wihlen.

B Die Preise in der Volkswirtschaft hingen nicht von den Wahlen der
Agierenden ab.

C.  Die Wirkungen der Wahlen eines Agierenden i auf diec andern Agierenden
werden durch Zahlungen ausgeglichen.

A diirfte im allgemeinen annidhernd erfiillt sein.

B ist sicher nicht erfillt fiir abgeschlossene Volkswirtschaften ohne Austausch
von Giitern und Dienstleistungen mit andern Volkswirtschaften. Fiir offene
Volkswirtschaften jedoch mit intensivem Austausch mit anderen Volkswirt-
schaften (wie zum Beispiel die schweizerische Volkswirtschaft) kann B an-
nihernd als erfillt betrachtet werden.

C st erfiillt, wenn der Austausch von Giitern und Dienstleistungen zu
Marktpreisen erfolgt und durch die Gesetzgebung iiber Haftpflicht dafir
gesorgt wird, dass andern zugefiigter Schaden durch Zahlungen ausgeglichen
werden muss,

3 Versicherung

[n dieser Arbeit wird der Versicherer nicht als eciner der Agierenden der
Volkswirtschaft, sondern sozusagen als Deus ex machina betrachtet.

Nach Abschnitt 2 miissen die Agicrenden einer Volkswirtschaft sich risiko-
neutral verhalten, wenn das Gesamtresultat maximal sein soll. In Wirklichkeit
haben die Agierenden im allgemeinen eine Risikoaversion, und das maximale
Resultat wird daher — ohne Versicherung — nicht erreicht.

Wie ist es mit Versicherung?

Wirnehmen an, dass jeder Agierende i fiir jeden zur Wahl stehenden Plan P;;eine
«Versicherung» abschliessen konne, die diec Zahlung von

E[Xy] - X,; (1
garantiert.
«Versicherung» ist hier in Anfiithrungszeichen gesetzt, weil es sich nicht um cine
Versicherung in der iiblichen Form handelt. Es ist keine Priimie vorgesehen. Der
Versicherer findet seinen Ausgleich darin, dass dic von ihm gemiss (1)
versprochene Zahlung manchmal positiv und manchmal negativ ist.
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Wenn Xj; gegen oben beschriinkt ist auf” M;;, konnen wir (1) so transformieren,
dass cine Versicherung der Gblichen Form entsteht, und zwar wie folgt:

[2l/Y,J]“IVI,J+[A/[‘J—/‘,,] (2)

M;;— X;; ist dann die Leistung des Versicherers und M;; — E[X;;] die nach dem
Erwartungswertprinzip berechnete Versicherungsprimie.
Mit der Versicherung gemiiss (1) oder (2) wird das Resultat des Agierenden i, der

den Plan P;; wiihlt, ]
. Y,‘j — /Yij + E [“\/ij] - JY,'J'

= h‘ [{\/ll]

Das Resultat ist somit konstant. Der Agierende hat kein Risiko mehr, es wird
thm vom Versicherer vollstindig abgenommen. Wir bezeichnen daher die
Versicherung nach Formel (1) als vollstindige Versicherung.

Mit der vollstindigen Versicherung gemiiss (1) wird der Agicrende unter den
Plinen P;; jenen auswihlen, der Y= FE[X;;] maximiert, d.h. er wird sich
risikoncutral verhalten.

Mit Satz 2 erhalten wir damit

Satz 3

Wenn die Moglichkeit zum Abschluss von vollstindigen Versicherungen gemiiss
(1) besteht und jeder Agierende einer Volkswirtschaft sich so verhiilt, dass sein
Resultat maximal wird, wird das Gesamtresultat der Volkswirtschaft maximal.

Das ist das Hauptresultat dieser Arbeit.
Ganz wesentlich ist hier natiirlich, dass der Versicherer £[X;;] fiir jeden Plan P;;
richtig berechnet.

4 Bemerkungen

a. Die Voraussetzungen, unter denen das Hauptresultat von Satz 3 abgeleitet
wurde, sind in der Wirklichkeit nicht vollstindig erfillt. Der Verfasser ist jedoch
der Ansicht, dass das Resultat trotzdem cinen wesentlichen Aspekt unseres
Wirtschaftslebens widerspiegelt. Man konnte das verwendete Modell etwa mit
Newton’scher Mechanik ohne Beriicksichtigung der Reibung vergleichen, Die
Reibung spielt in der Wirklichkeit eine wesentliche Rolle, und doch fithren
Modelle ohne Reibung zu wichtigen Erkenntnissen tiber dic Wirklichkeit.
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b.  Ganz wesentlich ist, dass der Versicherer durch die richtige Berechnung
der Priamie cine wichtige volkswirtschaftliche Funktion erfiillt. Seine Funktion
besteht nicht nur darin, Risiken zu Gbernechmen, sondern auch — durch die
richtige Berechnung der Primie fiir die verschiedenen Plidne, unter denen der
Versicherte wihlen kann — diesen zu jener Wahl zu veranlassen, die zur
Maximierung des Resultats der gesamten Volkswirtschaft fiithrt.

So wird zum Beispiel der Versicherer durch die richtige Anpassung der Priimic an
die vom Versicherten getroffenen Sicherheitsmassnahmen diesen veranlassen,
diese zu optimiceren (was nicht gleich bedeutend ist mit maximicren!).

C: Das Resultat dieser Arbeit darf nicht so verstanden werden, dass die
Kosten- und Gewinnmarge der Versicherer volkswirtschaftlich schidlich set. In
Wirklichkeit ist der Versicherer nicht ein Deus ex machina, sondern ein
Agierender der Volkswirtschaft, der fiir seinen Aufwand und fiir das von ithm
getragene Risiko Anspruch hat auf eine angemessene Entschadigung.

Es ist moglich, Modelle zu konstruieren, die dieser Tatsache Rechnung tragen.
Das wesentliche Resultat dieser Arbeit, wie es in Anmerkung bzusammengefasst
ist, wird auch in solchen komplizierteren Modellen grundsiitzlich giiltig bleiben.

d.  «moral hazard»

[n unserem Modell haben wir angenommen, dass nach der Wahl cines Planes P;;
die Zufallsgrosse Xj; nicht mehr vom Verhalten der Person 7 abhingt. Damit ist
auch vorausgesetzt, dass X;; nicht davon abhingt, ob i eine Versicherung
abgeschlossen hat oder nicht.

Diese Voraussetzung ist in Wirklichkeit nicht erfiillt. Das hat zur Folge, dass die
Versicherung auch eine negative Wirkung auf das Gesamtresultat eciner
Volkswirtschaft ausiiben kann.

Es ist eine wichtige, aber auch schwierige Aufgabe der Versicherungswirtschaft,
dic angebotenen Versicherungen so zu gestalten, dass die positiven Aus-
wirkungen im Sinne von Abschnitt 3 durch die negativen des «moral hazard»
moglichst wenig beeintrichtigt werden.

Fritz Bichsel
Auwiesenstr. 8
8352 Riterschen
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Zusammenfassung

Es wird ein mathematisches Modell einer Volkswirtschaft dargestellt, fiir welches folgendes gilt:

a) Ohne Versicherung wird das Gesamtresultat der Volkswirtschaft maximal, wenn die
Konsumenten und Produzenten ihre Entscheide so treffen, dass der Erwartungswert threr
Resultate maximiert wird.

b) Bei vollstindiger Versicherung aller Risiken wird das Gesamtresultat der Volkswirtschaft
maximal, wenn die Priimien den von den Versicherten getroffenen Entscheiden angepasst
werden, indem sie den Erwartungswerten entsprechen, die sich aufgrund dieser Entscheide
ergeben. Das heisst insbesondere, dass die Priimien die von den Versicherten getroffenen
Sicherheitsmassnahmen berticksichtigen miissen,

Résumeé

L auteur propose, pour décrire I'économie d'un pays, un modele mathématique pour lequel:

a) sans assurance, le résultat global de I'économie est maximal lorsque les consommateurs et
producteurs se comportent de fagon & maximiser en espérance mathématique leurs propres
résultats,

b) avec couverture compléte d’assurance, le résultat global de I'économie est maximal lorsque

les primes sont adaptées aux dispositions prises par les assurés, c.ia.d. correspondent aux
espérances mathématiques conditionnées par les décisions prises. Cette propriété exige en
particulier que les primes tiennent compte des mesures de séeurit¢ prises par les assurcs.

Summary

The paper presents a mathematical model ol an economy for which the following holds:

a) Without insurance the overall result of the economy is maximized if the agents (consumers
and producers) take their decisions so that the expectancy of their individual results is
maximized.

b) With complete insurance of all risks the total result of the economy is maximized if the

premiums are related to the decisions taken by the insured so that they correspond to the
expected values resulting from these decisions. In particular this means that premiums have
to reflect the safety measures taken by the insured.
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