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Jacques Janssen, Bruxelles

Determination de la valeur de la probability de ruine
avec une reserve initiale nulle pour le modele de risque
semi-markovien

1 Introduction

Si Ton regarde revolution des modeles de base en theorie du risque depuis la

presentation du modele de Lundberg en 1903, c'est seulement celui de E.S.An¬
dersen (1957) qui a presente une amelioration sensible en vue d'une plus grande
generalite en se debarrassant de l'hypothese poissonnienne pour le processus
des arrivees de sinistres. Cependant la triple hypothese d'independance sto-
chastique relative aux interarrivees entre 2 sinistres consecutifs, aux montants
des sinistres successifs et ä ces deux suites de variables subsiste dans le modele
d'Andersen. Ceci n'est plus le cas dans le modele semi-markovien presente ci-
dessous. En fait, ce dernier a dejä ete presente, sans le formalisme des processus
semi-markoviens, par H.D. Miller (1962) il y a vingt ans dejä. L'idee de base

est de briser la triple hypothese d'independance, en vue d'une approche plus
realiste du probleme, tout en gardant la possibility d'un traitement analytique
et numerique. Ceci est faisable en modelisant la dependance par l'intermediaire
d'une chame de Markov incluse ä un nombre fini d'etats dont nous donnons
ci-dessous une interpretation possible.
En 1969 puis en 1975, Janssen et Thorin ont presente une generalisation du
modele de E.S.Andersen en remplacement de l'hypothese d'avoir un processus
de renouvellement pour les interarrivees des sinistres par celle consistant d'avoir
un processus de renouvellement general, selon la terminologie de W.L. Smith

(1954). Cela revient ä dire que l'origine des temps est placee au hasard et done
se situe entre deux arrivees consecutives de sinistres. Dans ce cas, on obtient
une relation fort simple pour l'expression de la probability de ruine avec une
reserve initiale nulle donnee par le rapport de la moyenne d'un sinistre ä celle
des interarrivees, rapport suppose bien entendu inferieur ä 1. On retrouve ainsi

l'expression bien connue pour le modele de Lundberg-Cramer mais non-
valable pour le modele d'Andersen initial.
Le present article a pour but de montrer que cette demarche reste valable pour
le modele de risque semi-markovien: en passant ä la version stationnaire, on
obtient une expression simple pour la probability de ruine avec une reserve
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initiale nulle exprimee par le rapport du montant moyen d'un simstre ä celle
des mterarnvees, moyennes calculees cette fois sous la distribution stationnaire
de la chame de Markov mcluse.

Nous considerons le modele de risque semi-markovien tel qu'il est presente

par exemple dans Janssen (1981): ll existe m types de sinistres possibles (par
exemple pour m 3 dans le cas des assurances autos: les sinistres crees par les

bons, les moyens et les mauvais conducteurs) compns dans l'ensemble / {1,
m}, appele ensemble des types. Nous designons par (T,„ n> 1) les instants

d'apparition des sinistres successifs et par (Yn,n> 1) leurs montants. Les types
des sinistres successifs forment le processus (Jn, n> 1). Le taux de prime est

de 1 par unite de temps. L'hypothese d'un processus de risque semi-markovien
est que le processus ((Jn, Xn, Yn), n> 1) evolue selon la condition suivante,

TP[Jn=J, Xn<x, Yn<y\(Jk, Xk, Yk), k<n~ 1] QJn u(x, y), (1.1)

presque sürement, pour tout n> 2

oü Xn Tn — T„_!, n> 2, Xi T\. (1.2)

Nous supposons de plus qu'il y a mdependance conditionnelle de processus
(Xn) et (Yn) etant donne (Jn) c'est-a-dire que, pour tout i, j e I, pour tout
x e LR7, y e IR+:

Qu(x, y) pi3AFv(x)BFv(y) (1.3)

oü la matnce P (pv) represente la matrice des probabilites de transition de

la chaine de Markov (Jn) et oü

AFl3(x)=W[Xn<x\Jn_1 i, Jn=ß (1 4)

BFtJ(y) P[Yn<y| Jn_j i, Jn=ß. (1.5)

Amsi BFl} est la fonction de distribution (f.d.) conditionnelle de Yn, le montant
du neme smistre, etant donne le type j de ce simstre et le type i du simstre
precedent. La f.d.^Fjj a la meme interpretation concernant cette fois 1'interarnvee
Xn entre les sinistres n— 1 et n (n> 2).

Nous supposons ces f.d. nulles en 0

Dans la theorie du risque, il semble legitime de supposer que

4Fv(x) A:i{x) (1.6)

BFi](y) Bj(y), (1.7)
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c'est-ä-dire que le sinistre survenu influence les f.d. AFl} et ßFy. Dans ce

qui suit, nous ne retenons que l'hypothese (1.7). Suivant la motivation de

0. Thorin (1975) et de J. Janssen (1969), nous considerons ici un modele station-
naire en ce sens que la distribution du couple (Xi, Ji) est choisie de faqon
ä rendre le processus semi-markovien ((Xn, Jn), n>l) stationnaire selon la
terminologie de Pyke (1961). Ceci revient ä considerer qu'il y a eu un sinistre
du type Jo, avant l'origine des temps et que:

Af1i KiP [J0 =»] v
'

A
(1.8)

l^nkAhk
k

Pil 1

VU =;, X < 11 Jo i] j- J (1 ~AFtj(x)) dx. (1.9)
h o

ou (n1, nm) est l'unique distribution stationnaire relative ä la matrice P
evidemment supposee ergodique et

A^) llP}kAa.j}c, je I (1.10)

avec

A,i-jk J xdAF]k{x),j, he I (1.11)a.
/n,

0

les moyennes conditionnelles*4a;fc des interarrivees etant supposees finies. Pour
m 1, (1.9) redonne le concept de processus de renouvellement stationnaire
developpe notamment par Feller (1966) et utilisee par Janssen (1969) et Thorin
(1975) en theorie du risque.

Les relations (1.8) et (1.9) peuvent etre concentrees en une seule relation:

1
1

P Ui=j, *!<(]=- — Y,%iPn 1 (1 -AFt](x))dx. (1.12)
/ hk i 0

k
En conclusion, nous considerons un modele de risque semi-markovien stationnaire,

c'est-ä-dire defini par les relations (1.1), (1.3), (1.7) et (1.12). Remarquons

que dans le cas ou l'hypothese (1.6) est retenue, (1.12) devient:

n
1

P [J =j, X, < t] v
* $(l~A3(x))dx. (1.13)

Lnk Pko
k
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2 Probabilites de ruine et de non-ruine

Supposons que l'on parte en Xv avec apres reglement du premier sinistre, une
reserve de montant u (m>0). Designons par Rt(u) la probability de non-ruine
sur un horizon infini etant donne que le type du 1er sinistre est i. Par un rai-
sonnement probabiliste elementaire, il vient:

m oo u+ T

Rt{u) £ pi} J (P! ,,(*) J R){u + z — x) dBj(x), ie I. (2.1)
1 o o

Si R(u) designe la probability de non-ruine pour le modele stationnaire partant
en t 0 avec une reserve de montant u (u> 0), il vient:

j oo W + T

Ä(M) ZZ"v T niPlj Hi~AFi)(z))dT s R]{u + t:-x)dBj(x). (2.2)
i ] Lnk o o

k
Les probabilites de ruine sont evidemment donnees par:

iK(u) l-Ri(u) (2.3)

^{u)=l-R(u). (2.4)

Notre but n'est pas de resoudre ces equations integrales; ce probleme est aborde
notamment dans Janssen (1982). Nous voulons montrer qu'il existe un moyen
simple de calculer R(0) alors qu'en general, cela ne semble pas etre le cas pour
les valeurs Rt(0), ie I.

3 Calcul de R(0)

Pour simplifier l'ecriture, posons:

1

(3.1)
llk I'm

k
La theorie semi-markovienne montre d'ailleurs que fiti est le temps moyen de

retour en le type i, c'est-a-dire la moyenne du temps separant deux retours
successifs en i. Posons aussi:

£

X](Z) $Rj{Z-x)dB,(x), (3.2)
o

c'est-ä-dire

X}(0=R1*B}(0, (3.3)
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le Symbole * representant le produit de convolution usuel. Les relations (2.1) et

(2.2) se mettent sous la forme:
m

Rt(u)= Z Pi} j (PFijiz) X,(u + t) (3.4)
1=1

Ä(") S—Sp« ] (l~AF {z))X {u + z)dz. (3.5)
i Fn j o

Pour des raisons techniques supposons que les f.d. B} soient derivables dans

IR de denvee br II en resulte que les fonctions X sont derivables et une
integration par parties de (3.4) donne:

m oo

Ri(u)= Z pv[x](u)+ $ {1-*FV(1)) X;(u + T) dx]. (3.6)
1=1 0

D'autre part, en derivant la relation (3.5) membre ä membre, il vient:

*'(«) ZZ~ I (l-AFl}(T))X']U + T)dx, (3.7)
i j Fn o

d'oü par (3.6):

| m

R'(u) Z " - [*,(«)- Z Pm *»] • (3-8)

i Fit j-1
Par integration, membre ä membre, nous obtenons

J u U

R(u) R(0) + Z-U RiVdz-^PvS (3.9)
1 Fn o }o

expression qui expnme d'une autre faqon que (2.2), R(u)en fonction des Rt(u),
i 1,..., m pourvu que R (0) soit connu.
Pour ce faire, remplagons /iM dans (3.9) par sa valeur donnee par (3.1); il vient:

J u u

R(u) R(0)+ ——— Z n [J RJz) dz - Z Pi} j R,*B,(t) dz] (3.10)
ZnkAVk I 0 10Jc

2 u u

R(0) + —Z*.[J R,b)dz- $ Rt*B%(z)dz], (3.11)
LnkX«
k

la derniere relation etant obtenue en se servant des egalites:

Z ntplJ TZj. (3.12)
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En designant par/ la transformee de Laplace d'une fonctionf l'expression (3.11)

conduit ä la relation:

n,
1

o.m
1 v Ä (s)-Ä,(s)fcl(s)

R(s) -R(0) + (3.13)
s Lnk nk J s

k
d'oü

sR(s) R(0)+
1

(3-14)
L^kAnk i

1 s

k
En passant ä la limite pour s-»0 dans cette derniere relation, nous obtenons:

Y 7Cj Rt{oo) ßoq

R(oo) J?(0)+' v (3.15)

oüsa, | x dB^x) (3.16)

Posons, par analogie avec (1.10)

Br1] Y,PlkBak> (3'17)
k

c'est-ä-direqueß<Xj represente le coüt moyen d'un sinistre du type i etßi/; le coüt

moyen du sinistre succedant a un sinistre du type j.

Ainsi la quantite k3b>13 represente le coüt moyen d'un sinistre futur en partant
avec la distribution stationnaire pour le sinistre present. La theorie des

promenades aleatoires semi-markoviennes (Janssen (1970)) montrent que

lim Rt(u)= 1, pour tout i e / (3.18)
ll-too

si et seulement si la quantite

XX^
l

satisfait la condition:

(3.19)

</><l. (3.20)

Par (2.2), il est evident que (3.18) implique que

R(oo)= lim R{u) l. (3.21)
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II en resulte alors en revenant ä (3.15):

R(0)=1- -s (3.22)

°r Z \ Bflt Z ^ Z Plk B« (3.23)
i i k

(3.24)
fc

par (3.12).

En conclusion, il vient de (3.22)

R(0) 1-(I> (3.25)

ou encore: la valeur de la probabilite de ruine avec une reserve initiale nulle
vaut:

L'interpretation de ce resultat est fort simple: le coefficient <fi est l'analogue
du coefficient de trafic dans le modele correspondant des files d'attente. II
mesure d'une certaine fa?on le risque de la compagnie d'assurance par le

quotient du coüt moyen d'un sinistre au temps moyen d'interarnvee des sinis-

tres, les moyennes etant calculees sur les types des sinistres ä la distribution
stationnaire.

Remarque:

Si m 1, on retrouve la version stationnaire du modele de E.S. Andersen pour
lequel on a, par (3.26)

(3.26)

(3.27)

En posant

Br) ß,Ayj =a (3.28)
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il vient:

'A(0) -, (3.29)
a

c'est-ä-dire le quotient du coüt moyen d'un sinistre par rapport ä la moyenne
des interarrivees, resultat demontre auparavant par Janssen (1969) et Thorin

(1975).

J.Janssen

Universite Libre de Bruxelles
Institut de Statistique, C.P. 210

Boulevard du Tnomphe
B-1050 Bruxelles
Belgique
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Resume

Pour le modele de risque semi-markovien avec m types de sinistres possibles influenpant ä la fois
la distribution des montants des sinistres et celle de leurs interarrivees, nous montrons qu'il est

possible de trouver la valeur dc la probability de ruine avec line reserve initiale nulle dans le cas

stationnaire Ce resultat generalise celui bien connu pour la version stationnaire du modele de
E S Andersen

Zusammenfassung

In einem Semi-Markoffschen Risikomodell mit m verschiedenen Schadentypen, welche sowohl die
Verteilung des Schadenbetrags als auch jene der Zwischenschadcnzeit beeinflussen, gelingt es, im
Stationaren Fall mit Anfangsreserve Null die Ruinwahrscheinlichkeit zu berechnen Das Resultat
ist eine Verallgemeinerung der bekannten Formel fur die Stationare Version im Modell von
E S Andersen,

Summary

For the semi-Markov risk model with m types of claims influencing both the claim amount
distributions and the interarrival distributions, we show how it is possible to find the value of the

rum probability with a zero initial reserve for the stationary case This result generalizes the well-
known expression for the stationary version of the E.S Andersen model
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