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Peter Albrecht, Mannheim

Über einige Eigenschaften des gemischten Poissonprozesses

1. Einführung

Der gemischte (compound, weighted, mixed) Poissonprozess (MPP) wird von
verschiedenen Autoren auf unterschiedliche Weise eingeführt. Die in der

Risikotheorie klassische ist die Definition von Lundberg (1964, S. 72), die sich

in etwas modernerer Sprache [vgl. auch Jung/Lundberg (1969, S. 121 f.)] fol-
gendermassen formulieren lässt: «Ein MPP {A7(r); t>0} ist ein Geburtspro-
zess mit Zustandsraum /IVn, für dessen Zählverteilung P„(0: P(V(f) «)

gilt:

wobei (7(A) eine Verteilungsfunktion mit 1/(0) 0 ist.»

Ein Geburtsprozess (N(t); r >0} mit Zustandsraum /tV» ist dabei [vgl. Müller
(1975, S.86)] ein Markovprozess, für dessen Intensitätsfunktionen oo>q.„,„(t)
>0 gilt

Lundberg fordert also, dass ein Geburtsprozess vorliegt, dessen Zählverteilung
eine gemischte Poissonverteilung ist.

Aus der von Bühlmann (1970, S. 66) vorgenommenen Definition der Mischung
von stochastischen Prozessen [für eine etwas präzisere vgl. man auch Heyer
(1972, S.464)] kann man die Definition des MPP etwa folgendermassen spe-
zialisieren:

Gegeben sei eine Klasse von Zählprozessen (d.h. stochastische Prozesse mit
Parameterraum [0, oo], Zustandsraum //Vq und isotonen, rechtsseitig stetigen
Pfaden der Sprunghöhe 1) [(ß,9t, P;., {A/(f); ?>0}; A>0] so, dass der Zähl-

prozess tV(t) unter dem IV-Maß P, ein homogener Poissonprozess (HPP) mit
Intensität A ist [ein solcher gemeinsamer Grundraum für alle HPP liisst sich

leicht konstruieren; vgl. etwa Bauer (1974, S.388 u. 390f.) oder Heyer (1979,

(1.1)

0

4;««(0 0 für alle ?>0 wennn>m+l

</««. (0 <?««+!(0 [= : V»(0] für alle ne/ZV,,.

(1.2)

(1.3)

S.44) |.
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Ist (7(2) eine Verteilungsfunktion mit (7(0) 0, so ist 77(f) unter dem durch

P(/l) P;.(/l)df/(2) (1.4)

festgelegten fk-Mass auf (ß,Üt) ein MPP zur mischenden Verteilung [7.

In der Bühlmannschen Definition wird also nicht nur die Zählverteilung des

HPP gemischt, sondern sogar liber alle seine Pfade. Allerdings ist zunächst
nicht klar, ob der so definierte Prozess ein Geburtsprozess ist, und in der Tat
beweist Bühlmann (1970, S.68f.), dass die Mischung von Schadenzahlpro-

zessen, die die Markov-Eigenschaft besitzen, i.a. den Verlust derselben zur
Folge hat.

Die masstheoretisch befriedigendste Einführung des MPP stellt wohl die von
Grandell (1976, S. 31 f.) dar, die auf dem Begriff des Zufallsmasses beruht.
Sic stimmt aber inhaltlich mit der Bühlmannschen Definition überein, d.h. auch

hier wird über alle Pfade des HPP gemischt.
Wir werden uns im folgenden im Interesse der Lesbarkeit das Vergnügen
masstheoretischer Finessen versagen und zeigen zunächst, dass der MPP (ß)
ein Geburtsprozess ist und somit die MPP (ß) eine Teilmenge der MPP (L)
darstellen. Dies ist von Bedeutung, da unter der Annahme der Vorlage eines

Geburtsprozesses Charakterisierungen des MPP getroffen werden können

[vgl. etwa Lundberg (1964, S. 89)], die es erlauben, Anpassungstests durch-
zuführen. Auch die vor kurzem veröffentlichten Ergebnisse von Seal (1980)

über die Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeiten eines MPP setzen implizit
die Markov-Eigenschaft voraus. Anschliessend zeigen wir, dass die Klasse der

MPP (ß) mit der Klasse der MPP (7.) sogar identisch ist.

Gewissermassen als Korollare dieser Ableitungen ergeben sich weitere per se

interessante Eigenschaften des MPP.
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2. Ergebnisse

Ist IV (i) ein MPP (B) zur mischenden Verteilung t/, so folgt mit (1.4)

Po(0 e "</L(/.l. (2.1)

Lemma / :
c/î"

lim Po(f + /i) Pn(t)

A»e-^dl/(A)

/j->0

1

lim -
A-.0 /l

(2.2)

(2.3)

(2.4)
P<"'(t+ /!)]_ P£"">(t)

pr (o

Alle Aussagen des Lemmas 1 ergeben sich durch Vertauschung des Integra-
tionsprozesses mit der Differentiation bzw. der Limesbildung. Dass dies er-
laubt ist, folgert man direkt aus dem Lebesgueschen Satz von der majorisieren-
den Konvergenz [man vgl. etwa die entsprechenden Sätze in Richter (1966,

S. 181)].
Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung von Lundbergs (1964, S.71)

Beziehung (78).

Lemma 2; Ist (iV(i); t>0} ein MPP (ß), so gilt für disjunkte Intervalle (ai, hi]
(a„, V] aus (0, oo)

P(JV(fci)-iV(ai) ki, iV(fe„)-iV(a„) fc„) (2.5)

n
— m-fa(hj-a (_!)«, p(A) (rfo-«,)).

Beweis: Die Verteilung der multiplen Zuwächse eines HPP entnimmt man
etwa Albrecht (1980, S.590, (2.11)). Mit (1.4) folgt

P(Af(fc,)-JV(o<) k,;i l,..,n) fl ^ V-W' «<> dL(z)

1 i '

t. i
_i-i
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Die Behauptung folgt mit (2.2).

Fo/genmg 1 : P(AT (t - iV(s) n) - — - 1 )» P<" > (f - s
n

.SY/fz / ; Jeder MPP (ß) ist ein Markov-Prozess.

Beweis Es genügt zu zeigen, dass für alle /c > 2, für alle 0 : tp <
und <«2 <... <n^i gilt

E('V(t/t 11) «am-l I /V(fj) «i; i 1,/c) P(1V(t,,,.,) «am I /V(tfc) n/t). (2.6)

Wir definieren dazu n.j -n. ^ (/ 1,.., k+ 1 ; : 0) und mit (2.5) ist die
linke Seite von (2.6) gleieh

P(/V(tj) - iV (f; i) m/; i 1,.., /c + 1) / P(/V(f j) /V(t/ 0 m*; i 1,.., fc)

(t< — * (f, -ti i)""
11 ——, - (- i)»k+i pi«-» u*+i) / n - S -(-i)"*
i-i i_i '"i.

(t,-t,n)'"'"^"»(tA-K) / m,,,!^»(f,).
Ebenso zeigt man, dass die rechte Seite von (2.6) identisch mit diesem letzten
Ausdruck ist.

Wir berechnen nun die Übergangsfunktionen und Intensitätsfunktionen dieses

Markov-Prozesses.

Satz 2: PmnÜ, I): F(iV(t) n|JV(s) w)

(s -1 )»-"< P<"' (t / (n - «i) P<"' >(s für m <n, s < t. (2.7)

Beweis wie bei Satz I.

Bemerkung/: Wegen (1.1) ist (2.7) gleich ^j ^1 p"(.v).

Dies wurde auch von Lundberg (1964, S.85, (94)) für die MPP (L) gezeigt.
Mit

t/m»(t): lim - P„j„(t, f+ /i) (m^n) (2.8)
il .0 /i

und

~~(/mm(0* ~ 7 mm(^> (2-9)
a •» //

[vgl. Müller (1975, S. 149)] folgt
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Satz J: Die Intensitätsfunktionen des MPP (B) ergeben sich zu

«mm+l(0 Pr^(0 ^>0 (2.10)

<?m«(0 0, n>W+ 1. (2.11)

Beweis: Einsetzen von (2.7) in (2.8) bzw. (2.9) und Vornahme des Grenziiber-

gangs unter Beachtung von (2.3) und (2.4).

Wir haben somit gezeigt:

Satz 4; Jeder MPP (ß) ist ein Geburtsprozess und, da für ihn auch (1.1) gilt,
damit ein MPP (L).

Offenbar folgen die bisherigen Ergebnisse allein auf Grund der Beziehung (2.5),

und es stellt sich die Frage, ob und wie (2.5) eine den MPP (ß) charakteri-
sierende Eigenschaft sein könnte.

Wir knüpfen dazu an eine von Lundberg (1964, S. 73, Theorem 6) gegebene

Charakterisierung an, setzen aber wiederum nicht voraus, dass der zugrunde
liegende Prozess ein Geburtsprozess ist, sondern nur, dass er ein Zählprozess
ist.

Satz 5: Jeder Zählprozess {IV(t); f >0}, für den gilt

P(/V(ßj) - V (a<) &i; i 1,..., n)
(2.12)

« (ßj - ai)''
I I) - II ff<**'> (£(/>,-aO)

für alle n> 1, (fc^ /cj e //V," und disjunkte Intervalle (a^, ß/| c(0, oo), wobei

gelte

//(t) ist eine vollständig monotone Funktion, i.e.

(-/)" 7/<">(t)>0 für alle « 6 Wo, t>0 (2.13)

lim H (0=1 (2.14)
il >o '

ist ein MPP (ß).

ßewe/.s'.s/cizze: Wie im Beweis von Lundberg (1964, S. 73/74) folgt aus (2.13),

(2.14), dass es eine Verteilungsfunktion G(2) mit G(0) 0 gibt, so dass

!7(f) f r'G/GU). (2.15)
0
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Die zu G gehörige Zufallsvariable sei mit V bezeichnet. Wir legen nun /V(f)
ein neues W-Mass P^ (2,)>0) zugrunde, das durch die Forderungen

F,„ (N(*>,) - N (a,) ; / 1,.., n) P (/V (6,;) - /V («*) fc, ; / 1,.., n | F 7„)
(2.16)

bestimmt sei [durch (2.16) sind die endlich-dimensionalen Verteilungen des

Prozesses IV (f) bestimmt und damit P^. Wir verzichten hier darauf, die Kon-
sistenzbedingungendes Satzes von Kolmogorov (vgl. etwa Bauer (1974, S. 347))
nachzurechnen]. Aus(2.15)und (2.12)folgt P(IV(ß,) — AI(flj) Iq; / 1,...,«)

M AA — /7L»._2L g -A(i-(6, -«.)) dG(A)

i-i fci!
(2.17)

und somit aus (2.16) P^„ (V(6,) - AI («;) fc*; i 1,.., n)

» (fr — Z/
Y<<

[] ' ' c -«,)) c/G(2| 7 /„)
i-i V

w (fr — a/

J] V L ^ -«,))_

i i

Unter P^ besitzt der Zählprozess IV(f) also unabhängige Zuwächse und ist
somit durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung der (eindimensionalen) Zu-
wachse eindeutig bestimmt, diese sind Poisson-verteilt und somit ist /V(f)
unter P^ ein homogener Poissonprozess [vgl. Doob (1953, Kapitel II, § 9,

S.96-98)oder Störmer (1970, S.67, Satz I)]. Das VF-Mass P ergibt sich wie-

derum durch Mischung der fF-Masse P^ mittels der Verteilung G(2) und

/V(t) ist somit ein MPP (ß).
Durch diese Charakterisierung sind wir nun auch in der Lage zu zeigen,
dass jeder MPP (L) ein MPP (ß) ist, d.h. beide Definitionen in der Tat äqui-
valent sind.

Dazu genügt es, zu zeigen, dass ein Geburtsprozess mit (1.1) die Form (2.1.2)

mit // (r): Po(t) für die Verteilung der multiplen Zuwächse besitzt. Wir zeigen
dies hier zur Verminderung der Schreibarbeit und Herausarbeitung der grund-
legenden Ideen nur für den Fall « 2 (der allgemeine Fall lässt sich voll-
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kommen analog zeigen) und benutzen die Beziehung (2.7), die nach Bemer-

kung 1 auch für die MPP (L) gilt. Es gilt (o.B.d.A. h„: 0<i^<hj^igChg)

P(JV(h,) - JV(a<) fc,; i 1, 2) £ P(N(h,) - JV(a*) k<, Nfa) -JV(hi_i)
fi, C2=0

a; i 1,2)

£ P(/V(cii) i'i, /V(hi) /'i + fci, IV («2) ''1 + 1*2 + ki, iV (ho) r 1 + ''2 + ki +^2)

E[P(W(fli) ra)P(JV(6i) ri + fci|Ar(a0 ri) x x

P(/V(ha) Fi + »"a + ki + ka | N(ai) n,.., iV(a2) ri + ra + ki)]

+ /cir, + r<s + <ci (hi, Ü2) X

^Vi+rg + fci ri+ra + /ci+/C2(^2? ^2) J

X ri! ° ^ ^ /ci! Pbh(ai)

[-(ha-flaîl^P^+^+^+^tha)"
/ca! P^+^'V)

ki ka r„rs =o >'i fa

[-(fci-fli)]*' [-(fca-fla)]*'
ki! kg

~ (~ai)" [-(aa-hi)]^
ri, 1-2 0 >'1 ''2

0

(-2)''' t-^+A +/C2 g ;.f>2 i/t/(^)

[-(fei-ai)]*'[-(ha-aa)]*'
ki! V

[-(hi-ai)]*« [-(ha-fla)]*»

—A)*i+*« e-^-"')c/t/(2)

p(*,+*.)(2T(h<-a<)) q-e.d.ki! ka

Es gilt somit

Satz h: Die Klassen der MPP (ß) und MPP (L) sind identisch.

Damit ist das eigentliche Ziel der Arbeit erreicht. Aus den formulierten Er-

gebnissen lassen sich jedoch noch einige weitere interessante Folgerungen
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ziehen. Wir werden angesichts des Satzes 6 künftig dabei nur noch von dem

MPP sprechen.
Aus Folgerung 1 folgt direkt

Satz 7: Der MPP ist ein Prozess mit stationären Zuwächsen.

Bemerkung 2: Dies ist eine sehr interessante Feststellung, denn wir haben da-

mit ein Beispiel dafür gefunden, dass es Markov-Prozesse gibt, die zwar statio-
näre,.Zuwächse besitzen, aber keine stationären Markov-Prozesse sind (die
Intensität des MPP hängt wegen (2.10) ja von t ab!). Beim inhomogenen
Poissonprozess (IPP) dagegen folgt aus dem Vorhandensein stationärer Zu-
wüchse das Vorliegen eines HPP, d.h. eines stationären Markov-Prozesses.
Satz 7 hat somit folgende wichtige Konsequenz:

Satz 8: Schneidet man die Klasse der MPP mit der Klasse der IPP, so ergibt
sich gerade die Klasse der HPP.

Bemerkung 3: Geht man nicht vom Heterogenitätsmodell aus, sondern inter-
pretiert die Abhängigkeit der Intensitätsfunktion von n als einen Ansteckungs-
effekt, so kann man dies auch so ausdrücken: Innerhalb der Klasse der MPP
gibt es ausser den HPP - keine Ansteckungsprozesse, die stationäre Markov-
Prozesse sind.

Bemerkung 4: Anders gesagt: Es gibt - ausser den HPP - keine MPP, deren

Intensität £/„(t) nickt von ri abhängt. Denn gilt r/„(t) £/(t) für einen MPP,
so liegt ein IPP vor und somit nach Satz 8 ein HPP.

Satz 7 kann leicht verallgemeinert werden zu der Feststellung:

Satz 9: Der MPP ist ein stationärer Punktprozess.

Beweis: Zu zeigen ist P(IV(tj)-IV(tj_i) n;; i 1,..., k)

P(/V(tj + /;) - IV(f j l + k) n,;; i !,..,/<) für alle k >0, k > 1 und t„ < f, < < t/c.

Nach (2.5) sind beide Wahrscheinlichkeiten gleich

A A - fi )"

i 1

Bemerkung 5: In Umkehrung von Bemerkung 4 kann man sich fragen, ob es

ausser dem HPP einen MPP gibt, dessen Intensität nicht von f abhängt. Dass

es solche nicht gibt, lässt sich folgendermassen zeigen:
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Ist (7(2) die mischende Verteilung des MPP, so ist G,,(t) J e"-' dl/(2) ihre
0

charakteristische Funktion, und aus (2.1) folgt der Zusammenhang

G,,(t) PoMf). (2.18)

Gilt nun für die Intensitätsfunktion des MPP, dass q„ (f) q^ für alle n e /(V„, so

folgt aus der Beziehung
«

log P„(t) -j qo(.s) r/s [vgl. Lundberg (1964, S. 85)],
0

dass Po(f) exp(-qot) ist, somit Gu(t) exp(iqof), und dies ist genau die cha-

rakteristische Funktion einer Einpunktverteilung mit Sprung in qo. Der zu-

gehörige MPP ist also gerade ein HPP mit Intensität qo.

Bemerkung 6: Aus der Ableitung unter Bern. 5 ergibt sich, dass das Vorliegen
eines HPP schon aus der Bedingung q^(t) q^ folgt. Diese Bedingung ist damit
für einen MPP in der Tat äquivalent zu der Bedingung q«(t) q« für alle

Dr. Peter Albrecht
Institut für Versicherungswissenschaft
Universität Mannheim, Postfach 4

D-68 Mannheim, Schloss
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Zusammenfassung

Fis wird gezeigt, dass die Definitionen des gemischten Poissonprozesses von Biihlmann lind von
Lundberg äquivalent sind. Insbesondere ist der gemischte Poissonprozess ein Geburtsprozess.
Weitere interessante Eigenschaften ties gemischten Poissonprozesses werden gezeigt.

Résumé

L'auteur montre que les définitions selon Bühlmann et selon Lundberg du processus de Poisson
pondéré sont équivalentes. En particulier, le processus de Poisson pondéré est un processus tic
naissances. L'article développe encore certaines propriétés intéressantes du processus de Poisson

pondéré.

Summary

It is shown that Biihlmann's and Lundberg's definition of the mixed Poisson process are

equivalent. Especially the mixed Poisson process is a birth process. Additional interesting pro-
perdes of the mixed Poisson process are shown.
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