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Calcul du taux d’interét réel d’'une opération financicre

Par Christian Jaumain, Belgique

Introduction

On sait que le calcul précis du taux d’intérét d’une opération financiére est sou-
ventlaborieux. Méme dans le cas particulier ou les échéances sont équidistantes,
lc probléme, qui conduit alors a une équation algébrique, n’est pas susceptible
d’une résolution algébrique dés que le nombre de ces échéances est supérieur
a 5, cest-a-dire dés que le degré de I’équation est supérieur a 4. C’est donc vers
des méthodes approchées ou vers des méthodes d’itération que se sont orien-
tées les recherches, parmi lesquelles il faut citer celles de L. Maingie [1] et de
B. de Finetti [2].

Le défaut commun a toutes les méthodes approchées est de manquer de preé-
cision alors que, souvent, la décision en matiere d’emprunt, d’investissement
ou d’arbitrage exige une approximation inférieure a quelques centiémes pour
cent dans le calcul du taux d’intérét. Quant aux méthodes d’itération, elles sont
généralement spécifiques du type d’opération financiére envisagée et elles ne
convergent parfois que lentement vers la solution recherchée. Les unes et les
autres ne s’appliquent le plus souvent qu’a des opérations financiéres parti-
culieres, faisant intervenir des échéances équidistantes et des montants cons-
tants ou variant dans le temps selon une loi simple.

La méthode proposée dans la présente étude repose sur I'utilisation des cal-
culatrices électroniques, maintenant largement répandue, permettant le calcul
numérique des fonctions exponentielles. Cette méthode est générale: elle s’appli-
que a toute opération financiére, quels qu’en soient les montants, le nombre et
I’époque des échéances, et sa précision ne trouve de limite que dans la taille de
I'appareil utilisé. Elle met le calcul exact du taux d’intérét d’'une opération finan-
ciere a la portée de tout utilisateur d’une calculatrice électronique de poche,
méme non programmable.

1. Position du probléme

Soit les capitaux Cq, ..., Cy, Dy, ..., D, d’échéance respective rq, ..., rp, S1,
suisis He TEIS TIEE ‘
(Cl, )+ + (Cna rn) = (Dl’ Sl) +...+ (D1l) Sn)o (1)
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La relation (1) exprime qu’il revient au méme de posséder — ou d’étre redevable —
des capitaux C,, ..., C, aux instants respectifs ry, ..., r, et de posséder — ou
d’étre redevable — des capitaux D;, ..., D, aux instants s;, ..., s,. Ainsi par
exemple, i étant I'intérét annuel payable a terme échu d’un capital unitaire:

(1,0) = (i, ) +... + (i, n=1) + (1 + i, n),
(@m,0) = (1, 1) +... + (1, n).

Par capital, on entend un montant financier de n'importe quelle nature, par

exemple un capital proprement dit ou des intéréts.

Sans nuire a la généralité, on peut, quel que soit k, supposer:

(1) Cx, Dx >0, quitte a transposer des termes de la relation (1) d’un membre
dans l'autre;

(i1) le nombre des Cy égal a celui des Dy, certains d’entre eux pouvant étre nuls.

Une suite de capitaux Cy, ..., Cp, Dy, ..., D, vérifiant la relation (1) est dite

en équilibre financier. Cet équilibre financier est réalisé pour un (ou zéro, ou

plusieurs) taux d’intérét particulier que la présente étude a précisément pour

objet de déterminer. A cet effet, il sera fait usage de la notion d’échéance

moyenne d’une suite de capitaux.

2. Echéance moyenne

2.1. Définition. On appelle échéance moyenne des capitaux non négatifs S, .

ey

Sn d’échéance respective tq, ..., t, I'instant ¢ tel que:
(SI,I1)+~+(SH: tn)=(Sat)a (2)
ou
S=8+...+8,. (3)

C’est par exemple I'instant auquel un débiteur pourrait s’acquitter des dettes
S1,..., S, échéant respectivement aux instants t1,..., t,, par un paiement unique
S égal a la somme arithmetique des dettes considérées.

I1 vient, en égalant les valeurs actuelles a 'instant ¢:

1 1
S Vt = S 3 vtky vV = H 4
- 'k; ' 1+ )
d’ou:
n

X Sk 1
t = — In £=1 U=, (5)

In u s v
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L’échéance moyenne dépend évidemment du taux annuel d’intérét adopté pour
le calcul des valeurs actuelles. De maniére plus précise, on dit que t est I'échéance
moyenne au taux annuel d’intérét i des capitaux Sy, ..., S, d’échéance respec-
tive ty, ..., tn.

2.2. Cas particulier ou i = 0. En particulier, si i = 0, cest-a-dire si v = 1,
I’échéance moyenne ¢, considérée comme fonction de i, prend la forme indéter-

minée o En appliquant le théoréme de I'Hospital, on obtient la vraie valeur:

Z Sk_ tk Vtk‘l
to = t(i = 0) = lim - %=1

v—1 1 S ’
c’est-a-dire: ¥
n-1
Z Sk tx
to = ! (6)
S
to est donc le barycentre des points ty, tg, ..., t, de masse respective Sy, ..., Sn.

Ce résultat fournit une interprétation financiére remarquable du concept mathé-
matique de vraie valeur. Si i = 0, I’équation (4) est vérifiée quel que soit t:
'emprunteur peut s’acquitter a tout instant des dettes Sy, ..., S, par le paiement
unique S. Dans ce cas, on peut donc assigner a ¢ une valeur quelconque. Parmi
cette infinité de valeurs qui toutes conviennent, la vraie valeur to est la seule
qui rende la fonction t (i) continue quand i = 0.

2.3. Etude de I'échéance moyenne en fonction du taux d’intérét. On démontre que
to est compris entre le plus petit et le plus grand des t; et que, lorsque i tend
vers I'infini, t tend vers le plus petit des tj.

On démontre également que la dérivée de t(v) par rapport a v est nulle pour
v = 1 C'est-a-dire pour i = 0 et est positive pour v<1, de sorte que t est une
fonction croissante de v, donc décroissante de i. La courbe représentative de
la fonction ¢ (i) se présente dés lors comme suit.
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t(izoo) ————————————————————— =

3. Calcul du taux d’intérét réel

Revenons a ’équation (1).
Au taux d’intérét i = 0, soit respectivement g¢ et go ’échéance moyenne des

capitaux Cy, ..., C, et des capitaux Dy, ..., D,:
n
Z Ckl’k
goz’iic—, C=Ci+..+Cp, (7)
n
Dy sy
O'Oz&"j-l'"D——*, D=D1++Dn (8)

L’équation (1) devient:

(C, 00) = (D, 0v).

Le taux annuel d’intérét i, résultant de cette équation est:

D 1
ip = (E)‘""@”—l. 9)
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Au taux iy, soit respectivement ¢, et g, I'échéance moyenne des capitaux
Ci,...,Cyetdescapitaux Dy,....D,:

T 2. Civg
01 = — I =1
Y1 )
In Up
n
1 D, D v
o — In £=1
1= n
In Uy D

L’équation (1) devient:

d’ou:

et ainsi de suite.
Si la suite {ig, i1, ...} converge, ou:

D 1
i=(=)7 -1, (10)
C
n -
1 Y. Crvisy
k=1
0 = — In : (11)
! 1I1 Uj_1 C
n
1 2, Dicvity
o = — In = , (12)
In Uiy D
alors la limite est solution de I'équation (1).
Exemple 1.
investissement époque produit de I'investissement époque
99 0 7 1
7 2
7 3
7 4
7 5
25 6
25 7
25 8
25 9
26 10
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On trouve:
io = 0,0727
ip = 0,0753
is = 0,0754,
alors que:
lexact = 0,07544020...
Exemple 2.
investissement €poque produit de I'investissement époque
50 0 50 )
40
" ; 200 -
12
150 s B
500 -
300 5 3
On trouve:
ip = 0,0801
iy = 0,0826,
alors que:

Texact = 0,08264663 ...

4. Cas particuliers

4.1. La plupart des cas particuliers, comme le calcul du taux d’intérét connais-
sant apou s, ou le calcul du taux d’intérét des emprunts obligataires, font
I’objet de méthodes spécifiques souvent ingénieuses, mais toujours particulicres.
De plus, comme c’est le cas dans le calcul du taux d’intérét connaissant sz,
la convergence est parfois trés lente.

Dans le cas de versements constants, effectués a échéances eéquidistantes, la for-
mule générale se réduit & une forme plus aisée a utiliser sur calculatrice élec-
tronique non programmable.
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4.2, Calcul de i connaissant ay. En plagant l'origine des temps 1 en avant
I’échéance du premier paiement, les relations (9) et (10) se réduisent respective-

ment a:
io=(n) n'+|'_1, (13)
A

o

am, fj-]

n bt ===
i; = (~) 1. (14)
Adm

Exemple. Soit asg = 12,4622 1035. On trouve:

ip = 0,0461
ip = 0,0497
iz = 0,0500,

alors que:

i e = 0,05000000.

4.3. Calcul de i connaissant sp. En adoptant comme origine des temps [’échéance
du premier paiement, les relations (9) et (10) se réduisent respectivement a:

N2

o = (S—”)”“—l, (15)
n

. Sm In =

Y 1. (16)
n

Exemple. Soit ssp = 33,0659 5414. On trouve:

ip = 0,0543
i = 0,0497
iz = 0,0500,

alors que:

iora = 0,05000000.
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5. Extension aux opérations a caracteére aléatoire

La méthode s’applique aux opérations faisant intervenir des probabilités (opé-
rations viageres, valeurs a rendement aléatoire, emprunts a lots, etc. ...), a condi-
tion de considérer les Cy, D, comme le produit des valeurs nominales des
capitaux par la probabilité correspondante, supposée connue.

6. Critéres d’existence d’une solution

6.1. Cas général. Sans nuire a la généralité, outre les hypotheses (i) et (11) €émises

au ler paragraphe, on peut, quel que soit k, supposer:

(i) rg, s >0, quitte a changer l'origine des temps, ce qui n’altére pas I'équi-
libre financier;

(1v) rp # sx, quitte a remplacer C; ou D;. par la difféerence positive C,. — Dy ou

Chacun des 2 membres de I'équation (1), écrite sous la forme:

n n
Y Cpvie=Y Dy v (17)
k=1 k=1

est, comme combinaison linéaire a coefficients positifs de fonctions monotones
décroissantes, une fonction monotone décroissante. Pour i = 0, il est respec-
tivement ¢gal a C et a D. Pour i = oo, 1l est nul. En représentant respective-
ment par r,, et s, le plus petit des ry et le plus petit des s, on a:

lim (i Covie 3 Dy Vi) = %0

iool\p 1y k=1

selon que r,, <s, ouque  Fp>Sy.
On a alors le critére d’existence suivant.

Critére 1. Si C<D (resp. >) et si rp <sp (resp. > ), alors 'équation (1) admet
au moins une solution i positive (voir fig.)

6.2. Cas particulier. Dans le cas particulier ou tous les C; sont nuls a I’'excep-
tion d’un seul, C, d’écheéance r, I’équation (1) prend la forme:

n
Cv =3 Djv. (19
k=1
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v

0 i

On démontre alors les critéres d’existence et d’unicité suivants.

Critére 2. Si C<D et si F<sp,0l sy est le plus petit des sy, alors U'équation (1')
admet une et une seule solution i positive.

Critére 3. Si C> D et sir>s,,, out sy est le plus grand des sy, alors l'équation (1')
admet une et une seule solution i positive.

6.3. Remarques

6.3.1. En toute généralité, il se peut que I’équation (1) ou (17) n’ait pas de solu-
tion, ou en ait une ou plusieurs. On peut facilement construire des cas ou
I’équation a plusieurs solutions, celles-ci étant fixées d’avance. En pratique
cependant, il n’existe généralement qu’une solution acceptable et une seule.
6.3.2. 1l peut arriver que la suite {ig, i1, ...} ne converge pas vers la solution
acceptable qui, cependant, existe. Il convient alors d’adopter une valeur initiale
différente de i = 0.
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Zusammenfassung

Die Arbeit beschreibt eine Methode zur Berechnung des Zinssatzes bei einer finanziellen Operation.
Diese Methode ist allgemein: Sie lisst sich bei jeder beliebigen finanziellen Operation anwenden,
unabhiingig von den Betrigen, der Anzahl Transaktionen und deren Daten. Dasselbe gilt fiir Opera-
tionen, deren Zahlungen mit vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten versehen sind.

Résumé

L’article propose une méthode de calcul du taux d’intérét réel d’une opération financiére.

La méthode est générale: elle s’applique a toute opération financiére, quels quen soient les mon-
tants, le nombre et ’époque des échéances. Elle s’étend aux opérations faisant intervenir des pro-
babilités de paiement supposées connues.

Riassunto

L’articolo propone un metodo di calcolo del tasso d’interesse reale di una operazione finanziaria.
Il metodo e generale: si applica ad ogni operazione finanziaria, qualunque siano gli importi, il
numero et le date di scadenza. Si estende anche ad operazioni che fanno intervenire delle pro-
babilita di pagamento presupposte note.

Summary

The article proposes a calculation’s method of the actual rate of interest of a financial operation.
The method is general: it applies itself to any financial operation, whatever the amounts, num-

ber and dates of payment may be. It spreads to operations where probabilities of payment supposed
known appear.
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