
Zeitschrift: Mitteilungen / Vereinigung Schweizerischer Versicherungsmathematiker
= Bulletin / Association des Actuaires Suisses = Bulletin / Association of
Swiss Actuaries

Herausgeber: Vereinigung Schweizerischer Versicherungsmathematiker

Band: 78 (1978)

Artikel: Théorie mathématique des assurances de personnes : modèle
markovien

Autor: Consael, R. / Sonnenschein, J.

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-555042

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 12.12.2025

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-555042
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


Theorie mathematique des assurances de personnes

Modele markovien

Par R.Consael et J.Sonnenschein

Section 1. Proprietes fondamentales des processus markoviens
ä un nombre fini d'etats

1. Probabilites et intensites de transition

Soit IM {1, 2, ..N} l'ensemble des etats possibles d'un assure. Notons
S(r) £ IV la variable aleatoire representant l'etat de Fassure ä l'instant t compte
depuis l'origine du contrat (f 0) et soit

P(s,t) (Pik(s,tj),i-k 1,2

la matrice de probabilites de transition avec

Pik(s,t) P[S(t) k\S(s) i]
definie pour Vs > 0 et \ft > s.

P(s, t) est une matrice stochastique:
Pik {s, t) > 0 pour Vs et t > 0, soit en notation matricielle P(s, t) > 0

N
et EP.»(M)= 1 (1-1)

k-l
ou P(s, t)e e.

Suite ä la definition on a

P(s, s) I Vs > 0,

oil / est la matrice unite N xN.
La matrice P(s, t) verifie les equations de Chapman/Kolmogorov.

On a pour s < t < u:

P(s,u) P(s,t)-P(t,u) (1.2)

N
ou Pik (s, u) £ Pij (S, t) Pjk(t, u).

J-i
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Supposons que la fonction d'intervalle P(s,t)-1 soit continument derivable
dans le sens que

P(s,t)-Ilim M(u) (1.3)
t-s-> o t — s

existe lorsque l'intervalle [s, t] se contracte au point u, c.-ä-d. lorsque t > u et

s < u convergent vers u avec toujours t — s > 0 et que M{u) est une fonction
continue.
Notons n%ic(u) les elements de la matrice M(u).
II vient pour i k,

Pü{u,u + Au)-\ Pti{u-Au,u)-l
fxn{u) lim lirn < 0 (1.4)

Au-> o Au Au-*o Au

et Ton note ~nn(t) d'oü ju,(r) > 0.

La matrice diagonale aux elements p.n{u) est notee D(u). Pour i ^ k on obtient:

Pik(u,u + Au) Ptic{u-Au,u)
Hik{u) lirn hm > 0. (1.5)

Au-> 0 Aiu Au~> 0 Au

Nous notons N(u) M(u) — D(u) la matrice qui contient les elements Hik{u)

non diagonaux et dont la diagonale principale est nulle.
Nous pouvons interpreter /ilk(t) At comme etant la valeur asymptotique {At -»0)
de la probabilite de transition de l'etat i vers l'etat k dans l'intervalle At et

Hi{t) At comme etant la valeur asymptotique (zlt->0) de la probabilite de quitter
letat i dans l'intervalle de temps At.

En vertu de (1.1) on a la relation

\-Pu{t,t + At) X Ptk(r,t + At)
k # i

d'oii ik{t) Y, Pik{t). (1.6)
k* i

La relation (1.6) peut encore s'ecrire:

M(t)e N(t)e + D(t)e — 0. (1.6')

La fonction /^(t) est appelee intensite de transition ou taux instantane de

transition de l'etat i vers l'etat k, la fonction nt{t) est appelee intensite de sortie
de l'etat i en t.
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2. Equations differentielles de Kolmogorov

Nous supposons que la matrice M(u) est donnee et nous en deduisons la matrice

P(s,t).
Tenant compte des relations (1.2) de Chapman/Kolmogorov et de la derivabilite
de P(s, t) - I on obtient:

P(s, t + At) — P{s, t) P(s, t)(P(t, t + At)—l)
At At

ou pour At -> 0

~= P(s,t)M(t). (1.7)
ot

D'une maniere analogue on trouve:

P(s — As, t) — P(s, t) {P(s — As, s) — l) P(s, t)
As As

ou pour As -> 0

dP
M(s)P(s,t). (1.8)

ds

(1.7) et (1.8) sont les equations de Kolmogorov prospectives et retrospectives,
respectivement.

3. Relations de recurrence et solution des equations de Kolmogorov

Introduisons les matrices P<">(s, f) (Pj%'(s, t)) pour n 0, 1, 2, ou
P\p (s, f) est la probabilite que l'assure qui ä l'instant s > 0 se trouve dans i,

soit ä l'instant f > s dans l'etat k apres avoir effectue n transitions.
II resulte de cette definition que P<°> (s, f) est une matrice diagonale verifiant

pour s < t < u la relation

avec

et

P<°> (s, u) P<°> (s, t) P<°) (t, u)

P<°> (s, s) /
P(n> (s, s) 0 pour n > 0

(1.9)

(1.10)
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D'autre part on a necessairement

P{s,t)= £ PW(s,t) (1.11)
n=0

uniformement en s et t.

La matrice P<0) peut etre calculee aisement, en effet:

on a P\V(s, t + At) P^ (s,t)-Pl°} (t,t + At)

et par suite Ptp (s,t + At) P|°' (s, t) (l — m(t)At) + 0(At).

On constate aisement que les Pffi (s,t),iel% sont continues et derivables en

vertu de la continuity des fit(t) et que

f -in(t)P^(s,t)
Ot

ou — P<°>(s,t) PW(s,t)D{t). (1.12)
dt

Tenant compte de (1.7), on obtient:

PlV (S, t) exp J m{x)ch^ ou

P<0) (s, t) exp D(r)di^. (113)

Semblablement on a:

P<°>(s,t) D(s)PW(s,t).
ds

Pour trouver la valeur de P{n) (s, f) pour n > 0 on utilise la recurrence suivante.

Soit m > 0 et n > 0. Si l'assure est dans l'etat i en s > 0 et dans l'etat k en t > s

ayant passe par m + n + 1 transitions dans l'intervalle [s, f], alors on peut scinder
l'intervalle [s, f] en 3 intervalles partiels:

[s, f] [s, t] U ]t, T + dt[ U [_x + Ax, r]

avecs < t < ttels qu'il y ait m transitions en [s, r], 1 transition en ]t, t + zIt[
et n transitions dans [x + Ax, f]. La probability d'avoir m transitions en [s, r]
est P)' (s, t), la probability d'avoir 1 transition en ]r, T + dt[est fiji{x)Ax + Q{Ax)
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et la probabilite d'avoir n transitions en t] est P^^r + dr, f). Comme

j et / sont arbitraires avec j # l et que t est arbitraire on aura pour Az->0:

P%+n+1) (s, t) £ £ J Ptf» (*. T) w«(t) (T, f)dt. (1.14)

j=lls
Nous avons neglige le terme 0(dt) du fait que l'integrand est borne pour
t e [s, f]. Sous forme matricielle on obtient

t

p(m + n + l) (Sj t) j p<m) (S; T) ^(t) POO (T, t) dx. (1.15)
s

Pour s et t donnes on peut ecrire (1.15) sous forme d'un produit (oo) de

convolution generalisee defini par (1.14):

p(m+n+l) pWooPW, (1.16)

Suite ä sa definition, ce produit de convolution est commutatif et associatif

pour les P^:i 0, 1, ...; on a en particulier P<*> PC'ooPC" et

p{n) — ptn-DooPtO) p(0)=on+l (1.17)

oü P<°)°o?l represente la «-ieme puissance de convolution generalisee.

La formule (1.15) nous permet de calculer de proche en proche les P<°),

p<i) poo et par suite

P(s, r £ P<»> (s, t),
n 0

la solution unique des equations de Kolmogorov.

On a encore en tenant compte de (1.17):

P P(°) + PooP(0) (1.18)

et P P<°> + P<°>ooP. (1.19)

4. Capitaux differes unitaires

Notons E{s, t) (Evi(s, t)) la matrice des capitaux differes unitaires. Evi(s, t)
est la valeur actuelle d'un capital unitaire payable ä l'instant f si l'assure se

trouve dans l'etat I sachant qu'il est dans l'etat v en s.
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On a Evi(s, t) Pvi(s, t) w(s, f) oil w(s, f) est le facteur d'actualisation

w(s, t) exp ^ —j" d(0) clO^j.

En ecriture matricielle:

E(s,t) P(s,t)w(s,t). (1.20)

E(s, t) est une matrice sous-stochastique:

N

Eik (s, t) > 0 et X Eit (s, t) w(s, t) ou £(s, t)e w(s, t) e,

fc=i (1.21)
E(s, s) / Vs > 0.

En vertu des equations de Chapman/Kolmogorov et en tenant compte de la

relation vv(s, u) w(s, t) w(t, u) on trouve pour s < t < u la relation:

E(s, u) E{s, t) E(t, u) (1.22)

iX

ou Eik (s, u) £ £y(s, t) Ej/c(t, it) Vi, k e IV
j'-i

On peut verifier aisement que £(s, r) satisfait aussi des equations differentielles
du type de Kolmogorov:

dE(s, t)4Lj=£(s,0MBf) (1.23)
dt

dE(s, t) .r,et —-—-=Me(s)E(s, t) (1.24)
ds

oil ME(t) est la matrice M(t) dont on diminue chaque element de la diagonale
principale de (5(f).

Introduisons les matrices E<-n>(s, t), n 0, 1, 2, que nous definissons par

£<">(s,f) P("'(s, f) vv(s, f). (1.25)

£{,"'(s, t) est la v.a. pour un assure qui ä l'instant s se trouve dans l'etat v, d'un
capital unitaire payable ä l'instant f si l'assure se trouve dans l'etat / apres avoir
effectue exactement n transitions.
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On a en particulier

£<°>(s, t) exp (Z)(t) — <5(t)/) drj

avec £(0)(s, s) / (1.26)

et £(n)(s>s) 0 pour n>0. (1.27)

En outre £(0)(s, «) £<°>(s, r)-£(0)(t, u) (1.28)

pour 0 < s < t < u.

En partant de la relation (1.15) on trouve

t

£(m+"+D(s, f) j" P(m)(s, t) JV(t) Pw(x, t) w(s, t) dx
S

t

j £(ra>(s, t) Af(r) £<">(t, f) dr
S

(1.29)

ou en ecriture abregee:

£(m + n+l) £(m) oo £(");

en particulier £(n) £(ra_1) oo £(0) £(0)~«+i. (1.30)

D'autre part on a aussi:

£(s,t)= £ £(»)(s,f)
n + 0

(1.31)

ainsi que £ £(°! + £(°) oo £ (1.32)

ou £ £<°> + £ £<0). (1.33)

Section 2. Les assurances de rentes et de capitaux.

1. Definitions

Soit Ar une assurance qui prevoit le payement de capitaux (differes) C{(tv),
v 1, 2 k aux instants fx < t2 < < tk k condition que l'assure se

trouve dans l'etat i ä ces instants et d'une rente d'intensite Rt{r) ä tout instant
x oil l'assure se trouve dans l'etat /; on suppose £,(t) continue.
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Notons
k T

««M= I Ct(tv)H(x-tv) + iRt{y)dv
t)-l o

oil H(t) est la fonction de Heavyside definie par:

f 0 pour t < 0

H( t) ^

f1 pour t > 0

et soit ar(t) la matrice diagonale dont les elements diagonaux sont
(au(T), a22(i), aWW).

L'assurance Ar est univoquement definie par la matrice ar(t).

Soit Ac une assurance qui garantit le payement d'un capital oty(t) ä l'instant

t si ä cet instant Fassure transite de l'etat i vers l'etat j (i # j). Soit aN(x) la
matrice (ayir)), i,j= 1, 2 N, i ^ j dont les elements diagonaux sont nuls.
On appelle assurance generale une assurance qui reunit les garanties de Ar et

de Ac. Une assurance generale est definie par la matrice a(i) ar(i) + aN(x).
Les obligations n de Fassure sont definies par des primes nu{x^), v 1, 2 I

payables aux instants ti < t2 < xt si Fassure se trouve dans l'etat i ä ces

instants et par une prime d'intensite 71,(1) payable ä tout instant x oil Fassure

se trouve dans l'etat i.

I T

Soit <xfi(x) £. nu(xv) H(x — xv) +§ m(v)dv et a^fr) la matrice diagonale dont
v l 0

les elements diagonaux sont (ajj (T). a22(T)' • •> aArjv(T))'

Les garanties et les obligations d'une assurance generale sont ainsi definies par
les matrices a(r) et an(x).
On suppose que l'assurance s'etend sur un intervalle de temps [0, u].

2. Valeurs actuelles des rentes, des capitaux differes et des primes

Soit 0<s<f<uet soit arvi{s'.t, u) la valeur actuelle ä l'instant s, oil Fassure

est suppose se trouver dans l'etat v, de l'assurance Ar definie par la matrice

ar(x) restreinte ä l'intervalle [t, w].
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II vient:
U

arvl(s:t, u) { Evl(s, t) da^it) ou sous forme matricielle
t

u

ar(s:t, u) J E(s, x) dar(x), (2.1)
t

et en tenant compte des equations de Chapman/Kolmogorov:

ar(s:t, u) E(s, t) ar(t, u),

oil par definition
ar(t, u) ar(t\t, u).

On a evidemment
ar(s, u) ar(s, t) + ar(s\t, u).

On trouve d'une maniere analogue la valeur actuelle des primes:

U

al(s:t,u) | Evl(s, x) daf,(T)
t

U

et an(s:t, u) j E(s, x) da." (z) respectivement.
t

Si Ton note encore a(s:t, u) la difference:

a(s:t,u) ar(s\t,u) — an(s:t,u), alors
on a

U

a(s:t, u) j E(s, x) dotD(x)
t

avec aD(x) ar(x) — a'!(x); en particulier:

U

a(s, u) J £(s, t) daD(x).
S

3. Equation differentielle de a(s,u)

La fonction n(s, u) est discontinue en s pour s tt, i 1,2, k et pour
s xj, j 1,2, I.
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Pour d'autres valeurs de s la fonction a(s, u) est derivable. En derivant la relation

U

a(s, u) j E(s, t) daD(x)
S

par rapport ä s aux points de derivabilite on obtient:

dCl^
-- -ME(s)a{s,u)-E{s,s)aD'{s)

ds

— Me(s) a(s, u) — aD'(s) (2.2)

puisque E(s,s) I,

et en tenant compte des discontinues:

dsa(s,u) — ME(s)a(s,u)ds — dan(s). (2.2')

4. Rentes payables apres n transitions

Soit a("j (s> M) 'a valeur actuelle en s < u d'une rente et prime definie par an(t)
ä tout instant t de l'intervalle (s, u) oil Tassure se trouve dans 1'etat j apres avoir
effectue exactement n transitions et soit a(n)(s, u) la matrice (a',"/ (s, u)).

U

On a a«») (s, u) j £<"> (s, t) daD{t) (2.3)
S

et en vertu de (1.30)

U

a(R) (s, u) j £<°) (s, t) N(t) cd«-1) (r, u) dx
S

U

j £(«-!) (s, x) N(x) a<0) (x, u)dx pour n>l. (2.3')
S

En ecriture abregee:

(s, u) £((s%ooaft-«V E\tr]} ooag», (2,4)

et en particulier
(1) C (0) (0)

ß (s, u) — £ (s, t) 00 ß (t, u)-
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La relation ^
a(s, u) Y, a<~n) (s> u) (2-5)

71=0

est immediate ainsi que

a(s,u) a<°> + £(°)oofl a(°l + £oofl(°i.

5. Assurances de capitaux payables en cas de transition d'un etat vers un autre

Soit une assurance de capital a3k(x), j-ke N(j =/= k) payable ä tout instant t
de l'intervalle (t, u) oil l'assure transite de l'etat j vers l'etat k. La fonction
a.3k(x) est supposee integrable. Comme plus haut nous notons aN(x) la matrice
(a}k(x)) dont la diagonale principale est nulle.
La valeur actuelle de cette assurance ä l'instant s < oü l'assure se trouve
dans l'etat v, s'ecrit:

U

AV}k(s:t,u) J Evj{s,x) pJk(x)x}k(x)dx. (2.6)
t

Defmissons encore aJfc(t) pour j ^ k par:
t

j p3k(x)ctJk(x)dx
o

et Sjk 0 pour j k;

ll vient:
U

AVJk{s:t,u) J EV3(s,x)dä3k(x) (2.7)

et en posant

AVJ?c(s> t) AV)k(s\s, t) on obtient

t

AV3k(s, t) | EV](s, x)d5}k(x).
S

Introduison Av+fc(s, t) en posant
A

<4v-k{s,t) TAvjk(sJ)
; i
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et A. + .(s, t) la matrice (^„-^(s, t)) v,ke 1%; on trouve
t

A. + .(s,t) j E(s,x)dä(x) (2.8)
S

oü ä(t) est la matrice des {xjk{x ))j, ke 1%.

On a aussi comme pour les rentes:

A. + .(s:t,u) E(s,t) A. + .(t,u) et

A. + (s, u) A. + (s, t)-\~ A. + .(s: t, u).

6. Equations differentielles des assurances de capitaux de transition

En derivant la relation

U

A. + .(s, u) j E(s, t) dä(t) par rapport ä s on obtient
S

dA. + .(s, u) - Me(s) A. + (s, u) - E(s, s) $' (s)
OS

—MB(s)A. + .(s,u) — ä'(s). (2.9)

7. Capitaux payables ä la n + 1-ieme transition

Soit Af-f 1>(s, u) la valeur actuelle en s < u d'une assurance de capital x.jk(t)

payable lors du passage de l'etat j vers l'etat k ä condition que ce soit la
n +1 -ieme transition dans l'intervalle [s,ü], l'assure se trouvant dans l'etat v en s.

On a

(s, ") j Kf (s, t) pjk{x) ajk(x) dx
s

u

et (s>") £ 1 KV (s, Eik(?) a}k(?) dx d'oü
i^k s

A("tX) (s, u) j (s, t) dä(x). (2.10)
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On a evidemment:

A. + .(s,u) £ A^t^s,!/) (2.11)
n 0

et A. + A^+\ + E(°)ooA.+. A^. + EooA^ (2.12)

8. Equation d'equivalence

Considerons un contrat d'assurance generalise qui garantit dans un intervalle
de temps [o, u] ä un assure se trouvant ä l'etat v ä l'origine le payement de

rentes et de capitaux definis par Ar et Ac c.-ä-d. definis par la matrice a(t).
En contre-partie de ces avantages l'assure est appele ä payer des primes definies

par la matrice an(t).
La relation d'equivalence s'ecrit alors:

an(o, u)e ar(o, u)e + A. + .(o, u)e,

1

ou e

w
ou a?+(o, u) a!+(o, u) + A. + ^ (o,u). (2.13)

Supposons que les ajk(z) sont des fonctions de r mais ne dependent pas de j
ni de k:

tyfcCO >'(T)-

II vient
t

Avjic{s, t) } pv}(s, r) w(s, t) fijk(x) y(t) dz et
S

t

Avj+ (s, t) | PVj(s, t) w(s, t) X-/(,*(t) 7(t) dx
S k*j
t

j Pvj(s, r) w(s, t) fj.j(t) y(z) dz

d'oü
t

-A.. + (s, f) J P(s, z)D(z)w(s, z)y(z)dr.
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Or

dP{s, t)
dz

II s'ensuit que

P(s, t)M(t) P(s, t) D(t) + P(s, i)/V(t).

dP(s, t)
P(s, t) D(z) —-P(s,t)IV(t) et

dz

-A. .+(s,t) j —- w (s, z)y(z)dz j* P(s, z) N (z)w{s, z)y(z)dz.
s d * s

On applique l'integration par parties ä la premiere integrale ä droite et Ton

trouve
t t

-A. .+(s,f) P (s, t vv (s, t y (t j* J" P(s, r)(vv(s, r)y'(t)-^(r)w(s, T)y(x))dT
S S

t

— J E(s, z)N(z)y(z)dz.
S

On en deduit:

t

-A. .+(s,t) £(s, t)y(f)-y(s)/-{ E(s, z) (y'(z)- S(z)y(z))dz -A. +. (s, t).
S

Cette derniere relation peut encore s'ecrire

t

A. + (s, t) + y(s)I A. .+(s,t) + E(s,t)y(t) + § E(s,z){ö(z)y(z)-y'(z))dz.

En particulier:
(2.14)

A.+k{s, f) + y (s) <5. & d.fc+(s, t) + E.k(s, t)y(t) +$ E. k(s, z)(5(z)y{z)-y'(z))dz
S

oü öik est le Symbole de Kronecker.

/4.+fc(s, t) + y(s)ö. k represente la valeur actuelle d'un capital y(s) payable en s

si en ce moment l'assure se trouve en k, soit d'un capital y(z) payable si au
moment z,s < z < t l'assure entre dans l'etat k. A.k+(s,t) + E.k(s,t)y(t) represente

la valeur actuelle d'un capital y(z) payable si au moment i l'assure quitte
l'etat k, soit d'un capital y(f) payable en t si l'assure est dans l'etat k. Enfin
t

J £. fc(s, t) (<5(T)y(r) — y'(t)) dz represente la valeur actuelle d'une rente d'inten-
S

site (5(i)y(r) — y'(r) payable ä tout moment z de l'intervalle [s, f] pourvu que



89

l'assure se trouve dans l'etat k. Si Ton suppose en outre que y(x) 1 et <5(t) s <5

pour V t e [s, t] il vient:
t

A. + (s, t) + I A. ,+(s, t) + E(s, f) + <5 j E(s, t) dx. (2.15)

Section 3. Des reserves mathematiques

Soit une assurance generale definie par les matrices a(t) et an(x) et soit u la
duree de cette assurance; on a 0 < x < u.

Supposons qu'ä 1'instant initial x 0 l'assure se trouve dans 1 etat v. On cal-

cule la reserve mathematique ä 1'instant s en tenant compte de l'etat initial v

et de l'etat k en s. Notons Vk(s) cette reserve mathematique et V. (s) le vecteur

aux composantes k 1,2, N.

L Formes prospective et retrospective de la R.M.

a) La forme prospective:

Vk{s) /4fc++(s, u) + ark+(s, u)-a«k¥(s, u) (3.1)

ou
L.(s) A. ++(s, u) + ar. +(s, «) — a?+(s, m) (3.1')

b) La forme retrospective:

Notons Kfc(s) cette forme. II vient:

a\+(o,s) Av++{o, s) + arv+(o, s) + Y,Evlc(o, s) Vk{s). (3.2)
k

Si Ton multiplie Tequation (3.1) par Evk(o,s) et que Ton somme sur k on a:

J]Evk(o,s) Kfc(s) X Evk (o, k) (Ak++ (s, u) + ak+{s,u)-a"k+(s,u));
k k

en additionnant cette derniere relation k la relation (3.2) on trouve en tenant

compte de

Av++ (o, u) Av++ (°, S) + Z Evk (o, 5) A.]c++ (5, u) et de
k

av+(o,u) av+(o, s) + ££^(o, 5)aA;+(5;w)
k
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que

££„*:(o, s) J4(s) Av++{o,u) + al+(o,u)-as+(o,u) + YJEvk(o,s) Ffc(s).
k k

Or en vertu de la relation d'equivalence on a:

Av++{o, u) + aTv+(o, u)-a$+(o, u) 0.

II s'ensuit que

Y,EVk(o, s) Ft(s) ££^(0, s) Ffc(s). (3.3)
k k

2. Equations differentielles de Thiele

La reserve mathematique Ffc(s) est une fonction derivable excepte aux points
ti, t%, - ,tk dates de payement des capitaux differes et aux points n, 12, n
dates de payement des primes.
En derivant la relation (3.1) aux points de derivabilite par rapport ä s et en

supposant u fixe il vient:

dVk(s)
_

dAk++{s, u) dafc+(s,n)
_

da£+(s,u)

ds ds ds ds

_
dAk++{s, u) dak+(s, u)

ds ds

En vertu de (2.2) et de (2.9) on trouve l'equation differentielle de Thiele:

dV.{s)
—-— - Me(s)A.++(s, u)-di' .+{s)~ ME(s)a. + {s, u)~ct?'+(s)

ds

— Me(s) E.(s) —(a'. +(s) + a?+(s)). (3.4)

On peut exprimer l'equation differentielle de Thiele en termes de differentielles
et obtenir ainsi une expression qui est valable en tout point de l'intervalle [o, u]:

dV.(s)= —ME(s)V.(s)ds — (da.+(s) + dotP+(s)) (3.4')

— Me (s) V. (s)ds — (da. +(s) + dar. +(s)) + da?+(s).
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3. Primes naturelles, primes de risque et primes d'epargne

Les primes sont definies par la matrice diagonale a"(t) qui verifie l'equation
d'equivalence:

a f+(o,u) aT+(o, u) + A. ++(o, u).

Les primes sont dites naturelles si quels que soient s et t

o < s < t < u

on a l'equivalence:

a *+(•*, r) ar+(s, r) + /l.++(s, t). (3.5)

Pour t u cette relation entraine L.(s) o pour tout s, o < s < u.
Par la relation V. (s) o pour tout s les primes naturelles sont definies univo-
quement.

Notons 7r(Ar>(s) la prime naturelle et a*W) la matrice diagonale correspondante.
En vertu de (3.5) on a pour la prime naturelle:

dan^N'> (s) dar(s) + da(s).

II s'ensuit que l'equation differentielle de Thiele (3.4') peut encore s'ecrire:

dV.(s) —Me(s) V.(s)ds + da1}+ — da.n.<-+).

Notons 7r(i?>(s) la prime de risque de l'instant s et a*(R)(s) la matrice diagonale
correspondante.
Si l'assure et dans l'etat k en s il vient:

da^(s) dtxl+(s) + d&k+(s) + £ /ifcJ(s)(Kj(s)- Kfc(s)) (3.6)
l*k

N

Etant donne la relation £ jXki =0 on peut encore ecrire:
1 1

N
da£(+ß)(s) dark+(s) + dafc+(s) + £ ^(s) ou sous forme matricielle:

da*+(Ä)(s) dar.+(s) + dS.+{s) + M(s)V.(s). (3.7)
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Enfin, notons 7t<K>(s) la prime d'epargne et la matrice diagonale cor-
respondante. La prime d'epargne est definie par la relation:

£/a7<+t-)(s) d E.(s)-<5(s) K.(s) ds. (3.8)

En additionnant (3.7) et (3.8) et en tenant compte de (3.4') ainsi que de la

relation Mß(s) M(s)— ö(s)I

on obtient:

r/a7 + (s) dotn[R+)(s) + da?(/i)(s). (3.9)
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Zusammenfassung

Die Mathematik der Personenversicherung wird mit Hilfe von Markoff-Prozessen behandelt Dabei
wird ganz allgemein unter Personenversicherung eine Versicherung verstanden, bei der beim Übergang

von einem Zustand zum andern entweder ein einmaliger Betrag oder aber eine Rente ausbezahlt

wird (letztere so lange, als der Versicherte sich in einem gewissen Zustand befindet) gegen eine
Prämie, die ihrerseits vom Zustand des Versicherten abhangt

Resume

Dans cette note on introduit la theorie des assurances de personnes en supposant qu'un assure

peut se trouver dans un nombre fini d'etats et que les probabihtes de passage d'un etat ä un
autre peuvent etre decntes par un processus markovien
On nomme assurance de personnes l'operation qui consiste ä garantir soit le payement d'un
capital au moment du passage de l'assure d'un etat ä un autre, soit le payement d'une rente aussi
longtemps que l'assure se trouve dans un certain etat, contre versement d'une prime dont le

montant depend de l'etat dans lequel se trouve l'assure

Riassunto

La matematica dell'assicurazione dl persone viene trattata con l'aiuto della teona det processt dl
Markov Cioe un'assicurazione dl persone e generalmente defimta come asstcurazione che al cam-
biamento da uno stato all'altro paga o un capitale o un'annualitä per un premio che dipende esso
stesso dallo stato dell'assicurazione

Summary

The mathematics of the insurance of persons is treated by means of Markov processes Thereby,
insurance of persons is generally defined as an insurance which - at the transition from one state to
another - pays either a fixed capital or a rent as long as the person remains in a certain state, subject
to a premium which itself depends on the state of the person
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