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La reserve de risque de la compagnie d'assurances
et les investissements

Par Andre Frisque, Bruxelles

1. Introduction

Les decisions que doit prendre une compagnie d'assurances relativement ä un
risque se basent sur la connaissance de certaines probabilites en vue du calcul du
coüt du risque.
Elles reposent aussi sur l'attitude du preneur de decisions face au risque, sur
«l'utilite » de la situation de risque.
La situation de risque est caracterisee par la reserve de risque de la compagnie et
lafonction de repartition des sinistres (Seal, 1969).
Nous examinons l'influence de la structure de la reserve de risque de la
compagnie sur la gestion optimale de celle-ci: la compagnie cherche ä rendre
maximum l'utilite moyenne de la reserve de risque.

2. Modele mathematique

2.1. Elements du modele

Le modele est decrit par les trois elements suivants:
5 la reserve de risque de la compagnie au debut de la periode consideree,

Periode comprise entre deux bilans successifs (Bohman, 1971; Borch, 1972;
Seal, 1969).

P les primes perques au cours de la periode. Nous tenons compte des primes
de risque (nettes), augmentees d'un chargement de securite (Beard, 1969;
Seal, 1969).

X les sinistres payes durant cette meme periode. X est une variable stochas-
tique avec la fonction de repartition

Fx(x) P [X<x] (X>0).
Nous considerons de plus les deux parametres k1 etk2:
h la part du portefeuille conservee par la compagnie dans un Systeme de

reassurance quota. 0 < Aq < 1.
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k2 la part de la reserve de risque S conservee sous forme liquide. 0 < k2 < 1

Des lors, 1 - k2 est la part de la reserve de risque mvestie. Soit r le taux

d'mteretmoyen des investissements

2.2 Equation du modele

A la fin de la periode, la reserve de risque de la compagnie est determmee par

l'equatlon

S.—S [k2 + (1 — A2) • (1 + r)] + k^P-X).

2.3 Liquidation des investissements

Lorsque le montant disponible pour payer les simstres est msuffisant, nous

supposons qu'un coüt intervient dans la liquidation d'investissements en vue de

regier les simstres (Borch, 1968)
Le montant disponible pour payer les simstres k1 Xest

Ce montant est msuffisant si

k2S + krP

klX>k2S + kxP

ou
x>k^±hiJL (fc^o).K

Designons par K le second membre de cette megali te.

K _k2S+kdP
kx

La probability que Xsoit supeneur k K o\x P [X >K\ est egale ä

1 -P[X<K\ 1 -F(K).
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Soit c le coüt unitaire de liquidation des investissements. Le coüt moyen total de

l'operation est egal ä

oo oo

c J (k1x-k2S~k1P)dF(x) c J kl(x-K)dF(x).
K k

2.4. Utilitemoyenne

L'utilite moyenne de la reserve de risque en fin de periode est egale ä

K

fu [k2S+ (l-/c2)-(l + r)S + /c, (P-x)]dF(x)
0

00

fJu [k2S + {\~k2)-(\ + r)-S + kl(P-x)~ ck1(x-K)\dF(x).
K

Dans cette expression, u designe la fonction d'utihte de la compagnie d'assu-

rances.

2.5. Utilitemoyenne maximum

Nous obtenons l'utilite moyenne maximum en cherchant les valeurs de kx et k2

qui rendent maximum Fexpression du 2.4.
Nous devons avoir

0</q< 1; 0< k2< 1.

Si le couple optimal (kvk2) est dans le carre unitaire, les valeurs de /q et k2

conviennent et determment le quota de reassurance et la part de la reserve de

nsque ä conserver sous forme liquide.
Si le couple optimal (k k2) est en dehors du carre unitaire, nous pouvons, etant
donne la valeur de k1 correspondant au traite de reassurance, choisir la valeur
de k2 qui rend maximum l'utilite moyenne de la reserve de risque.
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3. Exemples

Nous considerons des fonctions d'utilite particulieres et des fonctions de

repartition des smistres Fdeterminees.
Les fonctions d'utilite choisies sont:

u{x) x ä indifference au risque.
u(x) 1- e~xä aversion de risque.

Les fonctions de repartition
F(x) quelconque

F(x) p (0<x<2)
1 (2 < x< x)

Dans ce cas, X peut prendre les deux valeurs 0 et 2, respectivement avec les

probabilites/?et(? (Borch, 1964; deFinetti, 1957).

3.1. u(x)= x

3.1.1. F(x) quelconque

L'utilite moyenne de la reserve de risque est dans ce cas egale k

K

E!= f [k2S+(l-k2).(\+r)S + k1 (P-x)]dF(x)
0

oo

+ J [k2S+(l-k2)(\ + r)S + k1(P~x)-ckl(x-K)}dF(x)
K

des smisfres sont:

l

p
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Ex -rSk2 + (1 + r)S + kx(p~ J xdF(x)^j

- cky J (x-K)dF{x). K
K

Etude du maximum de l'expression Ex.
Soit une valeur fixee de k2.
La condition de premier ordre pour avoir le maximum par rapport ä kx s'ecrit':

<5 Ex =pd k\

La derivee seconde par rapport ä k est:

(OO
\ CO CO

1+c J dF(x) I-fX d F (x) - c J x d F(x) 0. (1)

K / o K

Elle est negative. Des lors, l'annulation de la derivee premiere donne une valeur
de/c, rendantiij maximum.
II faut avoir 0 < kt < 1. Si la valeur optimale de ky est situee en dehors de (0,1),
nous prenons la valeur de kx comprise entre 0 et 1 qui donne ä Ex la plus grande
valeur possible.

Soit une valeur fixee de kx.
La condition de premier ordre pour avoir le maximum par rapport a k2 s'ecrit:

/ CO \
8 Ex / \

dk2
S l^-r+cj d F(x)j

0. (2)

La derivee seconde de Ex par rapport ä k2 est:

62Ex CS2

6k\ kx
F' (K).

Elle est negative. Des lors, l'annulation de la derivee premiere donne une valeur
dtk2 rendant£j maximum.
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II faut avoir 0 < k2< 1. Si la valeuroptimale dek2 est situee en dehors de(0.1),
nous prenons la valeur de k2 comprise entre 0 et 1 qui donne ä £ la plus grande
valeur possible.
Le maximum de E a lieu pour les valeurs de k{ et k2 satisfaisant ä (1) et (2)

pourvu que le couple {kyk2) soit dans le carre unitaire. Dans ce cas, les valeurs

de /c, et k2 determinent le quota de reassurance et la part de S ä conserver sous

forme liquide. Si le couple optimal (kit Ar2) est en dehors du carre unitaire, nous

pouvons, par exemple, etant donne la valeur de/q correspondant au traite de

reassurance, choisir la valeur de k2 qui rend maximum Tutilite moyenne de la

resepve de risque.

3.1.2. F(x)=p(0<x<2)
l(2<x<x) (P 2q + f])

L'utilite moyenne de la reserve de risque est egale ä

E2 [k2S + 1 k2) (1 +r)5'+/c1/)] p + [k2S + (1 -k2) (1 + r)S +kx (P-2)

- c(kx 2 P-k2S)] q

E2 (~r + cq)Sk2 + [£(1 + cq)-2q(\ + c)] kt + (1 + r)S.

Etude du maximum de l'expression Er
Pour une valeur fixee de k2, le maximum a heu pour

kx 1 si £(1 + er/)-2c/(l + c) > 0 ou P >

k{ 0 si P(1 + cq)-2q(\ + c) < 0 ou P <
—~^~C^

1 + c^

k quelconque si £(1 + cq)~2q{\ + c) 0 ou P =?dlil+£}
1 + cq

Pour une valeur fixee de kx, le maximum a heu pour

k2= 1 si ~r + cq > 0 ou c > ~

k2= 0 si -r + cq < 0 ou c < ~

k2 quelconque si -r + cq 0 ou c

2c pH

ou n

ou rj <

ou n

2cjq
T+r?

2cPj
' T+cq'



197

Maximum de E2.

si „ > icm_ k' 1+cq

c < ~ k2 0

r l" Max£2 (1 + r)S + (P-2q) + {P-2)cq
c= ^ k2 quelconque

c> -22 k2= 1 Maxi?2= (1 + cg)S" + (,P-2g) + (.P-2)«?.

Si »j ^ 2 c pg k j 0 ou quelconque (valeur du traite de reassurance)
1 + cq

C<7T ^2=0

c -2j- k2 quelconque1

Max£2 (1 + r)S

k2 1 Max£'2= (1 + cq)S.

3.1.3. F(x) \-e~x (P= l+V)

L'utilite moyenne de la reserve de risque est egale ä

E3=-k2rS+(l + r)S + k^P-l-ce'*) K=klS^kl P

Etude du maximum de l'expression E3.
Les conditions de premier ordre en k1 et k2 s'ecrivent:

P-l-ce-K ^±^ 0 (1)
ki

e* £. (2)

Le maximum de E3 a lieu pour les valeurs de k1 et k2 satisfaisant ä (1) et (2)
pourvu que le couple (kv k2) soit dans le carre unitaire.
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A2 _ r-P+\ rDes lors - - <? ~. (3)

Discussion
La derivee premiere par rapport ä k2 s'ecnt:

{ce~K r) S

1) re"K-r< o(e~K < {) Vkt,k2

Nous prenons k2 0 pour une valeur fixee de A j.

E 3 (1 + r) S+ k1 if— 1 - ce
^

Le maximum de £3 a lieu pour

A, 1 si e~p<~, Pi l S1 e~r<hr; Max£3 (l + r)S + P-l-ce

ki 0 si e~p>E~, Max £3 — (1 + r)S

k, valeur du traite si e~p=~. Max E3= (1 + r)S.

2) ceK -r > 0(eK > | Vkx,k2.

Nous prenons k2 1 pour une valeur fixee de A,.
/ k1 P+.51

e,=s + k\p-\-ce kl

II faut alors trouver la valeur de A, rendant Ei maximum.

3) ce~K-r o(e~K=-f).

Les valeurs maximales de A1 et k2 doivent satisfaire ä (3). En supposant

0< Aj < 1,1a condition 0<A2< 1 entraine les deux megalites:

r-~r 1, r* S4_k
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De plus

Max £3= (1 + r)S.

Si r > P-1, nous prenons k2 0 et

£j (l + r)S + k1(P--\-cep) (voirl)).

Si r < nous prenons k2 1 et

E3 S + kj\P-\~ce ^
ki)) (voir2)).

3.2. u(x) \-e~x

3.2.1. F(x) quelconque

L'utilite moyenne de la reserve de risque est egale ä

E =J JdF(x)

OO / r \

+ J V~e

-[- rS/t2+(l + r) 5+fcj.P]
El= 1-e

r k,x r kiX + ckitx-K)
Je dF(x)+J e JdF(x)

K

Nous etudions le maximum de El dans des cas particuliers de fonctions de

repartition des sinistres.

3.2.2. F(x) — />(0< x< 2)
1 (2 < X<co)

L utilite moyenne de la reserve de risque est egale ä

2 -[-rJ^+Cl+Oj+^p] / 2ki+c (k11~:rP-k2S)\
E —1-e \p+qe
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Etude du maximum de E2
Les conditions de premier ordre en kx et k2 s'ecrivent:

kp

k2=

q{2-P).{l+c)+Ck*S

kl(2+2c~Pc)-loge
rp

q(c— r)

\_

2+2 c-Pc

cS'

(1)

(2)

Le maximum de E2 a lieu pour les valeurs de Aq et k2 satisfaisant ä (1) et (2),

pourvu que le couple (kh k2) soit dans le carre unitaire.
De ces deux relations, nous deduisons que

Pc 2 r
1+c 1+r

k2 est indetermine; k, est unique.

Discussion

; T-
2r (\+c)—2cq (1+r)

c(l+r)
(3)

1) —=7^ 0<^<1.1+c 1+r

Pour toutevaleur dek2 telle que 0</c2<l, nousaurons:

0<

loge

kx{2+2c-Pc)-\ rp
•q(c-r) cS < 1

rP cS+loge rp
q(c~r) < k <1 2+2 c — Pc

q(c-r)
2+2 c~Pc

2) Pc 2 r
1+c 1+r

a) Nous considerons la valeur Aq du traite de reassurance et rendons maximum

par rapport kk2.

k, kx{2 + 2c-Pc)-l rp
eq(c~r)

• ay-



201

Pour que k2 soit compris entre 0 et 1, nous devons avoir:

log. rp cS+log. rp
9(c-r) l(c-r)

< k, < •

2+2c—Pc 2+2 c—Pc

b) Nous considerons la valeur k{ du traite de reassurance et prenons k2 1 si

nous avons la relation

CS+l^^=r)
k. > -2+2c—Pc

Dans ce cas:

Max E'-

3.2.3. F(x)= l~e~x

L'utilite moyenne de la reserve de risque est egale ä

k2S+k1PE2=l_e-[-k2rS + {\+r)S + kiP] " ^ b^-ckj+l—ky— ckx

(l—/q)-(l—/q-c/q)

(ki=^\; k\i\+c)^=\).

K-
k i

Etude du maximum de E3
Soit une valeur fixee de k2.
La deriveepremiere de E3 par rapport kk{ est:

_e-[-^^+(i+r)s+fc1P] f — (i~ki)K (i_k_ckl) (K-pkl)+\-k\ (1+0"
&k i I

+ (1—fci—cki)2. (1—P+Pki) i-
Cl—/Li)2(l-ki-ckd2'

Si 1 - P + Pkx > 0 (&!> la derivee est constamment negative, ce qui
implique que E3 est decroissante.
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Nous prenons kx pour avoir la plus grande valeur possible de E3

Soit une valeur fixee de k x.

La derivee premiere de E1 par rapport ä k2 est:

^£•3 ~[-k2rS+(,l+r) S+kiP]

dk2 (1-ÄTjl) (I—^—cÄTi)
^ kx)K^ (|-k\-ckx)\.

Si 1 - k j - ckx > 0 (kx< j-x^r), la derivee est toujours negative et E3 est

decroissante. Nous prenons k2 0.

D1
Le maximum de E a lieu pour&] et &2 0.

Nous avons la condition

kx<
1

1+c

doncaussi
P-
P < 1+c

Cette megalite se ramene ä

»?<£ toujours realise.

Max £3 1—e
[(1+r)5~"' l]. (P-l)+(l-c-c/>)

1+C-C+

-[(l+r)5+??] ce_1 - »7+1—crj1-c P—1 1-0+'?)
1 —c?j '

4. Remarques

4.1. Nous pouvons egalement envisager des modeles faisant intervenir plusieurs

taux d'interet des investissements et differents coüts de liquidation.
4.2. Le modele considere est un modele statique, relatif ä une seule penode

d'activite de la compagnie. II serait interessant de considerer des modeles

dynamiques, qui font intervenir plusieurs periodes d'activite.
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Zusammenfassung

Die Entscheidungen einer Versicherungsgesellschaft basieren auf gewissen Wahrscheinlichkeiten,
welches das Risiko charakterisieren, und auf den Nutzen, welcher der Risikosituation entspricht
Es wird hier der Einfluss der Risikoreserve auf die Nutzenbewertung untersucht

Summary

The decisions of an msuiance company are based on certain probabilities, which describe the risk
and on the utility which corresponds to the risk situation In this article the author discusses the
influence of the risk reserve on the utility valuation

Resume

Les decisions d'une compagnie d'assurances se basent d Line part sur certaines probabilites qui
caractensent le risque et d'autre part sur utilite de la situation du risque On examine 1 influence de
la reserve de risque sur revaluation del'utihte

Riassunto

Le decisioni d'una societa assicurativa si basano da una parte su certe probabilita che caratteriz-
zano ll nschio, d'altra parte suH'utile della situazione di nschio Viene studiata 1'influenza della
riserva di nschio sulla valutazionedell'utile
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