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La réserve de risque de la compagnie d’assurances
et les investissements

Par André Frisque, Bruxelles

1. Introduction

Les décisions que doit prendre une compagnie d’assurances relativement a un
risque se basent sur la connaissance de certaines probabilités en vue du calcul du
colit du risque.

Elles reposent aussi sur I'attitude du preneur de décisions face au risque, sur
«I'utilité» de la situation de risque.

Lasituation de risque est caractérisée par la réserve de risque de la compagnie et
la fonction de répartition des sinistres (Seal, 1969).

Nous examinons l'influence de la structure de la réserve de risque de la
compagnie sur la gestion optimale de celle-ci: la compagnie cherche a rendre
maximum ['utilité moyenne de la réserve de risque.

2. Modéle mathématique
2.1. Eléments dumodele

Lemodele est décrit par les trois éléments suivants:

S la réserve de risque de la compagnie au début de la période considérée,
période comprise entre deux bilans successifs (Bohman, 1971 ; Borch, 1972;
Seal, 1969).

P les primes pergues au cours de la période. Nous tenons compte des primes
de risque (nettes), augmentées d’un chargement de sécurité (Beard, 1969;
Seal, 1969).

X les sinistres payés durant cette méme période. X est une variable stochas-
tique avec la fonction de répartition

Fo(x) = P [Xx<x] (X>0).
Nous considérons de plus les deux parameétres k, etk

ki la part du portefeuille conservée par la compagnie dans un systéme de
reassurance quota. (< k< 1.
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k, lapart dela réserve de risque S conservée sous forme liquide. 0<< k, < .
Dés lors, 1 — k, estla part de la réserve de risque investie. Soit 7 le taux
d’intérét moyen des investissements.

2.2. Equation dumodele

A la fin de la période, la réserve de risque de la compagnie est déterminée par
I’équation

S, =Sk, + (1-ky)-(1+ ] + k, (P-X).

2.3. Liquidation des investissements

Lorsque le montant disponible pour payer les sinistres est insuffisant, nous
supposons qu'un colit intervient dans la liquidation d’investissements en vue de
régler les sinistres (Borch, 1968).

Le montant disponible pour payer les sinistres &, X est

k,S+ kP
Ce montant est insuffisant si
le>sz + klP

ou
ky S+k, P

>
X k,

{ &y ==0).

Désignons par K le second membre de cette inégalité.

ko Stk, P
ki

La probabilité que X soitsupéricura Kou P [X >K]est égalea

K

1-PIX<K]=1FK).
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Soit ¢le colit unitaire de liquidation des investissements. Le colit moyen total de
I'opération est égal a

¢ [ (k,x—kyS—k P)AF(x) = ¢ [ k (x—K)dF(x).
/ /

2.4. Utilitée moyenne

L’utilité moyenne de la réserve de risque en fin de période est égale a

K
ulk, S+ (1-k,))-(1 + 1S+ k, (P-x)]|dF(x)

0

+/-M [k, S + (1-k,)-(1 + r)-S + k; (P—x)— ck, (x—K)|dF(x).
K

Dans cette expression, u désigne la fonction d’utilité de la compagnie d’assu-
rances.

2.5. Utilité moyenne maximum

Nous obtenons 'utilité moyenne maximum en cherchant les valeurs de k, et &,
qui rendent maximum I'expression du 2.4.
Nous devons avoir

Si le couple optimal (k,.k,) est dans le carre unitaire, les valeurs de k, et k,
conviennent et déterminent le quota de réassurance et la part de la réserve de
risque & conserver sous forme liquide.

Sile couple optimal (k,, k,) esten dehors du carré unitaire, nous pouvons, ¢tant
donné la valeur de k, correspondant au traité de réassurance, choisir la valeur
de k, qui rend maximum I"utilité moyenne de la réserve de risque.



194

3. Exemples

Nous considérons des fonctions d’utilité particulieres et des fonctions de
répartition des sinistres F'déterminées.
Les fonctions d’utilité choisies sont:

u(x)=x  aindifférence au risque,

u(x) = l-e “aaversion de risque.

Les fonctions de répartition des sinistres sont:

F(x) quelconque Fa
1 b i i e e mwms g S
Fx)=p (O<x<2) . T
=1 @2<x<x)

Dans ce cas, X peut prendre les deux valeurs 0 et 2, respectivement avec les
probabilités petg (Borch, 1964 ; de Finetti, 1957).

Fx)=1-¢*

Y

Dans ce cas, X peut prendre toute valeur positive (Borch, 1972).
3.1 ulx)=x
3.1.1.  F(x)quelconque

L utilit¢ moyenne de la réserve de risque est dans ce cas égale a
K

E, = f e, S + (1-k,)-(1 + 1)S + k, (P X)|dF(x)

N f [k, S + (1-k,)(1 + S + k,(P—x)— ck, (x— K)dF(x)
K
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E =-rSk, + (1 +nrS+k |P- f xdF(x)
0

* ky,S+k,P
~ck, f (c-K)dF().  K="20
K

Etude du maximum de I’expression £ .
Soit une valeur fixée dek, .
La condition de premier ordre pour avoir le maximum par rapportd k, s’écrit:

co co

SE, :P(]+Cfdp(x))»fxdF(X) cfxdF(x): 0. (1
K K

0 ky

0

La dérivée seconde par rapporta k est:

62E1 Csz
—_ - (K-P)-F'(K).
o k? k2 ,

Elle est négative. Dés lors, ’'annulation de la dérivée premiére donne une valeur
dek, rendant E, maximum.

[ faut avoir 0 < k, < 1.Sila valeur optimale de k, estsituée en dehors de (0,1),
nous prenons la valeur de k, comprise entre Oet 1 qui donne a £, la plus grande
valeur possible.

Soit une valeur fixée dek, .
La condition de premier ordre pour avoir le maximum par rapport a k,s’écrit:

E (o o]
Ok _ ¢ —r+cde(x) = 0. ¢)
Sk,
K
La dérivée seconde de E, par rapport d k, est:
62E1 CS2 :
e T Tk - F'(K).

Elle est négative. Dés lors, I'annulation de la dérivée premiére donne une valeur
dek, rendant E, maximum.
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[lfautavoir 0 < k, < 1. Sila valeur optimale de &, estsituce en dehors de (0,1),
nous prenons la valeur de &, compriseentre Oet 1 qui donne a £, la plus grande
valeur possible.

Le maximum de E, a lieu pour les valeurs de k| et k, satisfaisant a (1) et (2)
pourvu que le couple (k,, k,) soit dans le carré unitaire. Dans ce cas, les valeurs
de k| et k, déterminent le quota de réassurance et la part de S a conserver sous
forme liquide. Si le couple optimal (k;, k) est en dehors du carré unitaire, nous
pouvons, par exemple, ¢tant donné la valeur de &, correspondant au traité de
réassurance, choisir la valeur de &, qui rend maximum I'utilit¢ moyenne de la

réserve de risque.

3.1.2. F(x)=p(0<x<2)
=12< x<x) (P=2g+n).

L utilit¢ moyenne de la réserve de risque est égale a
E, =[S + (1-ky) . (1 +r)S+k Pl - p+ [k, S + (1-k,) - (1 + HS +k, (P-2)
- ek 2=P-ky )] - 4

E,=(r+cg)Sk,+ [P(1 + cq)-29(1 + o)] k,+ (1 +1)S.

Etude dumaximum de I’expression E,.
Pour une valeur fixée de &, , le maximum a lieu pour

: 2ql+c 2epq
k=1 st P(1+ cq)-2¢(1 + ¢)> 0 ou P>——?J(rc—q) ou 1 >,
. 2g(1 2¢pq
by =10 st P(1+ceq)-2g(1 +¢)<0 ou P<-Iq%§q_—c~) ou 7 <1—,;E§
. 2c P
k, quelconque st P(1 + cqg)-2¢(1 +¢)=0 ou P= g%%iﬂ ou 7 = e

Pour une valeur fixée de &, , le maximum a lieu pour

by =1 si —rteg>0 ou c>?r
5 i r

k,=0 g, —r>ag= ou ¢< &

k, quelconque si  —7r+ ¢g=0 on  g== 7;— :
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Maximumde E,.
Si = 2624 k=1
I+cq
g ql k,=0
Max E,= (1 + r)S + (P-2q) + (P-2
= # k, quelconque axE,=(1+7) (P=20) + (P=2)cq
i qi k,=1 Max E,= (1 + ¢¢)S + (P-2g) + (P-2)cq.
S o9g %ip ‘é k;=0  ouquelconque (valeur du traité de réassurance)
+c
g = 7" k,=0
Max E,= (1 +r)S
g = ?r k, quelconque
¢ > g— k,=1 Max E,= (1 + ¢g)S.

.13 Fx)=1-€* (P=1+7)

L utilité moyenne de la réserve de risque est égale a

, k, S
Ei=-lkrS+(1+nNS+k@P-1-ce?) :%k]}’_
Etude du maximum de I’expression E.
Les conditions de premier ordre en k, etk, s’écrivent:
Pk BTk S _ (1)
ki
-K r
oK1 @

Le maximum de E, a lieu pour les valeurs de k, et k, satisfaisant a (1) et (2)
pourvu que le couple (k,, k,) soit dans le carré unitaire.



. ky _ r—pP+] -~
Des lors ;? =y 3 8 7 = ?C (3)
Discussion
La dérivée premiere par rapporta k, s’ecrit:
(ce™®K-r). S
D ceX—r<0(eX <L) Vi, k,

Nous prenons k, = 0 pour une valeur fixée de k.
— -P
E;=({1+rS+k (Pflxce )

Le maximum de £} a lieu pour

ey =1 si e P<Pl. MaxE,—(1+ 1S+ P 1 ceP
k=0 si e P>EL MaxE, =1+ ns

kyvaleur du traité i e“P=$:' Max Es=(1 + 78,
2) X > 0(eK > L) Vhy k.
Nous prenons k, = 1 pour une valeur fixée de k, .

k, P+S
E;=S+ kl(P~1c'e i )

[1fautalors trouver la valeur de &, rendant £y maximum.
3) ce'K—-rZO(e’Kzg).

Les valeurs maximales de k, et k, doivent satisfaire a (3). En supposant
0<k,;<1,lacondition 0 <k,< | entraine les deux inégalités:

(P-1) ky

r<P-1;,r> STk,
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De plus

Max E,= (1 +r)S.

Si  r>P-1, nousprenonsk,= 0 et

Ey=0+nS+ kl(PrﬁlécéP) (voir 1)).
Sir< %i% nous prenons kK, =1 et
)
E,=S§8+ k\P-1-ce 1 (voir 2)).
3.2, wWxX)==Ll-—-e"*
3.2.1. F(x)quelconque
L’utilité moyenne de la réserve de risque est égale a
. _
1 ~[ky S+(1-kyp)-(11) S+ky (P—x)]
E =/ ] g dF(x)
0
j" [k S+(1—ky )- (1) S +y(P—x) — chi (xux)]\)
e l-e y dF (x)

K

oo

[~ rSka+(1+ r) S+iyP] /K kix kyx+ck; (x—K)

; dF(x)+fe dF (x)
K

E'=1-¢
0

Nous étudions le maximum de E' dans des cas particuliers de fonctions de
repartition des sinistres.

322, F(x)=p(0< x<?2)
=] 2<x<)

L'utilité moyenne de la réserve de risque est egale a

~[-rSky+(1+7) S+k; P]

B 2ky+ ¢ (ky 2=P~k, S)
=l=g \ptge
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Etude du maximum de E*
Les conditions de premier ordreen k, et k, s’écrivent:

Pp 1 |
k= |log, - ‘ foi o 8 | ¢ et |
' [ e g (2-P)-(14c) rel | 2+2¢-Pe D
rp |
k= - _ SO xi—|
) {kl(2+2c Pc) Eogeq(c%r)j S (2)

Le maximum de E? a lieu pour les valeurs de k, et k, satisfaisant a (1) et (2),
pourvu que le couple (ky, k, ) soit dans le carré unitaire.
De ces deux relations, nous déduisons que

Pe._2r _ 2r(+c)—2cq(+r) (3)
e 1+r 77 7 e+

k, estindéterminé; £k, estunique.

Discussion

1) Pe __ 2r

— = 0< k< .
+c  1H4r =1

Pourtoute valeurdek, telleque 0< k,<1, nousaurons:

0< k1(2+2C—Pc)—logeL -

qe—n| s <!
' S+1
O gle—r T e

242¢—Pec =" 2412¢—Pc

2) Pc , 2r
=6 T 1+r

a) Nous considérons la valeur &, du traité de réassurance et rendons maximum
parrapportak,.

1
n k1(2 + ZC_PC)_IOgEQT(W?Ii‘—r‘)J‘ C-'ST
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Pour que k, soit compris entre O et 1, nous devons avoir:

rp rp
log, : cS+log,
g q(c—r) q(c—r)

e e R
24+2¢—Pc 24+2¢c—Pc

b) Nous considérons la valeur k; du traité de réassurance et prenons k, = 1 si
nous avons la relation

cS—Hogeq—(gp_—r)

242 ¢—Pe

Danscecas:

Max E*= l—e_[SHCIP]'(P+Qek‘(2+20~Pc) — cS).

323. F(x)=1-e>

L’utilité moyenne de la réserve de risque est égale a

Fi—|— e“[“kz rS+(1+r) S+kiP] {e_(l‘kl)K. ck1+1—k1__ckl} K ke Stk P

(1‘161)'(1*/{1—6’/61) ki

(ki=£1; k(1+c)==1).

Etude dumaximumde E *
Soitune valeur fixée de k, .
La dérivée premiére de E* par rapport  k; est:

So | s

3 p—
0E” _€~[—kz.rs+(1+r)s+k1P]_ {ceﬂ(l ki) K [(1—k,) (1—k—cky) (K—Pl) +1—k> (14
1

I (e, =P L. 1
( 1—C 1) ( 1)} (]—kl)z-'(]_kl—Ckl)z'

St 1-P+ Pk >0 ( k> %,_—1) . la dérivée est constamment négative, ce qui
implique que E3 est décroissante.
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Nous prenons k;= %;—1 pour avoir la plus grande valeur possible de £ °
Soit une valeur fixée de k.
La dérivée premiére de £° par rapport a k; est:
5B J~LharS (14 S+ P)
8 ka (1—ky).(1—ky—cky)

—(1—k) K
: [ -t &, cS - (rki+1) +rS (l—kl—ckl)].

Sil-k,—-ck;>0 (k1< I,[Tc ), la dérivée est toujours négative et E? est
décroissante. Nous prenons &, = 0.

Le maximum de £ *a lieu pour k= it S} k,=0.
- &
Nous avons la condition

"

ky< I+e
doncaussi

Pl oo 1,

F = I
Cette inégalité se raméne a

7 & é— toujours réalise.
I\/Ia)( E3 . l_e_[(l*f"r)S‘*'P*l] - Ce_l (P—l)ﬁi_(l’c_CP)P
I+c—cP
[+ S+7] e lma]—
— e ce U:H CU'(H’)’)

l~c7_7

4. Remarques

4.1. Nous pouvons également envisager des modéles faisant intervenir plusieurs
taux d’intérét des investissements et différents cotits de liquidation.

4.2. Le modéle considéré est un modéle statique, relatif a4 une seule période
d’activité de la compagnie. Il serait intéressant de considérer des modeles
dynamiques, qui font intervenir plusieurs périodes d’activité.
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Zusammenfassung

Die Entscheidungen einer Versicherungsgesellschaft basieren auf gewissen Wahrscheinlichkeiten,
welches das Risiko charakterisieren, und auf den Nutzen, welcher der Risikosituation entspricht.
Es wird hier der Einfluss der Risikoreserve auf die Nutzenbewertung untersucht.

Summary

The decisions of an insurance company are based on certain probabilities, which describe the risk
and on the utility which corresponds to the risk situation. In this article the author discusses the
influence of the risk reserve on the utility valuation.

Résumeé

Les décisions d’une compagnie d’assurances se basent d’une part sur certaines probabilités qui
caractérisent le risque et d’autre part sur utilité de la situation du risque. On examine I'influence de
la réserve de risque sur ’évaluation del’utilité.

Riassunto

Le decisioni d’una societa assicurativa si basano da una parte su certe probabilita che caratteriz-
zano 1l rischio, d’altra parte sull’utile della situazione di rischio. Viene studiata I'influenza della
riserva di rischio sulla valutazione dell’utile.
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