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Note sur la durée de la rente certaine

Par Philippe Chuard, Pully

Considérons I'expression
V :Aam. (])

Elle lie quatre quantités:

V' la valeur initiale d’une rente certaine, immédiate et temporaire, dont les
termes sont entiers, constants et payables postnumerando ;

A le montant de chacun des termes périodiques;

i le taux d’intérét (dont la durée de référence est la période);

n la durée (exprimée en périodes).

Lorsque trois des quantités sont connues, on peut calculer la quatriéme. Les
resultats que 1’on obtient si 'on cherche V, 4 ou i ne présentent aucune
difficulté d’interprétation. Mais il n’en va pas de méme pour 7.
Ordinairement on définit az pour n entier. Cependant si 'on cherche n avec
(1), les quantités V, 4 et i étant données, on trouve normalement une valeur
qui n’est pas entiére

n=N+/, (2)

ou N est un nombre entier positif (NEN) et £, un nombre réel positif inférieur
2 1(0 < f<C1). On doit alors se demander comment, en réalité, se présente la
rente en question. |

2.

Observons tout d’abord qu’il est facile de calculer » au moyen de V, A4 et i,
meme si 'on n’est pas au clair sur la signification précise et compléte du
resultat. En effet, si 'on admet que
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est valable pour toute valeur de », on tire de (1) et (2)

V_ 1N (3
A [

log ;

log r

our=1++1

On pourrait admettre que la rente dont la valeur initiale est « 577 comprend
N + 1 termes dont les N premiers sont égaux chacun a | et dont le (N + 1)me,
qui suit le Ame d’une fraction f'de période, est partiel et vautp (0 < p < 1). La
liaison entre la fraction de période f et le terme final partiel p s’établit avec

AN 7] = O] +pyN=+1
rr—1

I

d’ou l'on tire p=

Cette interprétation d'une durée non entiere, pour une rente dont les termes
sont payables postnumerando, est théoriquement admissible, mais elle ne
correspond pas aux besoins de la pratique. En effet, dans la réalite, le terme
partiel est échu une période entiére (et non une fraction de période) apreés le
dernier terme entier. Soit alors P ce terme partiel. Sa valeur s’obtient en
capitalisant p pendant une fraction 1 - f'de période,

e il
d’ou l'on tire P:] ! . )

oud = iv.

Si donc, partant de V, 4 et i, on obtient, par la relation (4) ou par une autre
qui lui est équivalente, » = N + £, on peut dire que la rente est constituée de
N termes valant chacun 4 et d’'un (N + 1)me, échéant une période apres le
dernier terme entier 4, et valant AP, ou P est donné par (5). La yaleur
trouvée pour n n’a donc pas tout-a-fait la signification d’une durée puisque
I'intervalle de temps entre I’époque de calcul de ¥ et 'échéance de AP est de
N + 1 périodes.
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Le terme final P peut €tre calculé autrement que par les relations (4) et (5). En
effet, partant de (1), on peut déterminer I'entier positif N par

7 .
an < Z-< vl 6)

Puis on pose I’équation de valeurs actuelles

%xam—i—PVNH

fam

vN+1

)

d’ou 'on tire P =

Cette relation est équivalente a (5), ce qu’on montre en introduisant (3) dans
(7), mais elle est d’un emploi beaucoup plus simple.

4.

Il existe un procédé encore plus pratique pour calculer P. Partant de (1) et
connaissant V, 4 et i posons que
N+ F

' , o V
est la valeur de la durée obtenue par interpolation linéaire de i entre any et
4N F7- On obtient

v
NiF=N+ -2 kil
T ag o
V
1 \ -A_*am
d’ou F = : ®
pN+1
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ce qui signifie que la partie non enticre de la durée calculée par interpolation
lin¢aire de 7 entre az et g est ¢gale exactement au terme final partiel
(correspondant au terme entier 1). Ce résultat est remarquable car la durée
interpolée N + F n’a aucune signification pour elle-méme. Cependant elle
permet de calculer exactement et trés facilement le terme final partiel P.

Si nous considérons une rente dont les termes 4 sont payables praenume-
rando et que nous en désignons par J la valeur initiale, nous avons, au lieu de

(D),
V:Adm. (9)

La partie entiere N de n ¢tant donnée par
‘. <_Z_< ..
AN1 4 Vel
le terme final partiel P, qui est le (N + 1)m¢ de la rente dont la valeur initiale

est % et qui est payable une période apres le Nme et dernier terme entier égal a 1,
s’obtient avec

1 apgy+ Py
72
d’ou A A
I (10)

Posons que N + Fest la valeur de la durée obtenue par interpolation linéaire
de ¥ entre tp et dx- Onobtient

A
r N
A |
N+F=N+ —
aNx 1 'a]\—f[
dOLl F:‘;r

et, en comparant avec (10), P =F.
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On constate ainsi que pour la rente dont les termes sont payables praenume-
rando, comme pour celle dont les termes sont payables postnumerando, le
terme final partiel peut étre calculé selon le méme procédé simple. Ce procédé
est basé sur le calcul de la durée par interpolation linéaire de la valeur initiale
de la rente. Le terme final partiel, correspondant au terme entier 1 et payable
une période apres le dernier terme entier, est égal a la partie non entiére de la
durée calculée par interpolation.

Résumons ce qui précede.
Soit
n un nombre réel positif (nER ) et
N le plus grand entier compris dans n (N = [n]).
L'interprétation la plus utile de as; est
la valeur actuelle, calculée au taux d’intérét i, de N + | termes se succédant
de période (durée de référence du taux /) en période, dont les N premiers
valent chacun 1 (termes entiers) et dont le (N + 1)me est inférieur a 1 (terme
final partiel) et échoit une période entiére aprés le Nme, Pépoque de calcul de
la valeuractuelle étant placée une période avant I’échéance du premier terme.
Pour a7 linterprétation est la méme que pour a5, mais 'époque de calcul
de la valeur actuelle est placée au moment du payement du premier terme.
Dans le cas de a+;, comme dans celui de é7, le montant du terme final
partiel est égal a la partie non entiére de n, lorsque » est une valeur interpolée
linéairement entre N et N + 1.

7.

La réciproque des développements qui précédent est susceptible d’applica-
tion. Considérons une rente dont les N premiers termes valent chacun A4 et
dont le (N + 1)me et dernier vaut AP (ou 0 < P < 1). Précisons que, pour
cette rente, I'intervalle de temps séparant les échéances de deux termes succes-
sifs est toujours egal a une période (durée de référence du taux d’'intérét /). On
peut désigner la valeur actuelle initiale de cette rente par

V si Pépoque de calcul est fixée une période avant I’échéance du premier

terme A4,

V si I'époque de calcul est fixée au moment de I’échéance du premier terme A.
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Ces valeurs actuelles se calculent avec

V=Aaq+AP N+,
V = Az + AP vN.

Mais, compte tenu des développements qui précedent, on peut aussi proceder
comme suit en faisant un calcul d’interpolation linéaire:

V = Aayip (interp.lin.),
V = Adz7p (interp.lin.),
ou axy—p (nterp.lin.) = (1—=P) oxp + Pam \

i 5 p] (interp.lin.) = (1—P) a1 + Py -

8.

Le lecteur qui souhaiterait se voir proposer des applications numériques
pourra prendre connaissance des exemples suivants.

a) A Dlexception de la derniére, les annuités constituant une rente valent
- chacune 3000. Au taux d’intérét de 5% l’an la valeur actuelle de la rente,
calculée un an avant ’échéance de la premiére annuité, vaut 24000. Quels
sont le nombre des annuités et le montant de la derniére?

Données: V' = 24000 4 = 3000 = 0,05

¥ caleul
log 1,666667 0,2218488

N+f= =
f log 1,05 0,021189 30

=10+0,469 85

rf=1,05%46985=] 023188 8

1

= 14__%’023 1888 0,9773367

vf

1—0,9773367
F= 0,05

1,05=0,475929
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2¢ calcul

V V
;1"“-—8 am<z<am

8—ap 8—7,721735 0475028
B==F 0,584679

3¢ calcul (par interpolation linéaire)

8—ap 8 —7,721735
0 ’ —10+0.475 928
N+ F=10+ s =10+ e 30ea1a—7721735 0+

La rente comprend 10 annuités de 3000 et une 11me de
3000 - 0,475928 = 1427,8

payable un an aprés la 10me,

b) A T'exception de la derniére, les annuités constituant une rente valent
chacune 8000. Au taux d'intérét de 6% l'an la valeur actuelle de la rente,
calculée a I’échéance de la premiére annuité, vaut 50000. Quels sont le
nombre des annuités et le montant de la derniére?

Données: 77 = 50000 A = 8000 i = 0,06

1= 6,25 calcul par interpolation linéaire

6,25 — i _
N+F=T7+- N_o, 6,25—5,917324

e = —740,500222
g — O 6.582381 501734 |10

La rente comprend 7 annuités de 8000 et une 8me de
8000 - 0,500222 = 4001,8

payable un an apres la 7me,
¢) Quelle est la valeur actuelle de 31 mensualités dont les 30 premiéres valent
chacune 200 et dont la 31me vaut 50, si le taux d’intérét est de 1,5% par mois et

b4 r . r r i MY
que I'époque de calcul est placée un mois avant 'échéance de la premiére
mensualité?

Données: N =30 4 =200 AP =50 i= 0,015



1" procédé
V =200 azg + 5031 = 200 - 24,0158 + 50 - 0,6303 = 4834,7

2me procédé

50
= + I =

3025 (interp.lin.) = 0,75 aze + 0,25 Usy) =
0,75 - 24,0158 + 0,25 - 24,6461 = 24,1734
V=200 az533 (interp.lin.) = 4834,7

Zusammenfassung
Der Autor untersucht das Problem der Interpretation von as;, wenn s nicht eine ganze Zahl ist.

Er gibt eine einfache Methode zur Berechnung der letzten Teilrente, die sich in diesem Fall
ergibt.

Summary

The author interprets anfor 7 non integer valued. In this case he explains a simple method to
compute the last partial annuity.

Résumé
L’auteur examine le probléme d'interprétation que pose az lorsque # n'est pas un nombre
entier. Il indique un procédé simple permettant de calculer le terme final partiel qui intervient
dans ce cas.
Riassunto

L’autore discute il problema dell’interpretazione di az, quando n non ¢ intero. Descrive un
metodo semplice per il calcolo dell'ultima rendita. ottenuta in questo caso.
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