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Ein Satz von Khintchin und die Varianz von unimodalen
Verteilungen

Hans U Gerber, Universität von Michigan, Ann Arbor (USA)

1. Einführung und Zusammenfassung der Resultate

Die wichtigsten Parameter einer Wahrscheinlichkeitsverteilung sind zweifellos
ihr Erwartungswert und ihre Varianz (sofern sie existieren). Während es dem
Theoretiker keine Mühe bereitet, diese Parameter auf Grund von unabhängigen

und gleichwertigen Beobachtungen zu schätzen, mag es für den Praktiker
oft unmöglich sein, dieses Rezept anzuwenden, da er vielfach nicht genügend
viele (oder überhaupt keine!) unabhängige und gleichwertige Beobachtungen
zur Verfügung hat. In solchen Situationen wird der Praktiker versuchen,
wenigstens den Erwartungswert möglichst sinnvoll zu schätzen und hernach die
Varianz unter gewissen Annahmen lediglich abzuschätzen. Ein Beispiel einer
solchen Abschätzung findet man etwa in [1], Seite 33, wo angenommen wird,
dass die Verteilungsfunktion eine steigende Ausfallrate (increasing failure rate)
besitze.

Auf den folgenden Seiten werden Abschätzungen für die Varianz von unimodalen

Verteilungen hergeleitet, wobei (nebst der Unimodahtät) von Fall zu Fall
noch zusätzliche Voraussetzungen gemacht werden. Die Anwendung eines

Satzes von Khintchin gestattet es, Resultate, die Johnson & Rogers [6] und
Jacobson [5] bewiesen haben, auf einfachere Art herzuleiten und zu erweitern.

Definition 1. Eine Verteilungsfunktion F(x) heisst unimodal mit Modus bei m
(siehe [3], Seite 155), falls der Graph von F(x) konvex ist in (— co, m) und
konkav in (m, + oo). Anschaulich heisst dies: Eine unimodale Verteilung darf
im Modus eine Punktmasse haben; ansonsten besitzt sie aber eine
Wahrscheinlichkeitsdichte, die aufdem Intervall (— oo, m) nicht abnehmend, bzw. auf (m,
+ oo) nicht zunehmend ist. Ferner heisst dies, dass «der» Modus nicht immer
eindeutig ist.

Definition 2. Eine diskrete Verteilung {p^l heisst diskret unimodal mit Modus bei

m (m ganzzahlig), falls pk nicht abnehmend ist für k < m und nicht zunehmend
furk > m.
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Unimodale Verteilungen sind sehr häufig anzutreffen. Von den zehn Verteilungen,

die auf Seite 18/19 in [2] beschrieben werden, ist beispielsweise nur die

Beta-Verteilung nicht für jede Wahl der Parameter unimodal. - Ein Irrtum, der

keinem Geringeren als Kolmogorov im Zusammenhang mit der Faltung von
unimodalen Verteilungen unterlaufen ist (siehe [4], Seite 254), verhalf den

unimodalen Verteilungen zu zusätzlicher Popularität.

2. Instrumentarium

Der folgende Satz stammt von Khintchin ([3], Seite 155).

Satz 1. Eine Zufallsvariable X hat genau dann eine unimodale Verteilungsfunktion

mit Modus bei Null, wenn sie das Produkt X UY zweier unabhängiger
Zufallsvariablen U, Y ist, wobei Y beliebig ist und U gleichförmig verteilt ist

über (0,1).

Ein Beweis ergibt sich aus der Tatsache, dass die obige Produktformel
gleichwertig ist zur Aussage, dass X aus der Familie {tU, — co < t < co> durch

Mischung erhalten werden kann, sowie aus einer geometrischen Interpretation
dieser Aussage:

Für die Varianz eines Produktes X UY zweier unabhängiger Zufallsvariablen

gilt allgemein:

Var(X) Var(U) Var(Y) + E(U)Var(Y) + Var(U) E(Y). (1)

Im Spezialfall, wo U gleichförmig über (0,1) verteilt ist1) (also E(U) V),

Var(U) Vffi), gilt
1 Im folgenden bezeichnet U immer die über (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable.
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Var(X) '/a Var(Y) + l/n E(Y)Z (2)

und natürlich
E(X) lh E(Y). (3)

Schliesslich benötigen wir das folgende wohlbekannte Lemma:

Lemma. Wenn die Zufallsvariable Y auf dem Intervall [0,1] konzentriert ist,
dann gilt Var(Y) < E(Y) [1 — E(Y)]. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann,
wenn Y Bernoulli-verteilt ist.

Der Vollständigkeit halber sei ein elementarer Beweis gegeben: Wir betrachten
alle Y mit vorgegebenem Erwartungswert/U. Bezeichnen wir die Verteilungsfunktion

von Y mit G(x), dann ergibt sich die Abschätzung aus der wörtlichen
Definition der Varianz:

Var(Y) /(x-jufdGlx) $(x-2ßx + //) dG(x) (4)
0 0

< f(x—2ßx + jf dG(x) ß(\ -ju).
0

Gleichheit wird offenbar erreicht, falls Y auf der Menge der Punkte konzentriert

ist, für die x1 x, d. h. falls Y Bernoulli-verteilt ist.
Falls Y auf einem endlichen Intervall [a, b] konzentriert ist, dann besagt obiges
Lemma, dass

Var(Y)<[E(Y)-a] |b-E(Y)]. (5)

Diese Ungleichung wird verschärft werden unter der zusätzlichen Voraussetzung,

dass Y unimodal ist.

3. Schranken für die Varianz einer unimodalen Verteilung

Satz 2. (Johnson & Rogers)2)
Falls X unimodal ist mit Erwartungswert/j. und Modus m, dann ist Var(X) Ss

'A (m —//)2. Gleichheit gilt genau dann, wenn X gleichförmig verteilt ist.

2 Auch das MomentenprobleTn, das von Johnson & Rogers behandelt wird, kann sehr einfach

gelöst werden, wenn man Khintchins Satz anwendet.
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Der Beweis, für den man ohne Einschränkung an Allgemeinheit m 0

voraussetzen darf, ergibt sich aus Satz 1 und den Formeln (2) und (3).
Obere Schranken erhält man, falls X beschränkt ist:

Satz 3. Falls X auf einem endlichen Intervall [a, b] konzentriert ist, und falls X
unimodal ist mit Modus m und Erwartungswert//, dann gilt

Var(X) < '/3 (2ß - a m) (b + m - 2ß) + V3 (ß - m)2.

Gleichheit gilt genau dann, wenn X eine Mischung der beiden Zufallsvariablen
m + (b—m)U undm—(m—a)U ist.

Gleichheit gilt also, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte von X folgendes
Aussehen hat, wobei für «den» Modus m jener Wert genommen werden muss,
der in der untenstehenden Zeichnung angegeben ist:

a ß m b

Für den Beweis dürfen wir m 0 voraussetzen. Indem wir Satz 1 und (in dieser

Reihenfolge) die Formeln (2), (5) und (3) anwenden, erhalten wir:

Var(X) V3 Var(Y) + '/n E(Y)2 (6)

«73 [E(Y)-a][b-E(Y)] + 7,2 E(Y)2
73 (2/j — a) (b — 2ß) + 7aü2-

Es wurde davon Gebrauch gemacht, dass auch Y auf dem Intervall [a, b]

konzentriert ist, falls X diese Eigenschaft besitzt. Gleichheit gilt offenbar, wenn

Y Bernoulli-verteilt ist, d.h. wenn X von der oben beschriebenen Form ist.

Auf ähnliche Weise finden wir die maximale Varianz einer beschränkten
unimodalen Verteilung:

Satz 4. (Jacobson)
Wenn X unimodal ist und auf einem endlichen Intervall [a, b] konzentriert ist,

dann ist Var(X) « ll9 (b —a)2. Gleichheit gilt genau dann, wenn X eine

Mischung der Konstanten a (oder b) mit der Zufallsvariablen a + (b—a)U ist,

wobei die Gewichte 'A und 2A betragen.
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Das Maximum wird also erreicht, falls die Wahrscheinlichkeitsmasse von X
folgendermassen verteilt ist:

V,

a b

Für den Beweis nehmen wir wieder m 0 an, so dass wir von Satz 1 Gebrauch
machen können. Formel (2) zeigt, dass bei gegebener Länge d b — a des

Intervalles und bei gegebenem Y— a (d.h. bei gegebener «Gestalt» der Verteilung

von Y) die Varianz vonX genau dann maximal wird, wenn E(Y)2 maximal
ist, d. h. wenn a 0 oder b 0. Setzen wir also beispielsweise a 0 und b d.
Indem wir (2) und (5) benützen, erhalten wir

Var(X) < 73 E(Y) [d-E(Y)] + Vn E(Yf (7)

wobei Gleichheit gilt, falls Y Bernoulli-verteilt ist. Das Maximum der rechten
Seite beträgt V? d2, und zwar wird es erreicht für E(Y) 2/3 d. Dies heisst, dass
das zugehörige Y Bernoulli-verteilt ist mit P(Y O) Vi undP(Y d) 2/3;

das entsprechende X ist also eine Mischung der «Zufallsvariablen» 0 und dU,
wobei die Gewichte Vi und % betragen.

4. Schrankenfür die Varianz einer diskret unimodalen Verteilung

Das diskrete Analogon von Satz 2 lautet:

Satz 5. Falls eine diskrete Zufallsvariable Z diskret unimodal ist mit Modus bei

m und Erwartungswert a, dann ist

Var(Z) > */3(l/U—mI+1/2 /—V12.

Gleichheit gilt genau dann, wenn Z diskret gleichförmig verteilt ist.
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Für den Beweis betrachten wir X U + Z (U, Z unabhängig). X ist unimodal
im Sinne von Definition 1, wobei als Modus jede Zahl e [m, m+1]
genommen werden kann. Satz 2 ergibt

Die gesuchte Abschätzung ergibt sich jetzt auSyC6x =/<-6+ '/2 und rax m (im
Falle/£> m) oder m,< m + 1 (im Falle /x < m).
Das diskrete Analogon von Satz 3 ist etwas kompliziert, weshalb wir zum
Analogon von Satz 4 übergehen:

Satz 6. Falls eine diskrete Zufallsvariable Z diskret unimodal ist und konzentriert

auf N > 2 aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen, dann ist Var(Z) < N/3

— Ve)2. Gleichheit gilt genau dann, wenn die Verteilung von Z die Gestalt von

{pj hat, wobei

X U + Z (U, Z unabhängig) ist unimodal im Sinne von Definition 1. Für den

Beweis nehmen wir an, dass Null ein Modus von X sei. Für alle X, die diese

Form haben, ist offenbar das Y in der Produktformel von Satz 1 diskret mit
P(Y 0) 0 (und umgekehrt). Formel (2) zeigt, dass die maximale Varianz von
Z erreicht wird, falls Y Bernoulli-verteilt ist, und zwar entweder über{ 1, N}
oder über {— 1, N — l}. Wir untersuchen den ersten Fall und setzen P(Y 1)

1—p, P(Y N) p. Anhand von Formel (2) erhält man

Das Maximum beträgt also im ersten Fall (N/3 - Vi,)2 und wird erreicht für p
G + lülm- Die entsprechende Verteilung von Z beträgt

Var(Z) Var(X) - Var(U) > '/3 (rn -u
X A

(8)

r, A n + v..\

Var(Z) Var(X) - Var(U) '/j Var(Y) + '/i2 E( Yf - l/n (9)

N/j - '/6) - [p(N -1)/2 - (N- l)/3 - '/6 f.

(10)

pk= 0 für k < —1 und k > N.
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Im zweiten Fall erhält man für die maximale Varianz von Z denselben Wert,
wobei die entsprechende Verteilung von Z aus (10) durch eine Verschiebung um
—1 hervorgeht.
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Zusammenfassung

Die Anwendung eines Satzes von Khintchin gestattet es, Resultate von Johnson & Rogers und
Jacobson betreffend die Varianz von unimodalen Verteilungen auf einfache Weise herzuleiten und
zu erweitern

Summary

It is shown how a theorem of Khintchin can be used to derive and extend results regarding the

variance of unimodal distributions that were previously obtained by Johnson & Rogers and
Jacobson

Resume

L usage d'un theoreme de Khintchin permet de deriver d'une maniere simple des resultats de
Johnson & Rogers et Jacobson Ces resultats peuvent etre generalises en apphquant la meme
methode

Riassunto

L'uso di un teorema di Khintchin permette dl denvare m modo semplice l risultati di Johnson &
Rogers e di Jacobson concernente la varianza delle distribuziom ummodali Questi risultati
vengono generalizzati applicando lo stesso metodo
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