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Uber die Renditesatz-Faustformeln

Von Johannes Neuhaus, Kiisnacht (Ziirich)

1. Vorbemerkungen

Bekanntlich gibt es verschiedene Arten, bei gegebenem Nominal-
zinsfuss, gegebener fester Laufzeit und gegebenem Anfangskurs den
Renditesatz einer festverzinslichen Kapitalanlage zu ermitteln.

In der Praxis handelt es sich oft darum, in kurzer Zeit (ohne
Beniitzung von Tabellenwerken und komplizierten Formeln) ein Er-
gebnis zu gewinnen, welches nicht sehr genau zu sein braucht, aber auch
dem Nichtmathematiker einleuchten soll. Bei einer solchen Sachlage
greift man zu Faustformeln, auch wenn man damit zu weniger prézisen
Krgebnissen gelangt als bei Verwendung der mathematisch abgeleiteten
Néherungsformeln, die wir H. Jecklin, H. Kreis, E. Zwinggi und ande-
ren Autoren verdanken, oder bei Anwendung von Iterations- oder
Interpolationsmethoden oder der Nomogramme von E. Véllm.

In Abschnitt 2 dieses Aufsatzes werden mehrere Renditesatz-
Formeln in einheitlicher Darstellungsweise aufgefithrt. Mit 4 und B
sind die bekanntesten Renditesatz-Faustformeln wiedergegeben. Der
angelséichsischen Fachliteratur sind die Faustformeln C1) 2) und D3)
entnommen. O. Juzi*) hat Verbesserungen der Formeln 4 und B vorge-
nommen; wir verwenden dafiir die Bezeichnungen A4’ und B’. Eine
weitere Formel, welche ebenfalls als Variante von B betrachtet werden

1) W. L. Hart, Mathematics of Investment, Boston 1946, p. 135.

%) P. M. Hummel & Ch. L. Seebeck, Mathematics of Finance, New York 1948,
p. 131.

%) D. W. A. Donald, Compound Interest and Annuities-certain (Text-Book),
Cambridge 1953, p. 250.

4) 0. Juzi, Uber die Rentabilitit von Tilgungsanleihen. Schweiz. Handels-
wissenschaftl, Zeitschrift, Nr. 4, 1917.
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kann, ist mit B” bezeichnet. Schliesslich wird eine Faustformeln-Schar
definiert und eine (unseres Wissens neue) Faustformel F vorgeschlagen.

Eine Tabelle von Zahlenbeispielen enthilt jeweils fiir gegebene
Laufzeiten, Nominalzinsfiisse und Anfangskurse den genauen Rendite-
satz ¢ und die nach den verschiedenen Faustformeln gerechneten Ren-
ditesétze.

Im weiteren wird in diesem Aufsatz versucht, fir die verschiedenen
Faustformeln die Giite der Niherung zu untersuchen?®).

2. Faustformeln und Zahlenbeispiele

Nachstehend werden folgende Annahmen und Bezeichnungen ver-
wendet :

Nennwert = Riickzahlungswert = 1
Laufzeit in Jahren = n

jahrlicher Nominalzinsfuss = ¢*
Anfangskurs (Kaufpreis) = K
jahrlicher genauer Renditesatz = 1

nach Faustformel 4 ermittelter, jahrlicher Renditesatz®) =1,
sich ergebender Fehler®) =1,—1 = f,

Der genaue Renditesatz 1 ist durch jede der beiden folgenden For-
meln bestimmt:

1K
v 1A 1
'S EK K )
1K
R — @)
a‘*

n|

5) In mehreren finanzmathematischen Abhandlungen und Lehrbiichern sind
einzelne Faustformeln aufgefiihrt; die Giite der Nidherung kam aber selten zur
Sprache. Soweit es sich um die Faustformel B handelt, behandelte J. Chuard
(Sur le rendement des obligations remboursables au pair a échéance fixe, MVSVM
59, 2, 1959) die sich ergebenden Fehler 1 —ip. Vgl. Fussnote 8).

6) Analog hinsichtlich der Formeln A’, B, B’, B”, ¢, D und E.
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Im folgenden sind die Faustformeln und in Tabelle I mehrere
Ziahlenbeispiele zusammengestellt.

* 1—K
A ) = e
W=t R
v i* 1—K  100—n
% A f — _: -2 & L
L K K-.n 100
. L 1— K
B iy = gt ——
- _ ¥ 1—K  100—mn
B ?’B’ P ..{._ e 5T emer———

2
B 7;3,,:7;*+(1—K)< +@*)
: n
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R
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n n
B _

T 04 06K 10,6 (1—K)



56

Tabelle [: Renditesitze (vn Prozent) nach verschiedenen Formeln
n o i* K ir tw e dw  dm Ay fm A
m% in%
1 4 98 6,12 6,12 6,10 6,08 6,06 6,08 6,06 612 6,12
2 3 95 572 579 5,14 566 5,61 5,65 5,64 5,71 572
3 4 9 587 59 591 588 583 587 581 586 587
5 4 9 516 526 521 521 516 520 513 515 5,15
10 3 75 647 733 T,— 6,50 6,25 6,25 6,29 6,38 647
80 5,68 625 6— 5,75 555 560 5,56 562 5,68
85 494 529 5,12 5,03 488 495 486 490 495
90 4925 444 433 433 423 430 421 423 426
4 90 531 556 544 544 534 540 526 529 5,32
5 9 6,38 667 656 6,56 646 650 632 635 6,38
G 110 472 455 4,64 445 455 440 476 4,74 472
120 3,58 333 3850 33— 320 280 3,64 3,60 357
15 5 90 6,08 6,30 6,19 6,22 6,12 6,17 596 599 6,03
7 110 597 576 585 570 580 563 6,03 6,00 597
20 4 90 479 55— 489 494 484 490 474 475 4,19
5 90 5,86 6,11 6— 6,06 5,96 6,— 579 580 585

3. Hilfsfunktionen

Bei der Beurteilung der Faustformeln erweisen sich die beiden
Funktionen ¢ und o der (zunidchst als unabhingig verinderlich be-

trachteten) Gréssen n und 4 als nitzlich.

Fiir den Bereich

1 <=n=<20

0,02 < i < 0,08,

(3)

welcher sehr viele der praktisch vorkommenden Félle erfasst, definieren

WIr:



1 1 1 . 1
S ey &
(P(n: 7‘) — : = : l
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Snt (Lm a;ﬂ

Fiir die » und ¢ des genannten Bereiches gilt:

@ 1st stets positiv. Fiir n =1 ist ¢ = 0. Vgl Tab. II. (Im
Teilbereich 5 <<n <20 0,02 <17 =<0,08 hat ¢ den Wertebereich
0,852 << ¢ < 0,443.)

Tabelle 11: Werte von @ (1, n) m Prozent

" 1=0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08
1 0 0 -0 0 0 0 0
2 24,8 24,6 24,5 24 4 24,3 24,2 24,0
3 32,9 32,7 82,5 32,2 32,0 31,8 31,6
4 36,9 36,6 36,3 36,0 35,7 35,4 35,1
5 39,2 38,8 38,4 38,1 37,7 97, 36,9
7 41,7 412 40,6 40,1 39,5 39,0 38,5
10 43,4 426 418 41,0 40,2 39,5 38,7
12 43,9 42,9 42,0 41,0 40,1 39,2 38,3
15 44 2 43,0 41,8 40,6 39,5 38,4 37,3
17 44,3 429 41,6 40,2 39,0 37,7 36,5
20 44 9 42,6 41,0 39,5 38,0 36,6 35,2

p (n, 7) ist ebenfalls stets positiv und steigt, wenn n gegeben 1st und
1 von 0,02 bis 0,08 zunimmt, monoton laut numerischer Feststellung.
Im genannten Bereich existiert hochstens ein Renditesatz 1 = 2,
welcher die Bedingung
P, il) = i* (6)
erfillt.



Es 1st
sgn[y(n, v') —w(n, 1)] = sgn (V' —1) (7)

Far +* =0 undfir m =1 1ststets ¢ = 2*.

Der zum Renditesatz 1" gehorige Kurs sei mit K’ bezeichnet.

4. Diskussion der Faustformeln 4 und A’

Um die Gite der Faustformel A zu prifen, suchen wir den Fehler
fa=1,—1 fiir eine gegebene kiinftige Liaufzeit n und einen gegebenen
Nominalzinsfuss 4% als Funktion des Anfangskurses zu berechnen.
Wegen (1) gilt:

g (8)

_ 1—K/1 1 ‘) 1—K
T —_—_ = —| - — e | == e

fa = K ( n s ) K

In (8) treten ausser K auch die Grossen s;; resp. © und ¢ (welche als

Funktionen von 7, 1* und K zu betrachten sind) auf?).

Fiar K < 1 1st f, positiv; fiar I >1 ist f, negativ. Iiir kleines
|1 —K| sind die Absolutwerte der bei Anwendung von Faustformeln
auftretenden Fehler klein.

Fir n=1 ist f, =0.

Beispiel: Fir n =15, 1* =0,05, K =0,9 (1 =0,0603, vgl. Tab.I)
ergibt sich nach (9)
0,10

=13

—.0,0603 - 0,395 = 0,0026,
0,90 ’

was (abgesehen von einer Rundungsdifferenz) der Ditferenz 6,30 %~
6,08 9%, (vgl. Tab. I) entspricht.

) Dadurch wird die numerische Anwendung von (8) sowie von weiteren For-
meln zwar erschwert, aber nicht verunmoglicht; wer Renditesitze zu berechnen
hat, kennt normalerweise die Grossenordnung des Frgebnisses zum vornherein.
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Bei Anwendung der Formel 4’ resultiert folgende Abweichung:

/ 1—IK 0,01) 9)
o =— (1@p—0, " -
- K g (

Aus dieser Formel wie auch aus den Vergleichstabellen I und 111
geht hervor:
0,01

{4 ist klein bei Kleinheit von 17— 1
@

resp. (fir 5 <7 <20 und 0,02 <7< 0,08) von |1—0,025|.

Tabelle I11: Fehler (in Prozent des Nemnwertes) fiir n =10, 1* = 0,05

K fa far I I g
(in %) ‘
80 0,77 0,52 0,27 0,07 0,02
90 0,28 0,17 0,17 0,07 0,12
100 0 0 0 0 0
110 —0,14 w05 —1) 24 —0,14 —0,28

5. Diskussion der Formeln B, B’ und B”

Von einer festen zukiinftigen Laufzeit n und einem festen Nominal-
zinsfuss ¢* ausgehend®), suchen wir 1, und f, als Funktionen des
Anfangskurses K auszudriicken. Wegen (1) und (4) ist

8) In diesem Aufsatz wird ein anderer Weg eingeschlagen als in der in Fuss-
note %) zitierten Untersuchung.
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_ . 1—K 1—K IMI((K 1 )_ 10
=t = T &k \n ) W
1~~K(_ I—K)
% .

Fiar K >1 und damit 1< 4* ist f,<<f, <<0; die Formel 4 ist der

Formel B vorzuziehen.

Umden Fall K <1 und damit 2 >1* beurteilen zu kénnen, formen

wir zunéchst f, um. Wegen (2), (5), (6) und (10) ist

1—K s 1/ n :
e R 11
£ I n [% S (a—l )} ()

1-K
K

Aus (7) ergibt sich:

Wenn K> K und damit 4<1, 86 fp>0;
(12)
wenn K< K" unddamit ¢>1', 18t fp,<<0.9)

Falls f,>0, ist fp<<f,. Aber auch negative Werte von [z
sind im allgemeinen betragsmissig kleiner als f,. Wenn K <1, ist
also die 'ormel B der Formel 4 vorzuziehen (siche Bemerkung).

Als Betspiel seien fiir n =10, +* =0,03 die f; und f, fiir gegebene
K (woraus jeweils 1 berechnet werden kann) aufgefithrt:

9) Fiir einen Teil der Zahlenpaare n, 1* existiert im Bereich 0,02 =< ¢ = 0,08
kein i/, so dass dann (wenn K < 1) fz immer positiv ist.



K (in %) v (i %) fe (in %) T4 (n %)
100 3— 0 0

95 3,60 0,05 0,08

85 4,94 0,09 0,36

75 6,47 0,08 0,86

731 =K' 6,79 = <’ 0 0,99

70 7,34 —0,06 1,23

65 8,28 LI 1,72

Fir n =1 und fur ¢* =0 ist immer 4" =1*, so dass (wenn K < 1) stets
15<<0.

Bemerkung: Fir gewisse spezielle Zahlenpaare n, 1* existieren im Be-
reich 0,02 <<7<C0,08 eine Zahl 2 =1” und eine Zahl K" mit folgender
Figenschaft:

fir K< K" unddamit «>" st |fz| >fa4-

Beispiel: n — 2, * = 0,025

K (in %) i (in %) fz (in %) fa in (%)
100 2,50 0 0
99 3,02 0,002 0,008
98,34 = K’ 3,37 =1 0 0,014
97 4,09 —0,02 0,03
94,85 = K" 528 = i” 0,07 0,07
92 6,92 — 0,20 0,15

Beziiglich der Formeln B’ und B” kann festgestellt werden:

fp = fp— 0,01 (1-K) (13)

fo=(1-K) [(*—i(l-g)]. (14)

Darnach ist |fz| nur dann klein, wenn |1—I| klein und/oder
iml;é; ist (fiir 5<<n <20 und 0,02 <7< 0,08 kann 1 —¢ ~0,6

gesetzt werden).
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6. Fine Faustformeln-Schar

Der genaue Renditensatz ¢+ kann wegen (2) und (4) in der Form

L 1—K . 1—K
;L* + e e 7}* + i i
N n
- e (15)
@+ (1—¢) K K+ p(1—K)

dargestellt werden. Wenn wir nun ¢ durch einen Parameter @ ersetzen,
ergibt sich eine Schar von Renditesatz-Faustformeln 4 (®). Es 1st

i (1—K) (@— o)
K+@(1—K)

i(®)—i = , (16)

woraus ersichtlich ist, dass 7(®@)—+ das Vorzeichen von (1-K) (¢ —P)
hat.
Bei geeigneter Wahl von @ kann sich eine bereits bekannte Formel
ergeben;
=1
fiar D=1 0,5 .
2n

resultiert (@) =1, lg ip
Darnach ergibt sich wegen (16)
tir f, die bereits genannte Formel (8)

L i-(1-K) - (1-29)
fo =~ 1+ K (7

o 1- (1-K) - (n——l—an?‘)__ (18)
n—1+(n+1)IK

Sowohl f,, wie f,, sind stets positiv, wenn K >1, und negativ, wenn
K < 1.
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7. Die Formel E

Es liegt nahe, ¢ in (15) durch eine Konstante @, welche sich mog-
lichst wenig von den in Betracht fallenden Zahlenwerten von ¢ unter-
scheidet, zu ersetzen. |i(®) —1| wird dann, wie aus (16) ersichtlich, klein.

Fir 5<n=<20 und 0,02<¢=0,08 eignet sich, wie aus Tab. II
hervorgeht, @ = 0,4. Der Hochstwert von |® —¢| ist dann 0,048, wéih-
rend er bei Faustformel 4 gleich 0,443, bei Formel C gleich 0,148 und
bei Formel D gleich 0,128 ist.

Die sich ergebende Formel lautet:

{

= — = - (19)
0,4+ 0,6 K 1—-0,6(1—K)

Der Zéhler ist gleich der Jahreseinnahme aus Zins und (gleichméssig
auf die Jahre der Laufzeit verteiltem) Kapitalgewinn; der Nenner ist
ein gewogenes Mittel zwischen Anfangskurs K und Rickzahlungswert
1; die Gewichte sind 0,6 und 0,4.

Im Bereich 1<<n<20, 0,02=<1:=<0,08 (und in dessen Néhe)
machen die absoluten Betridge der allfdlligen Fehler fp = 15— nur
wenige Hundertstelprozente des Nennwertes aus (vgl. Tab. I).

Falls n < 5, kommt — statt 0,4 + 0,6 K — folgender Nenner in Be-
tracht:

bei Laufzeit 1 Jahr: K
bei Laufzeit 2 Jahre: 0,24+ 0,76 K = 1—0,76 (1 —K)
bei Liaufzeit 8 Jahre: 0,32+ 0,68K =1—0,68(1-K)

bei Laufzeit 4 Jahre: 0,36+ 0,64 K =1-—0,64(1-K).
Eine andere Moglichkeit besteht darin, fiir n<< 5 Formel D anzuwenden.
Die Formel E kann so geschrieben werden, dass sie auch den

Fall Riuckzahlungswert & Nennwert berticksichtigt; sie lautet dann
(fir 5<<n<<20 und 0,02 <1< 0,08):



R—P
z+
mn
= ——————— . (20)

(7 = Jahreszins, P = Kaufpreis, n = Laufzeit in Jahren, B = Riick-
zahlungswert.)

Beisprel: Fir P =Fr.4750.—, Z =Fr.175.—, n =10, R = Fr.4500.-
ergibt sich
250

T
10

Gy = = 0,0323.
4750.0,6 + 4500.0,4

Zusammenfassung

Der Aufsatz enthélt zunichst eine Zusammenstellung bekannter und weniger
bekannter Renditesatz-Faustformeln samt Zahlenbeispielen; sodann wird die Giite
der verschiedenen Faustformeln untersucht und eine neue Faustformel vorgeschla-
gen.

Summary

This paper contains a compilation of well-known and lesser-known rules of
thumb for calculating rates of return together with numerical examples; the accu-
racy of the various rules is further examined and a new rule suggested.

Résumé

Cette étude présente tout d’abord une synthése de reégles empiriques connues
et moins connues pour la détermination des taux de rendement et en donne des
exemples numériques; puis Pauteur analyse la précision de ces différentes régles
et en propose une nouvelle.

Riassunto

Questo studio presenta dapprima una sintesi di formule pratiche conosciute e
meno conosciute per la determinazione del tasso di rendimento, aggiungendovi
esempi numerici; in seguito I'autore esamina I'esattezza delle varie formule e ne pro-
pone una nuova.
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