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Grosstschaden-Verteilungen und ihre Anwendungen

Von Hans Ammeter, Ziirich

Das Problem der Gross- und Grosst-Risiken erlangt eine immer
grossere Bedeutung im Versicherungswesen. In unserem dynamischen
und technischen Zeitalter gibt es immer grossere Objekte, welche nach
Deckung suchen. Mitunter wird es schon recht schwierig, fiir Grosstob-
jekte die gesamte Deckung zusammenzubringen, was nicht verwunder-
lich 1st, weil diese Grosstobjekte Schiden von mehreren hundert Millio-
nen Schweizer Franken beinhalten kénnen. Fur die private Versicherung
wird es zur Existenzfrage, diese Deckung in dieser oder jener Weise tiber-
nehmen zu kénnen. Verschiedene Gremien befassen sich intensiv mit die-
sem Fragenkreis. So hat zum Beispiel das Comité Kuropéen des Assuran-
ces seine Jahrestagung 1969 dem Problem gewidmet.

Bs liegt in der Natur der Sache, dass fiir das Grossrisikoproblem die
Theorie der Grosstschiden, welche gewissermassen noch eine Stufe héher
liegt, von grundlegender Bedeutung ist. Diese Theorie gibt wertvolle
Einsichten in die Struktur der Grossschidden und fithrt zu sinnvollen
Lissungen fiir die Bemessung von Grossrisiko-Reserven und fiir die An-
setzung der Maxima des Selbstbehaltes, ja fiir die gesamte Risikopolitik
eines Versicherungstrigers. Dariiber hinaus erlaubt die Kenntnis der
Verteilungsgesetze der Grosstschdden die Primienberechnung fir
Grosstschaden-Deckungen und erweist sich als niitzlich fiir verschiedene
statistische Anwendungen.

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Grosstschaden-Verteilungen
1st die statistische Theorie der Extremwerte, die vor allem von Gumbel
begriindet worden ist. Dieser Autor hat denn auch ein bekanntes Liehr-
buch unter dem Titel « Statistics of Extremes» verdtfentlicht. Die Gum-
belschen Ansitze kénnen jedoch nicht unmittelbar auf das Versiche-
rungswesen iibertragen werden. Gumbel geht ndmlich von statistischen
Erhebungen aus mit einer feststehenden Zahl von Versuchen. Im Versi-
cherungswesen tritt eine zusétzliche Schwierigkeit auf, ndmlich dass die
Anzahl der Schadenfille nicht fest, sondern selbst eine zufillige Variable
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18t. Man kann deshalb nicht a priori sagen, wieviel Schadenfille in einer
Beobachtungsperiode, d.h. zum Beispiel in einem Jahr, auftreten wer-
den. Diese Schwierigkeit lisst sich jedoch tiberwinden, fithrt aber dazu,
dass gewisse Unterschiede in den Ansdtzen und Resultaten auftreten.

Der Verfasser hat sich schon in fritheren Jahren mit verschiedenen
Teilagpekten des Problems befasst und erste Resultate in zwei friheren
Arbeiten verdtfentlicht [1, 2]1Y).

Diese Arbeiten sind im Zusammenhang mit zwei ASTIN-Kollo-
quien entstanden, an denen verschiedene ASTIN-Mitglieder mit ver-
dienstvollen Beitrigen aufgewartet haben. Es seien hier vor allem die
Herren Beard, Franckx und Thépaut genannt. Herr Beard war es tibri-
gens, der den Verfasser auf das Thema aufmerksam machte und ihn
einlud, sich damit zu beschaftigen, wofiir thm an dieser Stelle der beste
Dank ausgesprochen sei. In jungster Zeit haben sich erfreulicherweise
auch weitere Autoren dem Problem angenommen, was zu einer frucht-
baren Vertietung der Erkenntnisse schon gefiihrt hat und noch fithren
wird.

T folgenden wird zunichst versucht, einen Uberblick zu geben
iiber die bereits vorliegenden theoretischen Resultate. Dabei wird von
moglichst allgemeinen Ansétzen ausgegangen, die dann durch immer
weitergehende Spezialisierung schliesslich zu Modellen fithren, die eine
brauchbare Unterlage abgeben fir eine fruchtbare Analyse der Grosst-
schiden bei den verschiedenen Anwendungen.

I. Grosstschaden-Verteilungen

1. Die grundlegende allgemeine Formel fiir die Verteilungsfunk-
tion des Grosstschadens stammt von Prof. 'ranckz [6].

Bei der Herleitung der Formel von Franckx geht man zunichst
davon aus, dass insgesamt r Schadenfille auftreten; die Wahrschein-
lichkeit, dass der Grosstschaden kleiner oder hochstens gleich m aus-
tallt bei r insgesamt auftretenden Schadenfillen, ist gleich dem Pro-
dukt aus der Wahrscheinlichkeit ¢,, dass insgesamt » Schadenfille auf-
treten und der Wahrscheinlichkeit [S(m)]", dass keiner dieser Schaden-
falle eine Schadensumme z > m aufweist.

1) Die Zahlen in [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schluss
dieser Arbeit.
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Darin bedeutet S(m) die Verteilungsfunktion der Schadensumme
m eines einzelnen Schadens, d.h. S(m) ist gleich der Wahrscheinlich-
keit, dass irgendein Finzelschaden héchstens gleich m austillt. Die zu-
gehorige Frequenzfunktion der Schadensumme m eines Kinzelschadens
wird 1m folgenden mit s(m) bezeichnet; s(m)dm ist dann die Wahr-
scheinlichkeit, dass irgendein Einzelschaden in das infinitesimale In-
tervall (m, m + dm) fallt. Mit ¢, wird die Frequenzfunktion der Scha-
denzahlen bezeichnet; ¢, bedeutet somit die Wahrscheinlichkeit, dass
m einem wohldefinierten Zeitabschnitt, z. B. einem Versicherungsjahr,
genau r Schadenfélle eintreten.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Grosstschaden bei irgend einer
Schadenzahl r hochstens gleich m austillt, ist gleich der Summe aller
Wahrscheinlichkeiten fiir r = 1, 2, 3 usw., also gilt fiir die Verteilungs-
funktion des Grosstschadens m die Formel

Dm) = g[S ()" (1)

Beniitzt man die sog. erzeugende Funktion der Verteilung g,

=0

<

80 kann man fiir die Verteilungsfunktion des Grosstschadens m die all-
gemeine Formel schreiben

D (m) = Q[S(m)]. (1)

Die Formel (1) von Franckx bedeutet also, dass sich die Vertei-
lungsfunktion des Grosstschadens m, @(m), aus der erzeugenden Funk-
tion @) der Verteilung der Schadenzahl » ergibt, wenn man anstelle des
Arguments s die Verteilungsfunktion der Schadensummenverteilung
S(m) einsetzt, was ein bemerkenswert elegantes Resultat ergibt. Die
Funktion (1") fiir @(m) strebt fir m- co nicht gegen 1, sondern gegen
1—g,. Um zu einer vollstdndigen Verteilung zu gelangen, muss man des-
halb fir den schadenfreien Fall noch das Zusatzglied fiir r = 0 beifii-
gen, d.h. die untere Grenze der Summe in der Formel (1) rechts ist
auf r= 0 anzusetzen, obschon man beim schadenfreien Verlauf kaum
von einem « Hochstschaden m» sprechen kann. Dag Zusatzglied g, hat
aber bei fast allen praktischen Anwendungen numerisch keine Bedeu-
tung. Im folgenden wird es daher in der Regel vernachlissigt.
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Aus der allgemeinen Formel kénnen speziellere Ausdriicke herge-
leitet werden. Zundchst sei far g, die Poisson-Formel

gt ir

]

eingefithrt, worin ¢ die erwartete Schadenzahl bedeutet. Die erzeu-
gende Funktion der Poisson-Verteilung lautet:

Q(s) = ¢, (2b)
was fiir die Verteillungsfunktion des Grosstschadens m auf die Formel

@(m) _ Gft [1-8(m)]
fiihrt. (3)

Anstelle der Poisson-Verteilung (2) liessen sich natiirlich fiir g,
auch allgemeinere Ansitze verwenden, z. B. die negative Binomial-

Verteilung
‘h+r—1N /7 B \*/ t N7
= . 4¢
G )UH.) Lt )

in der h den Schwankungs-Parameter bezeichnet. Die erzeugende
Trunktion der negativen Binomial-Verteilung

Q) =

1+ ; (1 ws)] E (4b)
b _

tithrt dann fir die Verteillungsfunktion des Grosstschadens m schliess-
lich auf die Formel
=

@mw=ﬁ+;u*mmﬂ- )

Kupper [7] hat den I'all A = 1 ndher untersucht, wo (4a) in eine
geometrische Verteilung degeneriert, was die Rechnung wesentlich er-
leichtert. Der Fall b = 1 entspricht einem sehr stark schwankenden
Risiko, das praktisch als unversicherbar gelten misste. In diesem sehr
extremen Fall reduziert sich — verglichen mit dem Poissonfall — der
Mittelwert des hochsten Schadens um héchstens 11,49,. Bemerkens-
wert 1st, dass die Annahme unstabiler Schadenswahrscheinlichkeiten
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zu einem kleineren Mittelwert des hochsten Schadens fuhrt, wobel
aber selbst im genannten Extremfall nur eine verhédltnisméassig gering-
tigige Reduktion eintritt.

Im folgenden soll daher von dieser Verallgemeinerung weiter kein
Gebrauch gemacht werden, da sie zu einer wesentlichen Komplizie-
rung der Formeln fithrt, praktisch aber im Zusammenhang mit dem
Grosstschaden-Problem kaum Wesentliches verspricht.

Aus der Formel fiir die Verteillungsfunktion @(m) lisst sich durch
Differenzieren die Formel fiir die zugehorige Frequenzfunktion ¢(m)
finden; @(m)dm ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste
Schaden in das Intervall (m, m -+ dm) fdllt. Man erhdlt die Formel

2. Die Yormel (6) gilt far den grossten Schaden m. Es interessiert
natiirlich auch die Formel fur den zweitgrossten, drittgrossten, allge-
mein nf-grossten Schaden m. Fur die Frequenzfunktion des ni-grossten
Schadens m gilt die Formel

@, (m) = t s(m) o 1-8(m]] {t[l —S(mﬂ}“ . (7)
(n—1)!

Diese Formel ldsst sich in folgender Weise interpretieren:

Die beiden ersten Faktoren ¢ s(m) geben die durchschnittliche An-
zahl Fille und die Dichte eines Schadens m an, der restliche Teil der
Formel (7) ist eine Poisson-Verteilung, welche die Wahrscheinlichkeit
angibt, dass (n—1) weitere Schadenfille mit je einem KEinzelschaden
von z>m auftreten. Die Formel (7) ldsst sich also in plausibler Weise
erklaren.

IL. Die Verteilung des Gesamtschadens, wenn die grossten
Schiden von der Deckung ausgeschlossen sind [1]

1. Far verschiedene Anwendungen ist es niitzlich, die Verteilung
des Gesamtschadens x zu kennen, wenn der grosste Schaden selbst von
der Deckung im Selbstbehalt — etwa weil er riickversichert ist — ausge-
schlossen ist. Die Frequenzfunktion dieser Verteilung sei mit f(z, t,—1)
bezeichnet. Fiir die Frequenzfunktion des Gesamtschadens f(x,t), bei
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welchem der grosste Schaden m nicht ausgeschlossen ist, gilt die be-
kannte Formel

fl@.) =2 — s7(), (8)

in der t die erwartete Schadenzahl und s'"(z) die r-te Faltungspotenz
der Schadensummenverteilung s(z) bedeutet. Wenn der grosste Scha-
den eine Summe zwischen m und m + dm erfordert, so erhdlt man fiir
die bedingte Frequenzfunktion f _(z, t, —1) den Ausdruck

co —t r
fulz,ti=1) = 55 Cramls, @7,

Darin bedeutet s, (z) die an der Stelle m «gestutzte» Schadensum-
menverteilung
s = sl dir =m

5.0 =1 fur = >m

und [s, (2)]" die (r—1)-te Faltungspotenz von s, (x). Besonders
zu beachten ist hier, dass die Stutzung zuerst erfolgt und erst nach-
her die Faltung.

Der Ausdruck (8, (2)] Y da

st gleich der Wahrscheinlichkeit, dass der Totalschaden aus r Scha-
denféllen — nach Ausschluss der grogsten Schadensumme m — in das
Intervall (x, z + dx) féllt. Die Frequenzfunktion des Gesamtschadens
f(z,t,—1) bei Ausschluss eines beliebig hohen Hochstschadens m ergibt
sich durch Integration tiber m aus der Frequenzfunktion f, (z, t, —1);
es 1st

f(ZC, t, _1) = Tfm (CC, i, —1) dm

(1]
In dieser Formel ist der Faktor » besonders zu beachten; er bringt zum
Ausdruck, dass bei insgesamt r Schadenfillen, jeder der r Fille die

Rolle des hochsten Schadens m ibernehmen kann, so dass r verschie-
dene Moglichkeiten fiir das gleiche Gesamtergebnis bestehen.

e—t r

M 8

I

(m) [5,, ()] dm. (9)

7«1‘

r—

Il
=
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2. Eine analoge Herleitung fithrt auf die Formel far die Frequenz-
funktion des Gesamtschadens z, wenn nicht nur der Hochstschaden m
selbst, sondern die n grossten Schidden ausgeschlossen werden. Die
Schlussformel lautet

flast o) = [ 55 (7)ot L= S00T o, T (10

und geht fiir n = 1 in die IFormel (9) dber.

3. Die Formeln (9) und (10) sind leider ziemlich kompliziert aufge-
baut, so dass eine direkte numerische Berechnung praktisch kaum
moglich ist, selbst wenn ein leistungsfahiger Computer verfugbar wire.
Anderseits ist es oft moglich, fir die Momente der Verteilungen (9)
und (10) der numerischen Berechnung zugingliche Formeln aufzu-
stellen.

Fir den Mittelwert der Verteilung (9), der mit u{™ bezeichnet sei,
gilt z.B. folgende Ableitung:

Da die zufillige Variable z in der Verteilung (9) nur in der Fal-
tungspotenz [s,,(z)]*™* auftritt, muss zuerst der Ausdruck

[ee]

f zls, ()] "V dzx

0

ermittelt werden. Es erweist sich als niitzlich, zuerst den «gestutzten
Mittelwerty

S, 1= |xs,(x)de = | zs(zx) dx
i Jonn ]

zu bestimmen ; es ist

[ afsa@T "0 ds = (r=1) 8, , S(m).

0
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Mit Hilfe dieser Beziehung erhélt man schliesslich

. o o<_)‘ e r-2
R f —;T-T»A) $(m) S, , S(m) dm
r=1
= ftzs(m) S, L€ S0 i (11)
0

Durch eine dhnliche Ableitung ergibt sich fur das zweite Moment
die Schlussformel

= [ s(m) SIS, )24 18, 5)dm, (12
0

in der zur Abkiirzung

eingesetzt wurde. Fir weitere Kinzelheiten sei auf die Arbeit [1] ver-
wlesen.

ITI. Die Paretoverteilung

1. Um zu méglichst konkreten Resultaten zu gelangen, ist es niitz-
lich, anstelle der allgemeinen Schadensummen-Verteilang S(m), einen
ganz bestimmten Typ einzufithren, nidmlich die sog. Paretoverteilung.
Diese Verteilung ist durch folgende Formeln definiert:

5{) = fa—1)&™
und S(z) = 1—a!™

(13)

Y

mit x

Die Paretoverteillung wird oft auch auf anderen Gebieten mit Hr-
folg angewendet, z.B. fiir Einkommensverteilungen und Intelligenz-
tests. Die Kurve weist einen hyperbeldhnlichen Verlauf auf. Fiir den
Mittelwert und das zweite Moment gelten die Formeln



. (14a)
Eey e e g 14a
! o« — 2
----- -1
&=, (14b)
oo—3

Fir « << 2 existiert der Mittelwert nicht. Fir « << 3 existiert das
zweilte Moment nicht. Darin kommt die sehr langsame Annédherung an
die z-Achse fiir grosse Summen zum Ausdruck. Die langsame Konver-
genz bel grossen Summen bringt es mit sich, dass die Paretoverteilung
eine fiir den Versicherer sehr ungiinstige Verteilung ist, welche die Sta-
bilitdt des Versicherungsgeschiftes gefahrdet. Segerdahl und Benktander
haben sogar gezeigt, dass es sich — von einem bestimmten Standpunkt
aus gesehen — um die gefdhrlichste Kurvenart fir den Versicherer
handelt.

Nebenbet sei noch bemerkt, dass in der Literatur oft auch eine an-
dere Parameter-Bezeichnung gewédhlt wird. Der Parameter « — 1 wird
oft als « bezeichnet. Bei Vergleichen muss man das stets beachten.

Ausschlaggebend 1st bei Paretoverteilungen der Parameter o.
Kleine «-Werte kennzeichnen fiir den Versicherer gefihrliche Vertei-
lungen mit gegebenenfalls nicht existierendem Mittelwert und Stan-
dardabweichung. Diese unbequemen Grenzfille lassen sich durch ge-
eignete Stutzung der Verteilung ausschalten; dadurch wird allerdings
der Formelapparat etwas komplizierter und manche Formel, die im
folgenden hergeleitet wird, wiirde etwas weniger elegant ausschen. Das
erschwert zwar die Untersuchungen und Berechnungen, verunmaoglicht
sie aber nicht. Je grosser anderseits der Parameter o angesetzt wird,
desto harmloser wird die Schadensummen-Verteilung Der Grenzwert
o oo fithrt schliesslich auf einheitliche Schadensummen

Im Vergleich zu konkreten Schadensummen-Verteilungen ldsst
sich folgendes sagen: Bei den kleinen Summen, welche zwar als stark
tiberwiegend angenommen sind, ist die Ubereinstimmung nicht sonder-
lich gut; oft muss man sogar sagen, die Ubereinstimmung sei ziemlich
schlecht. Das ist aber fiir das Problem der Grésstschidden ziemlich be-
deutungslos; hier kommt es vor allem auf den Bereich der grossen
Summen an. In dieser Zone ist jedoch die Ubereinstimmung der Pare-
toverteilung mit beobachteten Verteilungen oft ziemlich gut, manch-
mal sogar verbliiffend gut. Man darf daher in vielen Féllen annehmen,
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dass den aufgrund der Paretoverteilung gewonnenen Resultaten auf
dem Gebiete der Hdchstschadentheorie ein recht hoher Grad von All-
gemeingiltigkeit zugemessen werden darf.

Kupper hat in seiner Arbeit [7] auch noch den FFall untersucht, bei
dem anstelle der Paretoverteilung die Exponentialverteillung mit glei-
chem Mittelwert angenommen wird. Die Exponentialverteilung kon-
vergiert — insbesondere fiir kleines o — fiir grosse Schadensummen
wesentlich schneller gegen Null als die Paretoverteilung, was auch
dazu fuhrt, dass alle ihre Momente — im Gegensatz zur Paretovertei-
lung — stets existieren. Die Annahme einer Exponentialverteilung
fiihrt darum — vor allem fir kleines o — zu ganz wesentlich kleineren
Mittelwerten fir den grossten Schaden als die entsprechende Pareto-
verteilung. Kupper zeigt, dass in einem bestimmten Fall (f = 100;
o =2,25) der Mittelwert des grossten Schadens im Paretofall 8,4mal
orogser ist als im Ifall der Exponentialverteilung mit gleicher mittlerer
Schadensumme. Dieses Beispiel illustriert die Bedeutung einer vorsich-
tigen Annahme iiber die Schadensummenverteilung s(z) 1m Bereich
der grossen Summen, wo die statistischen Unterlagen wohl immer
etwas diirftig sein werden. Die Paretoverteilung 1st fiir den Versicherer
stets eine vorsichtige Annahme, die aber glicklicherweise dennoch zu
einem handlichen Formelapparat fithrt.

2. Setzt man in die allgemeinen Formeln (6) und (7) fur die Fre-
quenzfunktion des grossten oder ni-grossten Schadens fiir s(m) die
Paretoverteilung (13) ein, so erhilt man

g m) = ta—1) me!im " (15)

L tmt-o n-1
llnd (pn(m) — t(o(.___l) m-—d. e*f’ml “,,,,(,,,fm 7 ) .

(n—1)! (16)

Fiar den Mittelwert des grossten Schadens m ergibt sich auf
Grund von (15)

MY = ft(oc—l) m gt gy

0

Die Substitution

w = tm'™



fithrt auf den Ausdruck
. t %:',,2_.1

M =7t [ du

0

1 .
:t‘;if (a—“2>
Na—1)/"

In dieser Formel bezeichnet I, die sogenannte unvollstéindige
Gammafunktion. Da ¢ in der Regel eine verhdltnismissig grosse Zahl
1st, kann man ohne nennenswerte Genauigkeitseinbusse ¢ durch oo er-
setzen, d.h. man kann die unvollstindige durch die vollstdndige Gam-
mafunktion

f o — 92 o2 a—2 s
F( ) = [ e*u*t du
a—1, .
0
ersetzen. Man erhilt so fiir den Mittelwert des grossten Schadens die
elegante Formel
1 ; N
1y
MY = 1 F( ), (17)
a—1
in welcher das Argument der I-Funktion nach Formel (14a) den rezi-
proken Mittelwert der Paretoverteilung (13) darstellt. Da zwischen
dem Parametoer « und dem Mittelwert S, der Paretoverteilung eine ein-
fache Beziehung besteht, kann man « durch S, ersetzen und gelangt so
zur Iformel
1 )
asin ]
M — ¢ r(y) , am)
8
die unter Umstdnden auch beniitzt werden kann, wenn die Annahme
einer Paretoverteilung s(x) nicht genau erfilllt ist.

In analoger Weise erhilt man fiir das zweite Nullpunktmoment
des Hochstschadens m die Schlussformel

oe—1

/

B Fgend
MY — ot I’( ) (18)

worin das Argument der Gammafunktion gleich dem reziproken zwei-
ten Moment der Paretoverteilung (13) ist.



Methodisch ganz analog lisst sich auch der Mittelwert des
ni-hochsten Schadens berechnen. Man gelangt schliesslich zur Formel

o2
. F(g , —!—n—_l)

() a—1 S ‘
N = 1 19
Beachtet man die bekannte Rekursionsformel
lzxz+1) =zl (x),
so kann man anstelle von (19) auch schreiben
a—2
—— 4+ n—2
o —
MP =M, (19

wodurch eine einfache rekursive Berechnung der Erwartungswerte des
héchsten, zweithdchsten, . . .nt-héchsten Schadens ermdoglicht wird.

3. In weitgehend dhnlicher Weise wie die Momente der Verteilung
des hochsten Schadens lassen sich auch die Momente bestimmen fir
den Gesamtschaden, wenn z. B. der hochste Schaden ausgeschlossen
wird. Fiir die Ableitung se1 hier auf die Arbeit [1] verwiesen. Es 1st

I R ey
M({l) — ta———,——r ool F(oc ) (204a)

o —32 o—1

und

"Ba—5\ | - /a—1\2
I ) o —) 20b
i (a—l/ ] (oc——‘Z 1 R
-2
__F( 20’.""—4) tatl(a*l_)
vae—1 /| o—3
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4. In den bisherigen Formeln wird stets eine Paretoverteilung s(z)
angenommen mit nach oben unbegrenzten Schadensummen z. Fir
kleinere Werte von « — vor allem wenn o< 2 ist — werden diese For-
meln mitunter unbrauchbar, weil dann schon die mittlere Schaden-
summe S; nicht mehr existiert. Genau genommen muss man aber fest-
stellen, dass kein Versicherungstriger Deckungen bis ins Unendliche
cewahrt. In dieser oder jener Weise findet stets eine Begrenzung statt,
sel es, dass der Versicherer nur Risiken bis zu einem bestimmten
Hochstbetrag itbernimmt, sei es, dass er allfillige Exzedenten riickver-
sichert. Man kann diesen Verhiltnissen Rechnung tragen, indem man
annimmt, der Versicherer begrenze seine Verpflichtungen auf ein be-
stimmtes Maximum U. Die Verteilung des grossten Schadens m, ¢q(m)
gemiss Formel (15), geht dann iber in die allgemeinere Tormel

1-o
tla—1)m*e '™ 1<m<U
1-o
‘P"1U)(m) ={1—¢'? m = U
0 m > U,

wobel angenommen wird, dass fiir alle Schiden m = U das Maximum
U geleistet wird.

Wie Kupper in seiner Arbeit [7] gezeigt hat, ergibt sich dann an-
stelle von Formel (17) tir den Mittelwert des grossten Schadens m die
allgemeinere Formel

1

LT 2% 1\
MM U) = &1\ )-F ; )
1 ( ) l t(srl U(\Sl

+U(1—¢"),  (@21)

wobei zur Abkiirzung U* = tU"™ eingefiihrt wurde und auf die un-
vollstindige I™-Funktion zuriickgegangen werden musste. Fir grosses
t strebt der Ausdruck (21) rechts gegen U, weil die Klammer [] und
Ue¥ fiir ¢ co verschwinden; es ist also

MP(U) = U fiir ¢ oo, (21%)

was auch intuitiv zu erwarten ist, indem bei sehr grossem Versiche-
rungsbestand (t-> o) der hichste Schaden m mit immer grosser wer-
dender Wahrscheinlichkeit mit dem Maximum zusammenfallen muss.
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Diese Feststellung gilt auch sinngeméss fir den zweitgrossten,
drittgrossten und ni-grossten Schaden, wobel naturgeméss die Konver-
genz gegen U fiir wachsendes n immer schwécher wird.

IV. Die Struktur der Grosstschaden

Im folgenden wird versucht, anhand der hergeleiteten Formeln und
fiir bestimmte numerische Annahmen die Grossenordnung der Grosst-
schéden zu illustrieren.

Diese numerischen Untersuchungen fithren zu einigen Ergebnissen,
die bisher wohl noch wenig bekannt waren.

In der nachfolgenden Tabelle sind einige Werte fiir den Erwartungs-
wert des Grosstschadens MY bei verschiedenen Annahmen iiber die
Parameter « und ¢ zusammengestellt. Der besseren Vergleichbarkeit
halber wird dabei der FErwartungswert des Grosstschadens stets in
Prozenten der Bedarfsnettopramie ¢S, fiir den in Betracht kommenden
Versicherungsbestand ausgedriickt.

M® in Prozenten von ¢S,

& t = 100 t = 200 t = 1000
2,0 - o -
9,25 36,6 31,8 93,1
3 8,9 6,3 2,8
4 4,2 2,6 0,9
5 9,9 1,7 0,5
10 1,6 0,3 0,2
- 1,0 0,5 0,1

Alle dret Kolonnen vermitteln ein dhnliches Bild hinsichtlich der
Abhédngigkeit von «. Fir kleine o -Werte — das sind die gefdhrlichen
Fille — 1st der Erwartungswert des grossten Schadens sehr hoch. Fir
t = 100 ist zum Beispiel der Erwartungswert des grossten Schadens
tir « = 2,25 mehr als das 86fache des durchschnittlichen Schadens.
Mit wachsendem « — d.h. mit fallender Schadensummenstreuung —
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nimmt die Belastung fiir den grossten Schaden immer mehr ab, um
schliesslich fiir «— co mit dem durchschnittlichen Schaden zusammen-
zufallen.

Interessant 1st auch die Abhéngigkeit von der Bestandesgrosse,
die hier mit dem Parameter ¢ — der erwarteten Schadenzahl — gemessen

wird. Wihrend der erwartete Gesamtschaden proportional mit ¢
1

wiichst, steigt MY nur proportional mit #*~', d.h. schwiicher an, z.B.
fir o =3 mit ¢ = t. Daraus folgt, dass fiir grosse Bestiinde der
Grosstschaden relativ weniger beansprucht als bei kleinen Bestdnden.

Far o = 2,25 hat sich ergeben, dass der Grosstschaden mehr als
das 36fache eines durchschnittlichen Schadens kostet, wenn ¢ = 100
1st.

Fir =200 steigt dieses Vielfache auf 64 und fiir £ = 1000 sogar auf
das 230 fache eines durchschnittlichen Schadens, was aber — wenn man
mit der gesamten Hrstversicherungs-Bedarfsnettopramie vergleicht —
auf die sinkenden Prozentsédtze von 37Y%, 329, und 239%, fuhrt. Fur
x =3, was etwa den Verhiltnissen in der Automobilbranche entspre-
chen konnte, ergibt sich fiir

100 €ine Belastung 8,99 der gesamten
; :J 200 tr den héch- M _ [6 30, Erstversiche-
l sten Schaden ! l 779 rungs-Bedarfs-
1000 4 116in von 2,8% nettopridmie

In diesen Zahlen kommt die ausgleichende Kraft eines wachsen-
den Bestandes zum Ausdruck, welche die wachsende Grosse des hoch-
sten Schadens iiberzukompensieren vermag.

Im theoretischen Grenzfall « — 2 ergidbe sich ibrigens tiber-
1

haupt keine Abhiingigkeit von ¢, weil in diesem Fall {*~' = ¢! ausfiele,
d.h. der Erwartungswert des Grosstsehadens MY wiichst proportional
mit dem Bestand an, so dass die erwahnte ausgleichende Kraft des
wachsenden Bestandes nicht zur Geltung kommt. Dieser Grenzfall ist
zwar irreal, indem er auf unendlich grosse Erwartungswerte fihrt.
Praktisch kann man aber doch sagen, dass fiir a-Werte, die wenig
tiber 2 liegen, praktisch Unabhéngigkeit gegeniiber Verdnderungen im
Bestandesumfang vorliegt.

Bisher wurde nur der Erwartungswert des Grosstschadens be-
trachtet. In der Praxis ist auch der Schwankungsbereich des Grosst-
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schadens und dariiber hinaus die Grossenordnung eines maximalen
Hochstschadens von Bedeutung. Fir die Abklidrung dieser Frage ist
der sogenannte Variationskoeffizient niitzlich, der durch das Verhalt-
nis Standardabweichung o zum Mittelwert M, definiert ist. I'tir diesen
Variationskoetfizienten gilt die Formel

" p(”“—fi‘) e (“ - 9) I 5
C\a—1 a—1 1

. (.“.T 2 ) a—2,55

a—1

V —

nach welcher der Variationskoeffizient tiberraschenderweise ganz un-
abhingig ist vom Bestandesumfang {.

Die nachstehende Tabelle ergibt folgende numerischen Werte fiir
den Variationskoeffizienten V':

Variationskoeffizient

o genau approximativ
3,25 1,569 1,43

3,5 1,03 1,05
3,75 0,81 0,83

4,0 0,68 0,69

5,0 0,44 0,41

o 0 0

Setzt man grob vereinfachend 7 = 1, so kénnte man — wenn man
den Variationsbereich auf + 2¢ ansetzt — in erster Néherung sagen,
der maximale Grosstschaden sei ungefihr mit 8 M{" anzusetzen.

Dies zeigt, dass insbesondere bei kleinen o-Werten die Grosst-
schiiden einen ganz erheblichen Teil der Primieneinnahmen aufzehren
konnen. Dies gilt insbesondere fiir kleine Versicherungsbestinde, wo
der Grosstschaden die ganze Prédmie oder noch mehr beanspruchen
kénnte.

Neben den Grosstschiden selbst interessiert natiirlich auch die
Grossenordnung des zweithdehsten, dritthéchsten usw. Schadens.
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Nach der Rekursionsformel (19) kann man die Erwartungswerte
des nt-hochsten Schadens rekursiv aus dem Erwartungswert des héch-
sten Schadens berechnen.

In der folgenden Tabelle sind einige numerische Werte fiir diese
zweit-, dritt- usw. hochsten Schiden in Prozenten des Mittelwertes des
grossten Schadens zusammengestellt, wobei wiederum die bemerkens-
werte Feststellung zu beachten ist, dass diese Verhdltniszahlen von der
Grosse des Versicherungsbestandes - gemessen durch den Parameter ¢
— unabhiingig sind.

M®™ in Prozenten von M

o e 7 =12 =39 %==3 n=10

%o Yo Yo Yo

225 5,0 20 12 7 4
2,50 3,0 35 29 14
2,75 2,3 43 31 29
3,00 2,0 50 38 7 19
3,25 1,8 56 43 33
3,50 1,7 59 47 36
3,75 1,6 63 51 40
4,00 1,5 67 56 45 35
5,00 1, 7 68 59
& 1,0 100 100 100 100

Far o = 2,25 mit S; =5 betrigt somit der Erwartungswert des
zwelthéchsten Schadens nur noch 20%, des Erwartungswerts fiir den
Grosstschaden selbst. Dieses Verhéltnis steigt mit wachsendem o an.
Fiir o =3 mit §; =2 betrigt es z.B. 509, fir a=4, S;=1,5 ist es 67%,.

Ahnliche Verhiltniszahlen lassen sich fiir die dritt-, viert- usw.
grossten Schiden herleiten. Fir o = 3 betrigt z. B. der Erwartungs-
wert

des zweitgrossten Schadens 50%, — wie erwihnt —
des drittgrossten Schadens 37,5%,
des zehntgrossten Schadens 18,5%,
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des Erwartungswertes des grossten Schadens selbst. Allgemein kann
man feststellen, dass je gefdhrlicher der Grosstschaden selbst ins Ge-
wicht fallt, desto harmloser die nachfolgenden Schéden sind, oder um-
gekehrt: je weniger der Grosstschaden selbst belastet, umso mehr sind
die nachfolgenden Grosstschédden von Bedeutung.

V. Statistische Anwendungen

1. Der Erwartungswert des Grosstschadens geniigt der Formel
(17), wenn eine Paretoverteilung angenommen wird. Dieser Krwar-

tungswert
1 ;

M — et o2
&/ I. — - B

a—1
weist eine dhnliche Konstruktion aul wie die Standardabweichung des
Gesamtschadens, welche durch die Formel

— 1/t (x—1)
/ /
c = 1/1582 = {/ ——
/) a—3
dargestellt wird.
Fir &« = 3 1st somit der Erwartungswert des Grosstschadens in

gleicher Weise wie die Streuung des Gesamtschadens von der Dimen-
sion t*. Aber auch tiir andere a-Werte besteht ein einfacher Zusam-
menhang zwischen Streuung des (Gesamtschadens und Erwartungs-
wert des Grosstschadens. Dies zeigt, dass man den HErwartungswert
des Grosstschadens auch als Streuungsmass fir den Gesamtschaden
beniitzen kann. Im Paretofall ist der Erwartungswert des Grosstscha-
dens sogar leistungsfahiger als die tibliche Streuung, da dieser Erwar-
tungswert fiir einen grosseren o-Bereich existiert als die Streuung des
(Gesamtschadens.

Das iibliche Streuungsmass o weist wegen der ihm zugrunde lie-
genden quadratischen Mittelbildung den Nachteil auf, dass es nicht
anschaulich der Intuition zuginglich ist. Auch in dieser Beziehung
18t der Erwartungswert des Grosstschadens dem iiblichen Streuungs-
mass iiberlegen, indem es unmittelbar einleuchtet, dass der Erwar-
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tungswert des Grosstschadens signifikativ ist fir den Schwankungsbe-
reich.

Dariiber liessen sich verschiedene Anwendungen herleiten. Bei-
spielsweise konnte man die Risikopolitik einer Gesellschaft anhand des
Erwartungswertes des Grosstschadens festlegen. Kbenso konnte man,
wenn die Reihe der Grosstschiden fur verschiedene aufeinanderfol-
gende Jahre bekannt ist, aus diesen Werten auf die zugrunde hegende
Verteilung schliessen usw,

2. s 18t gerade in der Sachversicherung tiblich, die Risikoqualitit
durch die Gesamtschadenbelastung in Prozenten der Priamie zu mes-
sen. Die Aussagekraft (Credibility) solcher Krfahrungszahlen wird
jedoch oft durch die grissten Schiden stark gestort, so dass man zu
einer bedeutend besseren Aussagekraft gelangt, wenn man die grossten
Schiden aus der Statistik ausschliesst.

Derron hat in seiner Arbeit |5] gezeigt, dass man durch den Aus-
schluss der Grosstschéden zu einer sehr starken Verbesserung der Kre-
dibilitit gelangen kann. Dabel muss man jedoch auf die verallgemei-
nerten Gesamtschadenverteillungen (9) oder (10) zuriickgreifen, d.h.
die durch den Ausschluss der Grosstschidden entstehende Deformation
der Verteillung des Gesamtschadens beriicksichtigen. Diese lisst sich
aber durch die genannten Verteilungen (9) und (10) erfassen, gegebe-
nenfalls in Verbindung mit den Formeln fir Mittelwert und Strenung
(20a) und (20b) der Verteilung des Gesamtschadens unter Ausschluss
des oder der Grosstschidden. Auch hier kann man zu sinnvollen An-
wendungen gelangen.

VI. Deckung der Grosstschiaden

Es besteht die Moglichkeit, die Grosstschidden durch Riickversiche-
rung abzudecken und diese dadurch aus der Schadenbelastung des rst-
versicherers zu eliminieren.

Die hergeleiteten Formeln fur die Grosstschiden geben dabei eine
gute Grundlage ab fur die Tarifierung dieser Grosstschadendeckungen.
In der Tat stellen die Erwartungswerte gerade die Bedarfsnettopramien
fiir solche Deckungen dar. Fiir praktische Deckungen misste diese Be-
darfsnettoprimie noch mit einem erheblichen Sicherheitszuschlag ausge-
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stattet werden, auf dessen nédhere Gestaltung hier nicht weiter eingegan-
gen werden soll.

Die numerischen Beispiele in Kapitel 1V illustrieren die Hohe dieser
Bedarfsnettopramie. Fiir « = 3 betrigt z. B. die Bedarfsnettopramie fur
die Abdeckung des grossten Schadens bei einem Versicherungsbestand
mit ¢ = 100 rund 8,99, der gesamten Bedarfsnettoprimie des betref-
fenden Bestandes. Dieser Pramiensatz reduziert sich fiur ¢ = 200, d.h.
bei einem doppelt so grossen Bestand, auf 6,3%, und fir ¢ = 1000 auf
2,89, der Bedarfsnettoprimie des gesamten Bestandes. Diese Deckung
kann auch mit einer Franchise oder mit emmer Maximierung ausgestat-
tet werden, wobei sich die entsprechenden Rabatte leicht mit Hilfe
einer Tabelle iiber die unvollsténdige [-Funktion ermitteln lasgsen.
Hiefiir sei auf die Arbeit [2] verwiesen.

Die Grosstsehaden-Rickversicherungist vor allem bei kleinena sehr
wirksam, wie folgendes Beispiel zeigt : Fur o = 3 ist z. B. die Standardab-
weichung fiir den Gesamtschaden des Erstversicherers unendlich gross.
Wird aber der Grosstschaden durch Riickversicherung ausgeschlossen,
so reduziert sich die unendlich grosse Standardabweichung auf 13,59,
der gesamten Erstversicherer-Bedarfsnettopramie, d.h. auf einen ziem-
lich kleinen Betrag. Dies zeigt, dass eine Grosstschaden-Riickversiche-
rung das Risiko des Erstversicherers sehr stark stabilisieren kann.

Berliner bat in seiner Arbeit [4] gezeigt, dass eine sehr hohe Kor-
relation besteht zwischen dem Grosstschaden und dem Gesamtschaden
des Erstversicherers. Fir gewisse numerische Beispiele ist Berliner zu
Korrelationskoeffizienten in der Grossenordnung von 759, gelangt.
Auch diese Untersuchungen bestitigen, dass durch die Grésstschaden-
Riickversicherung der Irstversicherer seinen Schadenverlauf sehr
stark gldtten kann.

Auch in administrativer Hinsicht wiirden solche Grosstschaden-
deckungen Vorteile aufweisen, wére es doch nicht notwendig, individu-
elle Uberweisungen mit ihren unvermeidlichen Umftrieben zu tétigen.
Auf der anderen Seite ist es verstindlich, dass die Riickversicherer
hier zuriickhaltend sind, weil eine fiir sie ziemlich gefdhrliche Deckung
iibernommen werden miisste, was jedenfalls nicht ohne gewichtige
Sicherheitszuschlige geschehen konnte.

Fiar die Tarifierung von Grosstschaden-Riickversicherungen
waren die in der vorliegenden Arbeit entwickelten Formeln, die sich
auf die Paretoverteilung stiitzen, in verschiedener Hinsicht von Nut-
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zen. Kinmal wire es moglich, mit sinnvollen Formeln, die verhéltnis-
maéssig einfach auszuwerten wiren, zu arbeiten. Auf der anderen Seite
wurde schon darauf hingewiesen, dass die Paretoverteilung eine
sichere Grundlage fur die Tarifierung abgibt, indem die Paretoformel
die ungtinstigste Annahme darstellt, welche getroffen werden kann.
Oder mit anderen Worten, die Paretoverteilung fithrt zu einer fiir die
vorgesehenen Deckungen unentbehrlichen Sicherheit.

Die Grosstschadendeckung ldsst sich im iibrigen je nach den prak-
tischen Bediirfnissen noch verfeinern. So kann man nicht nur wie er-
wihnt den Grosstschaden mit einer Franchise ausstatten oder maxi-
mieren, man kann auch nicht nur den Grosstschaden selbst, sondern
auch die Zweit-, Dritt- und die folgenden Groésstschiden in die Dek-
kung einbeziehen. Ein besonders elegantes System hat Thépaut in sei-
ner Arbeit [8] entwickelt, nach dem die Summe der n grossten Schi-
den rickversichert wird, soweit die einzelnen Schiden den
(n +1)-grossten Schaden tbersteigen. Fur die Einzelheiten sei auf die
Originalarbeit von Thépaut [8] verwiesen.

VII. Ein Beispiel aus der amerikanischen Feuerversicherung

Im folgenden wird ein Beispiel aus einem amerikanischen Feuer-
versicherungs-Portefeuille nédher analysiert, dessen Daten aus der
Arbeit [3] entnommen wurden.

In diesem Portefeuille betrug die Pramieneinnahme rund 600 Mil-
lionen Dollar, wovon 90 Millionen Dollar allein auf die Schiden mit
Schadensummen von 50000 Dollar und mehr entfielen. Der Grosst-
schaden stellt sich in diesem Portefeuille im betreffenden Versiche-
rungsjahr auf 15 Millionen Dollar. Dieses Portefeuille stammt im tibri-
gen aus dem Jahr 1947, gehort also noch zu einer Zeit mit — verglichen
mit heutigen Erfahrungen — verhdltnisméssig bescheidenen Schwan-
kungen.

In der Graphik auf der folgenden Seite ist die Schadensummen-
verteilung im Bereich der Grossschéiden wiedergegeben und eine Aus-
gleichung dieser Schadensummenverteilung nach der Paretoformel mit
o = 2,4, Es zeigt sich, dass die Paretoformel die Schadensummen-
verteilung sehr gut ausgleicht, was auch durch den y2-Test bestdtigt
wird.
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Beispiel einer Schadensummenverteslung im Bereich der Grossschdiden
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Im vorliegenden Beispiel betrigt die Bedarfsnettoprdmie fiir die
Deckung des grossten Schadens rund 13,3 Millionen Dollar, was 2,39,
der gesamten Prémieneinnahmen ausmacht und etwas niedriger wire
als der tatsédchlich beobachtete Grosstschaden von rund 15 Millionen
Dollar, in der Grossenordnung aber mit ihm iibereinstimmt.

Es ist interessant, in diesem Fall die Auswirkung der Bestandes-
grosse zu studieren. Wiirde das Portefeuille insgesamt nur 209, des
wirklichen Portefeuilles ausmachen, d.h. anstelle einer Pridmienein-
nahme von 600 Millionen Dollar eine solche von 120 Millionen Dollar
vorliegen, so wére die Bedarfsnettoprdmie fiir den grossten Schaden
nur rund 4,25 Millionen Dollar statt 13,3 Millionen. Das sind dann
aber 3,5%, der Pramieneinnahmen, anstelle der oben genannten 2,29.
Umgekehrt wére bei einem zehnmal grésseren Versicherungsbestand
die genannte Riickversicherungspridmie nur noch 1,159, der Préamien-
einmahme von 6 Milliarden Dollar, was aber rund 69 Millionen Dollar
ausmachen wiirde.

Diese Beispiele zeigen, dass selbst im fiir die ausgleichende Wir-
kung der Bestandesgrosse ziemlich ungiinstigen Fall einer Feuerversi-
cherung durch den wachsenden Versicherungsbestand eine Verbesse-
rung des Ausgleichs eintritt, die zwar nicht gross, aber doch fithlbar
1st. .

Von besonderem Interesse ist es, die Auswirkung einer gewdhn-
lichen Exzedenten-Ruckversicherung auf die Belastung durch Gross-
schiden zu untersuchen.

Wiirde man z. B. ein Maximum des Selbstbehaltes von 5 Millionen
Dollar — wohl ein sehr erheblicher Betrag — einfiithren, so wiirde die Be-
darfsnettopramie fir den grossten Schaden von 13,3 Millionen Dollar
ohne Exzedenten-Riickversicherung auf rund 4,2 Millionen Dollar mit
Exzedenten-Riickversicherung zuriickfallen. Die gewohnliche Exze-
denten-Riickversicherung reduziert somit die Bedarfsnettopramie fiir
den grossten Schaden von 2,29, der gesamten Erstversicherer-Bedarfs-
nettoprimie auf etwa 0,89, der verbleibenden Krstversicherer-
Bedarfsnettopriamie, so dass man sagen kann, der Versicherungstrager
hétte durch die Exzedenten-Riickversicherung sein Risiko auf etwa
ein Drittel reduziert.

Es ist tibrigens bezeichnend, dass die Bedarfsnettopriamie fiir den
arossten Schaden, wenn die genannte Fxzedenten-Riickversicherung
vorgenommen wird, sehr nahe beim Maximum des Selbstbehaltes von
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5 Millionen Dollar liegt. Mit Hilfe der Formel (21') ist gezeigt worden,
dass bei wachsendem Versicherungsbestand die Bedarfsnettopridmie
schliesslich mit dem Maximum des Selbstbehaltes zusammentalls.

Wiirde die betreffende Gesellschaft risikofreudiger werden und ihr
Maximum des Selbstbehaltes nach der gewohnlichen Hxzedentenme-
thode von 5 auf 10 Millionen Dollar erh6hen, d.h. verdoppeln, so
wiirde sich die betreffende Riickversicherungspriamie fiir den grossten
Schaden zwar nicht ganz verdoppeln, aber immerhin um etwa 459, er-
hohen und sich dann auf rund 6 Millionen Dollar stellen.

Das Beispiel zeigt, dass man mit Hilfe der Bedarfsnettoprimie fiir
den grossten Schaden als Kriterium eine subtile Abschidtzung der eige-
nen Deckungskapazitdt und einer verantwortbaren Risikofreudigkeit
erreichen kann, selbst wenn man von der Moglichkeit, den grossten
Schaden rickzuversichern, keinen Gebrauch machen wiirde. Die Be-
darfsnettoprimie fiir den grossten Schaden kénnte in diesem Sinne als
ein Mass fiir die eigene Deckungskapazitdt bentitzt werden.

VIII. Das Grossrisiko-Problem

Zum Schluss sei noch auf eine besonders wichtige Anwendung zu-
riickgekommen, ndmlich auf das Grossrisiko-Problem. Auf die Frage der
Tarifierung der Grossrisiken soll hier nicht weiter eingegangen werden,
sondern vielmehr als Arbeitshypothese angenommen werden, dieses Pro-
blem sei in irgendeiner Weise gelost.

Ferner sei angenommen, dass eine hinreichende Zahl von Gesell-
schaften grundsétzlich bereit sei, risikofreudiger aufzutreten und damit
die Gesamtkapazitét des Weltmarktes auf das erforderliche Niveau zu
bringen. Solche Entschliisse bei den betroffenen Gesellschaften setzen
aber voraus, dass ein befriedigender technischer Ausgleich in den Gross-
risiken gefunden werden kann. Président Dr. Meyer vom deutschen Ver-
band hat bereits die Grundvoraussetzung fiir ein solches Verfahren ge-
nannt. Der Ausgleich kann nicht in einem Rechnungsjahr gefunden
werden ; er kann nur in lingeren Zeitraumen bewerkstelligt werden. Ein
solcher Ausgleich muss iiber eine Grossrisikoreserve erfolgen, der jedes
Jahr bestimmte Betrige gutgeschrieben und allenfalls auftretende
Grossschédden belastet werden. Fir ein Funktionieren des Ausgleichsist
es erforderlich, dass
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a) die jahrliche Zufiihrung zur Grossrisikoreserve gross genug ist, um
die zu erwartende Belastung durch Grossschidden aufzufangen;

b) die jihrliche Zufithrung mit emem hinreichenden Sicherheitszu-
schlag ausgestattet ist, um auch einen bei der betreffenden Gesell-
schaft zufillig auftretenden tibernormalen Bedart zu decken;

¢) die Anfangsreserve gross genug ist, dass sie imstande ist, auch
einen schon sehr frith auftretenden Grossschaden aufzufangen.

Die erste Forderung ist erfillt, wenn die normale Zufithrung zur
Grossrisikoreserve gerade gleich gross ist wie die Bedarfsnettopriamie
fiir den grossten Schaden, gegebenenfalls bei entsprechender Risiko-
struktur der Bedarfsnettopréamie fiir die zwei, drei oder allgemeiner die
n grossten Schéden. Diese Zufithrung reicht grundsétzlich aus, um den
grossten oder die zwel grossten oder drei grossten usw. Schiden aus
der Grossrisikoreserve zu decken.

Diese Zufithrung reicht aber nur grundsétzlich, nicht aber in
jedem Fall aus, da der Zufall zu einem héheren Bedarf fithren kann.
Es ist daher ein besonderer Sicherheitszuschlag hinzuzufiigen; dieser
kann explizite in einem Prozentsatz der Nettoprimie bestehen oder
implizite, indem der Berechnung ein vorsichtiger Alpha-Wert in der
Paretoverteilung zugeordnet wird. Die geeignete Bemessung dieses Zu-
schlages bedarf noch einer nédheren theoretischen Abklédrung.

Auch die Bemessung des Anfangswertes bedarf noch einer weite-
ren theoretischen Analyse. Vielleicht gentigt aber schon folgende mehr
heuristische Konstruktion:

Der grosste Schaden kann hochstens gleich gross sein wie das
Maximum des Selbstbehaltes des betreffenden Versicherers. Wenn
man deshalb eine Anfangsreserve bereitstellt, welche die Differenz zwi-
schen dem Maximum des Selbstbehaltes und der Grosstschadenpréamie
ausgleicht, so kann tatsichlich nichts passieren. Beim zweitgrossten
Schaden empfiehlt sich ein analoges Vorgehen. Man stellt eine An-
tangsreserve in der Hohe der Pramiendifferenz zwischen dem grossten
und dem zweitgrossten Schaden. Fir den drittgrossten Schaden stellt
man wiederum die Pramiendifferenz zwischen dem zweit- und dritt-
grossten Schaden zuriick usw.

Bei diesem Verfahren sollte jederzeit ein Betrag zur Verfiigung
stehen, um die n grossten Schéden zu decken, wobei die Anzahl der zu
erfassenden Grosstschiden durch eine besondere Untersuchung in
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jedem Fall vorerst abzuklidren wire. Insgesamt hétte man dann in der
Reserve, vermehrt um die Zufithrung des betreffenden Jahres, jeder-
zeit, die Mittel zur Verfiigung, um den Grosstschaden in der Hohe des
maximal tibernommenen Risikos zu decken; fiir den zweitgrossten
Schaden wiirde ferner der Betrag zur Verfigung stehen, der normaler-
weise fir den wesentlich hoher belastenden Grosstschaden bendtigt
wirde. Ebenso wire fiir die folgenden Schiiden immer der Betrag fir
den néchstgrosseren Schaden verfiigbar usw. Die jihrliche Zufithrung
betriige dann, wenn man beispielsweise mit den drei grossten Schaden
rechnet,

(1+2) [My + MP + MP],
worin A ein Sicherheitsfaktor ist.
Die Anfangsreserve betrigt
Max — M \
+ MP _—MP | = Max —MP.
+ M@ —ME J

Dies gibt zusammen mit der jahrlichen Zufithrung einen insge-
samt verfiigbaren Betrag von

d.h. neben dem Sicherheitszuschlag mit dem Faktor 4 sind insgesamt
verfugbar fir die Deckung der drei griossten Schiaden, das Maximum
plus die Hrwartungswerte fiir den grossten und den zweltgrossten
Schaden, oder mit anderen Worten, es ist der Bedarf fir den grossten
und den zweitgrossten Schaden reserviert und fir den drittgrossten
Schaden nicht dessen Erwartungswert, sondern das Maximum selbst
und dazu noch ein Sicherheitszuschlag.

Die dadurch erreichte Sicherheit ist sehr bedeutend, indem im all-
gemeinen oft ein grosser Wertunterschied zwischen dem grossten und
zweitgrossten, dem zweitgrossten und drittgrossten Schaden besteht.
Im geschilderten amerikanischen Beispiel betrigt z.B. der Erwar-
tungswert fiir den zweitgrossten Schaden nur 28,69, des Erwartungs-
wertes fiir den grossten Schaden.

Nur noch eine Gefahr bliebe unberiicksichtigt, nimlich dass die
Reserve mehrere Jahre hintereinander beansprucht und autgebraucht
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wiirde. Dies liesse sich vermeiden, wenn man von Anfang an den zwei-
bis dreifachen Betrag der einfachen Reserve bereitstellen wiirde.

Das geschilderte Verfahren wire vor allem in der praktischen An-
wendung sehr einfach. s miisste nur noch erreicht werden, dass die
Reserve und die Zufithrung steuerfrei blieben, was leider in vielen Lén-
dern kaum ohne weiteres erreicht werden kann. Dieser Aspekt des Pro-
blems soll jedoch hier nicht niher behandelt werden. ITmmerhin ist eine
steuerliche Anerkennung der Grossrisikoreserve von den zustdndigen
Behorden eher zu erwarten, wenn diese sich auf Grund einer wissen-
schaftlich fundierten Theorie rechtfertigen ldsst, als wenn man mit
willkiirlichen Schétzungen operiert.

Das Grossrisikoproblem lésst sich auch mit Hilfe anderer Modelle
l16sen. Immer wird es aber zweckméssig sein, von den Grosstschiden
auszugehen und anhand ihrer Verteilungen die erforderlichen Sicher-
heitsmassnahmen festzulegen. Beispielsweise konnte man auch einen
Pool bilden, der fiir alle angeschlossenen Gesellschaften die n grossten
Schiden tibernimmt, wobei die teilnehmenden Gesellschaften die Er-
wartungswerte der versicherten Grosstschiden, vermehrt um einen an-
gemessenen Sicherheitszuschlag, aufzubringen hétten.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein Uberblick iiber die wichtigsten Ergebnisse
der Theorie der Grosstschiiden und ihrer Anwendungen gegeben. Insbesondere wird
die allgemeine Form der Verteilungsgesstze fiir die grossten Schiden und auch de-
ren besondere Gestalt im Pareto-Fall geschildert. Die dargelegten Anwendungen
umfassen eine Analyse der Grosstschiden anhand numerischer Annahmen, statisti-
sche Anwendungen sowie einen Ausblick auf das Grossrisikoproblem.

Summary

Thig paper gives an overview of the most important results of the theory of
the largest claims and its applications. In particular, the general form of the distri-
bution of the largest claims and its special form in the Pareto case are described.
The applications discussed comprise an analysis of the largest claims upon certain
numerical assumptions, statistical applications and a survey of the problem of large
risks.

Résumé

Cette étude donne un apercu sur les résultats les plus importants de la théorie
des plus grands sinistres et de ses applications. En particulier, la forme générale de
la loi de distribution des plus grands sinistres ainsi que son aspect spéeial dans le
cas Pareto y sont décrits. Les applications mentionnées comprennent une analyse
des plus grands sinistres sur la base d’hypothéses numériques, des applications
statistiques ainsi qu’une perspective du probléme des grands risques.

Riassunto

Con questo lavoro viene gettato uno sguardo sui pitt importanti risultati della
teoria dei pitt grandi sinistri e delle sue applicazioni. In special modo ¢ descritta la
forma generale della legge di distribuzione per i pitt grandi sinistri, nonchsé il loro
aspetto particolare nel caso Pareto. Le applicazioni esposte comprendono un’analisi
dei pitt grandi sinistri sulla base di supposizioni numeriche, applicazioni statistiche,
nonché una panoramica sul problema dei grandi rischi.
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