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Moglichkeiten der Anwendung von Anordnungstests

1im Versicherungswesen

Von B. Berliner, Ziirich

Einleitung

Die moglichen Resultate einer Statistik koénnen als Punkte im
Wahrscheinlichkeitsraum {2 aufgefasst werden. Die Wahrscheinlichkeit
des ganzen Raumes, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Beob-
achtung irgendein Ergebnis herauskommt, sei Eins. Eine Hypothese
H, ordnet jedem messbaren Bereich B ¢ £ eine gewisse Wahrschein-
lichkeit PB = P (B/H,) zu. Diese ist gleich dem Integral der Wahr-
scheinlichkeitsdichte iiber B. (Bei diskreten Wahrscheinlichkeitsvertei-
Iungen 1st die Summation der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen
Punkte in B vorzunehmen.)

Ein Test wihlt nun einen Bereich V¢ £2, den sogenannten Verwer-
fungsbereich, der eine Wahrscheinlichkeit von P(V/H,) =29, habe,
aus, und schreibt vor, die Hypothese H, zu verwerfen, sobald der Be-
obachtungspunkt in den Verwerfungsbereich fallt.

Wenn die Hypothese H, richtig ist, dann ist unsere Irrtumswahr-
scheinlichkeit, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass wir die Hypothese H,
zu Unrecht verwerfen, gleich 29,. Man nennt diese Irrtumswahrschein-
lichkeit einen Fehler 1. Art.

Zu einer Hypothese H, kénnen durch verschiedene Tests verschie-
dene Verwerfungsbereiche, die alle die gleiche Wahrscheinlichkeit von
2%, haben, gewdhlt werden. Wie soll man aus den tiberabzéhlbar vielen
Tests bezuglich der Hypothese H, die geeignetsten herauswéhlen ?

BEs gibt zwei Kriterien, nach denen man sich richten soll, ein intui-
tives Kriterium und ein quantitatives Kriterium. Das intuitive Krite-
rium empfiehlt, einen Test abzulehnen, der einen Verwerfungsbereich
definiert, von dem wir auf Grund des Gefithls oder der Erfahrung
sagen wiirden, dass er ungeeignet ist. Die Testtheorie ist ein Verfahren,
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das nicht in der Lage ist, anzugeben, ob eine Hypothese mit einer
Wahrscheinlichkeit von 2%, richtig ist, sondern nur bestimmt, wann
eine Hypothese mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 29, zu ver-
werfen ist. Wir sind daher auf unsere Erfahrung bzw. auf unser Gefiihl
angewiesen, wenn wir beurteilen wollen, ob eine Beobachtung den Er-
wartungen entspricht oder aus dem Rahmen féllt. Einen Verwerfungs-
bereich kénnen wir nur als geeignet bezeichnen, wenn er ausschliesslich
aus dem Rahmen fallende Punkte im Wahrscheinlichkeitsraum ent-
halt.

Wir koénnen einen Teilaspekt dieses Sachverhalts noch etwas an-
ders ausdriicken. Eine Verteilungsfunktion, d.h. eine Hypothese, wird
so gewihlt werden, dass sie einerseits die empirische, aus den Beobach-
tungen gewonnene, diskrete (Kolmogoroffsche) Verteilungsfunktion
moglichst gut anndhert und andererseits moglichst angenehme analyti-
sche Eigenschaften hat. Ein Test beziiglich einer solchen Hypothese ist
dann geeignet, wenn er bei gegebener Irrtumswahrscheinlichkeit einen
moglichst grossen Verwerfungsbereich definiert, d.h. einen Bereich, in
den nur sehr seltene, von uns nicht erwartete Freignisse fallen.

Das zweite, quantitative Kriterium fiir die Eignung eines Tests ist
seine sogenannte Macht. Zu gegebenem Fehler 1.Art soll die Wahr-
scheinlichkeit eines Fehlers 2. Art, ndmlich die Wahrscheinlichkeit des
Nichtverwerfens einer falschen Hypothese, moglichst klein gemacht
werden. Wir versuchen, die frither angegebene Schwiche der Testtheo-
rie, dass sie nur negativer Aussagen fihig ist, also nur angeben kann,
wann eine Hypothese zu verwerfen ist, aber nicht, ob sie richtig ist,
dadurch zu mildern, dass wir gerade diejenigen Tests auswihlen, die
unsere Hypothese H, auszeichnen, indem sie sie moglichst verwerfen,
wenn eine andere Alternativhypothese H, als richtig angenommen
wird.

Sei H, eine Nullhypothese und P(V/H,) < T

Nehmen wir nun eine Alternativhypothese H, als richtig an, dann
1st der Fehler 2. Art 1— P(V/H,) moglichst klein, also M = P (V/H,)
moglichst gross zu machen. M heisst die Macht des Testes fur H, in

bezug auf die Alternative H,.

Unter allen Tests » mit Irrtumswahrscheinlichkeit P(V, [ Hy) < ——

= 100
gibt es in bezug auf H, einen michtigsten. Dieser kann leicht kon-
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struiert werden und heisst Likelihood Ratio Test. Die Losung des Pro-
blems wird schwieriger, wenn H,; eine zusammengesetzte Hypothese
ist, die noch von Parametern (z.B. Mittelwert, Streuung) abhéngt.
Immerhin kann es unter Umstidnden einen beziiglich allen in H,; ent-
haltenen Einzelhypothesen gleichméssig méchtigsten Test geben. Noch
schwieriger, allgemeine Aussagen zu machen, wird es, wenn man auch
noch zuldsst, dass H, eine zusammengesetzte Hypothese ist. Die dies-
beziiglichen Theorien wurden von Neymann, Pearson, Scheffé und
Lehmann entwickelt. Zum Schluss sei noch darauf hingewiesen, dass
das intuitive und das quantitative Kriterium oft, durchaus aber nicht
immer auf den gleichen Test fithren.

Die Anordnungstests und die Méglichkeiten ihrer Anwendung im
Versicherungswesen

Ein Grund, warum die Testtheorie bisher in der Versicherung all-
zusehr vernachlédssigt wurde, ist ihr Unvermdogen, positive Aussagen zu
machen, mit andern Worten, eine Verteilungsfunktion mit einer be-
stimmten Wahrscheinlichkeit anzugeben. Sie ist daher ungeeignet fir
die Ausrechnung von Primien, Streuungs- und Varianzzuschligen usw.

Dagegen konnen Tests, insbesondere Anordnungstests, eine wich-
tige Kontrollfunktion ausiiben, indem sie angeben, wann ein bestehen-
des System, z. B. ein Pramienstufensystem, aus dem Gleichgewicht ge-
rit und revisionsbediirftig wird. Mit der Wahl der Grosse der Irrtums-
wahrscheinlichkeit hat man dariiber hinaus ein quantitatives Instru-
ment in der Hand. Je kleiner die Irrtumswahrscheinlichkeit, um so
dringender und durchgreifender wird eine Neutarifierung nétig, falls
ein Resultat in den Verwerfungsbereich fllt.

Mehrere Gesichtspunkte lassen die Anordnungstests als besonders
geeignet fiir die Losung der eben besprochenen Kontrollprobleme er-
scheinen.

1. An den beobachteten Grossen x, y zweler Zufallsvariabler X, Y
(z.B. Grosse aller Médnner und Frauen in der Schweiz) interessie-
ren uns nicht die genauen Werte, sondern lediglich ihre Anord-
nung, also die Relationen z < y und z > y zwischen gemessenen
z und y. Die Anordnungstests verwenden nur Anordnungen und
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setzen keine bestimmte Verteilungsfunktion der Grossen X und Y
voraus, sind also im Gegensatz etwa zu dem Chiquadrattest, dem
Student-Test oder dem Varianzquotiententest verteilungsfrei.
Dies sichert ihnen ein weitverbreitetes Anwendungsgebiet im Ver-
sicherungswesen zu.

2. Die Nullhypothese besagt, dass X und Y den gleichen Zentralwert
haben oder, in einer schiarferen Form, dass X und Y sogar die
gleiche Verteillungsfunktion haben. Die Nullhypothese entspricht
der Aussage, dass zwel bisher gleichtarifierte Risiken auch weiter-
hin gleich zu tarifieren sind. Die Anordnungstests prifen, ob diese
Aussage verworfen werden soll oder nicht, iiben also genau die ge-
wiinschte Kontrollfunktion aus.

8. Zu der Nullhypothese existiert nur eine Alternativhypothese, die
besagt, dass die Nullhypothese falsch ist. Es fallen somit alle
Komplikationen, die bei zusammengesetzten Hypothesen auftre-
ten, weg.

4. Es kommt oft vor, dass man die Daten eines kleinen Teilporte-
feuilles mit den Daten des Gesamtportefeuilles vergleichen will,
um zu sehen, ob erstere Daten aus dem Rahmen fallen. Die mei-
sten Anordnungstests besitzen den grossen Vorteil, auch bei klei-
nem statistischem Material zu giltigen Entscheidungen fithren zu
konnen.

Um Komplikationen zu vermeiden, nehmen wir in Zukunft immer
an, die wahren Verteilungsfunktionen seien kontinuierlich und daher
die Wahrscheinlichkeit P(z; = y,) = 0. Wir vermeiden so die Kompli-
kationen mit den sogenannten Bindungen. Wenn wir einen Rappen als
Geldeinheit annehmen, dann ist die Voraussetzung der Stetigkeit in
ausgezeichneter Nidherung erfiillt.

Die fiinf im folgenden besprochenen Tests sollen nur kurz be-
schrieben und ihre KEigenschaften anhand von Beispielen illustriert
werden. Vergleiche, welche Tests unter dem intuitiven und dem quan-
titativen Kriterium als am geeignetsten erscheinen, sollen angestellt
werden.

Beispiel:
Das im folgenden aufgestellte Beispiel wird den ganzen Artikel

hindurch verwendet werden, wobei es je nach Bedarf modifiziert wer-
den wird.
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Es seien auf Grund der Jahresstatistik einer Versicherungsgesell-
schaft aus 20 Lidndern 1000 Schadenmeldungen in der Kaskoversiche-
rung eingegangen. Der durchschnittlich geforderte Entschiadigungsbe-
trag und der Zentralwert aus allen gemeldeten Schiden mogen beide
sFr. 1000 betragen.

Aus einem gewissen europdischen Land seien im gleichen Zeit-
raum 10 Schadenmeldungen mit folgenden Betrigen eingegangen:
Fr.950, Fr.1100, Fr.1900, Fr.2300, Fr.2600, Fr.2800, Fr.3100,
Fr.3150, Fr.3200, Fr.10000.

Gefuhlsméssig wiirden wir meinen, die Ergebnisse dieses Landes
wirden, aus welchen Grinden auch immer, aus dem Rahmen fallen.

Wie gut bestitigen die einzelnen Tests diesen «Intuitiven
Approach»?

2
Wir wollen mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von TR f=8%

arbeiten. Wir nehmen fiir alle folgenden Betrachtungen an, dass alle
Grossen z,, 1, unabhiingig seien.

A. Der Zeichentest

Wir verwenden den einseitigen Test, da wir uns im Beispiel einsei-
tig nur fur die besonders schlechten Resultate interessieren. Wir be-
zeichnen den Zentral- bzw. Mittelwert von Fr.1000 mit m. Die Nullhy-
pothese besagt, dass firr jeden Schaden 4

P(z;—m >0) = P(z;—m <0) = { 1st.

Die Wahrscheinlichkeit, dass fiir das zu untersuchende Land von 10
Differenzen z,—m, v =1, ..., 10, 9 oder 10 grésser als Null sind, ist

10\ | /10 1\ 1
(=) =11.— = 0,01074
K 9) + (10)] ( 2 ) 1024 !

also ungefdhr 19%,.

Da die Statistik Resultate aus 20 verschiedenen Lindern umfasst,
sind wir auf Grund des Zeichentestes noch nicht berechtigt, dieses ge-
wisse Land von der Versicherung zu den iiblichen Tarifen auszuschlies-
sen, denn schliesslich muss ja eines unter den 20 Léndern die «schlech-
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teste» Schadenstatistik aufweisen. Wir haben aber gerade dieses Land
gewihlt, und die Wahrscheinlichkeit, dass unter 20 Lédndern ein Land
einen solch schlechten Schadenverlauf aufweisen wird, ist ungefihr
20 - 0,01074 = 0,2148 ~21,5%,, genau 1— (1—0,01074)20 = 0,194235
~19,49%,.

Wir haben das Gefiihl, dass den grossen Differenzen zwischen den
Schadenanspriichen des besprochenen Landes und dem durchschnitt-
lichen Schadenanspruch nicht geniigend Rechnung getragen wurde,
denn schliesslich hitten wir auch das gleiche Resultat erhalten, wenn
die 9 hoheren Anspriiche zwischen Fr.1000 und 1100 gelegen wéren, in
welchem Falle wir nie auch nur auf den Gedanken kdmen, die Daten
des entsprechenden Landes fielen aus dem Rahmen. Der Schaden-
anspruchsdurchschnitt des gewissen Landes X ist m,=Fr. 3110 > 3m!

Der Grund fir die unbefriedigende Antwort liegt in der Schwéche
des Zeichentests. Um diesen anzuwenden, mussten wir eine Menge In-
formationen, die uns bekannt sind, unter den Tisch fegen. Viel gilti-
gere Aussagen werden wir natirlich erhalten, wenn wir die 10 Scha-
denmeldungen ihrer Grosse nach mit si@mtlichen itbrigen 990 eingegan-
genen Schadenmeldungen vergleichen. Dies kann mit Hilfe des Wilco-
xon-Tests oder des X-Tests erfolgen.

B. Der Wilcoxon-Test

Benennen wir die Schiden aus dem zu untersuchenden Land mit
z;(t=1,...,¢9=10) und die der iibrigen Linder mit y, (k=1,..., h=990).
Die z; und y, werden nach steigender Grosse angeordnet. Eine
Inversion ist der Austausch von einem z mit einem y, welches in der
Folge unmittelbar vor dem betreffenden z steht. Es mogen so lange
Inversionen vorgenommen werden, bis alle z am Anfang der Folge,
d.h. links von allen y, stehen. Der einseitige Wilcoxon-Test schreibt
nun vor, die Nullhypothese, dass alle moglichen Anordnungen gleich
wahrscheinlich sind, zu verwerfen, sobald die Anzahl der Inversionen
U eine Schranke Uy iibersteigt.

Die Anzahl der méglichen Folgen ist

!
(Z): ’?h" wobel n =g+ h.
g!'h!
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1000!

TR e %2,6 1023.
101990!

In unserem Fall 1st (Z)
Wihlen wir als Irrtumswahrscheinlichkeit 0,019%,.
f = 0,0001 B m2 9,5 1020

Wenn also weniger als 2,6 - 101° Situationen existieren, fir die die
Zahl der Inversionen grosser gleich der Anzahl der Inversionen im vor-
liegenden Fall ist, dann kann die Hypothese, dass die hohen Schiden
aus dem Lande X rein zuféllig sind, mit einer Wahrscheinlichkeit von
ungefiahr 1—20.107* = 1-0,002 = 0,998 = 99,89, verworfen werden.
Wenn die Streuung in den Schadenanspriichen allgemein nicht sehr
gross 1st, dann wird der Wilcoxon-Test mit Sicherheit das oben an-
gefithrte signifikante Resultat liefern.

Statt der mithsamen oben erwihnten Methode kénnen wir folgen-
den Satz verwenden:

Fir festes g und h— oo hat die Grosse
U= >z, mit z-.:l 1 .
Z’ n * ]O sonst I

asymptotischdie Verteilungsfunktion einer Summe von ¢ unabhéngigen,
zwischen 0 und h gleichverteilten Grossen. Ist ferner ¢>4, dann kann
bereits in ausgezeichneter Naherung folgender Satz verwendet werden:

Wenn g und h beide gegen oo gehen, ist U asymptotisch normal
verteilt mit Mittelwert -gh und Streuung

o =)hghly+h+1),
p= 1990 - 10 = 4950,
o = (& - 9900 - 1001)} — |/825825 — 908,75,

40 = 3635 3,7.0 = 3362,
u+40 =858 u+3,7-0=28312.

Ubersteigt also die Anzahl der Inversionen die Zahl 8312, so ist
die Hypothese mit einer Wahrscheinlichkeit von 1—20 . 0,0001 =
0,998 = 99,89%, zu verwerfen.
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C. Der X-Test

L

Sei gegeben die Testgrosse X = > ?F( 1—), wobei r; die 10
1 3

n-+
Rangnummern der z; sind, wenn alle n =1000 Schadenanspriiche in
aufsteigender Grosse geordnet sind und ¥ die inverse Funktion der
normalen Verteilungsfunktion @ ist. Der einseitige X-Test schreibt vor,
die Hypothese H,, dass alle n! Rangordnungen der z; und y, gleich-
wahrscheinlich seien, zu verwerfen, sobald X die Schranke X iibersteigt.

Fin dhnliches Resultat wie beim Wilcoxon-Test ergibt sich beim
X-Test durch folgenden Satz:

Seien alle Schadenanspriiche z; und y, =1, ..., g=10)
(k=1,..., h = 990) gleich verteilt und sei h > ¢g. Dann ist X
asymptotisch normal verteilt mit Mittelwert Null und Streuung

. 1
gh 1 & 1 )
et YL PR .
O [nml n 1:2{ (n—-lrl)}

Der X-Test 1st so konstruiert, dass er fiir festes g und h - oo 1m
Fall der Normalverteilung genau so méchtig ist wie der Student-Test,
der ja die grosstmogliche Macht hat. Der Wilcoxon-Test ist ebenfalls

3 21 :
sehr méchtig. Seine asymptotische Effizienz ist — o5 4 mit andern
7

Worten: Der Wilcoxon-Test, angewandt auf 22 Beobachtungen, ist
ungefidhr gleich méchtig wie der X-Test mit 21 Beobachtungen.

Um den Wilcoxon-Test einmal exakt durchzuexerzieren, wollen
wir das frihere Beispiel dahingehend vereinfachen, dass wir nur noch
eine Schadenstatistik aus zwei Lidndern von je 10 Schadenfillen
haben. Das erste Liand weise Schadenfille, wie sie auf Seite 353 ange-
geben sind, auf, wihrend die Schéden aus dem zweiten Land durchwegs
zwischen 950 und 1100 liegen mdégen.

Der Ranggrosse nach geordnet, lauten dann die Schadenmeldun-
gen:

Ty Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ys Y7 Ysg Yo Y10 T Ty Ty Ty Tg Tq Tg Tg Ty -

x; gehodren zum ersten, y, zum zweiten Land. Die Anzahl der In-
versionen 1st 9x 10 = 90. Aus einer Tabelle fiir die Testwahrschein-
lichkeit beim Wilcoxon-Test ergibt sich folgendes Resultat: Die Wahr-
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scheinlichkeit, dass die Hypothese H, zu Unrecht verworfen wird, ist
2 . 0,089, = 0,16 9,. Der Faktor 2 kommt daher, dass wir jetzt den Test
zweiseitig verwenden wollen, d.h. wir erlauben auch die Vertauschung
der Rollen von den beiden Léndern.

Aus einer Tabelle fir Schranken fir X beim X-Test kénnen wir
folgendes ablesen: Ist fir n =¢+h =20 und g—h=0 X >4,94, so
ist die Hypothese H, (zweiseitig) mit einer Wahrscheinlichkeit von
tiber 999%, zu verwerfen.

() () o) o) o) ()

17 18 19 20
p )+ e
Tk (21)+ (21>+ (21,)“? 21)
— ¥(0,0476) + ¥ (0,5714) + ¥ (0,6190) + ¥ (0,6667) +

+ ¥ (0,7143) + ¥ (0,7619) + ¥ (0,8095) + ¥ (0,8571) +
+ W (0,9048) + ¥ (0,9524) =

P,

= —1,66+ 0,18 + 0,304 0,434 0,57+ 0,71 + 0,88 4
+ 1,07+ 1,31+ 1,66

= 5,45 >4,94.

Im Falle des einseitigen Zeichentests erhalten wir genau wie auf
Seite 353 eine Verwerfungswahrscheinlichkeit von 1,074%,, wenn wir
den Zentralwert m aus den y, allein bilden.

Die Verwerfungsbereiche sind also beim Wilcoxon-Test und beim
X-Test ginstiger gewéhlt als beim Zeichentest. Da der Wilcoxon-Test
und der X-Test méchtiger als der Zeichentest sind, sind sie ihm in un-
serem Beispiel sowohl wegen des intuitiven als auch wegen des quanti-
tativen Kriteriums vorzuziehen.

Die Annahme, die z; und die y, wéren gleich verteilt, wird vom
Wilcoxon-Test viel entschiedener verworfen als vom X-Test. Wir ge-
ben daher ersterem Test den Vorzug, obwohl der X-Test, wenigstens
asymptotisch, etwas méchtiger ist als der Wilcoxon-Test.



— 358 —
D. Der Smarnoff-Test
Sind die Schadenmeldungen z,, ..., z, einerseits und die als Ver-
gleichsbasis dienenden Schéden y,, ..., y, andererseits gegeben und ist

k(t) als Anzahl der x;, <t bzw. I(t) als Anzahl der y, <<t definiert, so
erhalten wir die empirischen Verteilungsfunktionen

F ) =—— und Gy () = }g—)— ;

Sel max/F, (1) —G,()/ = D.
t
Ist D> Dy, so ist die Nullhypothese, die Verteilungsfunktionen

von z und y seien gleich, zu verwerfen. D,ist so bestimmt, dass D>D,
eine Wahrscheinlichkeit § hat.

Eine gute Naherung fiir D, fiir grosse n ist

Dy~ —Ltinp 1+1>"‘15
B~ 2 q h E

Man bleibt mit dieser Formel immer auf der sicheren Seite. Der
Smirnoff-Test hat gegeniiber dem Wilcoxon-Test einige Nachteile. Er
1st weniger méchtig. D; hat die oben angegebene einfachere Form in
guter Ndherung nur fiir grosse m. Der Verwerfungsbereich, den der
Smirnoff-Test auswihlt, wird in den meisten 1im Versicherungswesen
interessierenden Problemen weniger giinstig sein als der Verwerfungs-
bereich unter dem Wilcoxon-Test. Dies wird im letzten Beispiel dieses
Artikels deutlich werden. Will man aber aus bestimmten Grinden die
vollige Ubereinstimmung der Verteilungsfunktionen F(t) und G(t) der z
und y in ihrem ganzen Verlauf priifen, dann kann der Smirnoff-Test
wegen seiner grossen Empfindlichkeit gegeniiber jeder Abweichung
zwischen den Verteilungsfunktionen mit grossen Vorteil angewendet
werden.

Wenden wir diesen Test auf unser letztes Beispiel an:

1 9
D=]/F(1099) —G,(1099) /| =1—— = — .
J,(1099) — G, (1099) | — 1—— — -
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Sei B = 0,01

1
m—— = In 100 = —2,3026 - log 100 = —4,6052
100
=L g =)/2,3026 = 1,5174

Dy =1,5174 - /0,2 = 1,5174 - 0,4472 = 0,6786 < 0,9 .

Sei B = 0,001
1
In —  — —2.8026 - 3
1000

/=Tinp = /38,4539 = 1,8585

Dy =1,8585 . 0,4472 = 0,8311 < 0,9!

Wir sehen hier die ausserordentliche Empfindlichkeit des Tests,
der die Hypothese in unserem Beispiel mit einer Wahrscheinlichkeit,
die grosser als 99,99, ist, verwerfen lasst.

Der Smirnoff-Test ist wegen der Verwendung von D = |F—G/
selbstverstdndlich ein zweiseitiger Test.

E. Der Kolmogoroff-Test

Mit Hilfe einer sehr umfangreichen Stichprobe habe man eine
Verteilungsfunktion F'(t) fir den Schadenverlauf bestimmt. Wie beim
Smirnoff-Test wird nun fiir ein bestimmtes Land der empirische Scha-
denverlauf F, (¢) definiert.

Die Hypothese, dass der Schadenverlauf in jenem bestimmten
Land mit der Funktion F' (t) identisch sei, wird verworfen, wenn

max [F () —F,(t) [ >e,

t

wobel zu gegebenem f sich ¢ aus der Gleichung

(1) Rt g g R bestimmt,

M

=2

I
s
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Die funktionale Abhéngigkeit zwischen 8, ¢ und n ist tabelliert
worden.

Der Kolmogoroff-Test ist dem Smirnoff-Test sehr nahe verwandt
und weist daher auch dessen Vor- und Nachteile auf.

Ein letztes Beispiel:

Seien die y, wie vorher (950 < y,<<1100; k=1, ...,10) und

2, =Er.900; %, =Fr%l &,=Fel1100, =2,=Fr 1900,

zs = Fr. 2300, zg = Fr. 2600, «, = Fr. 2800, 2, = Fr. 8100,

zy = Fr.3150, z,,= Fr. 8200

Wilcoxon-Test:

Anzahl der Inversionen 8x 10 = 80.

Wahrscheinlichkeit, dass H, zu Unrecht verworfen wird: 2x1,16
= 2,829,

Legen wir eine Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%, zugrunde, so
1st H, immer noch zu verwerfen.

X-Test:

( 1 2 N 14 N N 20)
= +0,30+0,43+ 0,57+ 0,71 + 0,88 + 1,07
= 3,96 > 3,86.

Fiar n=20; g—h =0 1ist bel einer zweiseitigen Irrtumswahr-
scheinlichkeit von 5%, X =3,86.

Zeichentest:

(3 (0)+ Go)l ()= w100 s = e -

= 0,0546 = 5,469,

Zeichen- und X-Test liefern hier sehr dhnliche Resultate.
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Smirnoff-Test:
D =/ F,(1099) — G, (1099)/ = 1—& = 0,8
B=001:  Dy=15174. )02 = 0,6786 < 0,8
B=0,001: D,=08811>08.

Ist die Streuung der Schadenhohen innerhalb einer Klasse sehr
klein (wie in unserem Beispiel die Streuung der y;), so kann der Smir-
noff-Test sehr leicht zu einer ungerechtfertigten Verwerfung der Hypo-
these, dass die z; und y, im Durchschnitt gleich gross sind, fiihren.
Wir haben hier im Gegensatz zum Zeichentest den Fall, dass ein Test
ungeeignet wird, nicht weil er eine Hypothese nicht verwirft, wo wir es
wiinschen, sondern weil er eine Hypothese unter Umstidnden zu ent-
schieden verwirft, also auch noch in solchen Fillen, wo wir eine Ver-
werfung aus gefithlsméssigen Griinden nicht mehr fir gerechtfertigt
halten wirden.

Fazit: Der Wilcoxon-Test bzw. der X-Test konnen in vielen versi-
cherungstechnischen Problemen, in denen die Berechtigung eines be-
stehenden Systems gepriuft werden soll, mit Vorteil angewendet wer-
den.

Schlussbemerkung

Wir haben gesehen, dass der Wilcoxon-Test, der X-Test und auch
der Smirnoff-Test mehr Information aus den Daten verwenden, die
uns zu Verfiigung stehen, als der Zeichentest. Die Folge davon sind
einschrinkendere Nullhypothesen. Da in Versicherungsproblemen oft
nur die Frage interessiert, ob die z und die y von gleicher Grossenord-
nung sind, haben wir bei der Beurteilung iiber die Eignung der Anord-
nungstests das intuitive Kriterium zu erweitern. Wir wihlen den ge-
eignetsten Test unter anderem nach dem Gesichtspunkt aus, wie gut
der Verwerfungsbereich unserem Gefiithl und unserer Erfahrung in be-
zug auf die Alternativhypothese der Gleichheit der Mittelwerte von X
und Y entspricht. Da aus der Nullhypothese der Gleichheit der Vertei-
lungsfunktionen die Alternativhypothese der Gleichheit der Mittelwerte
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folgt, mussen wir uns beim intuitiven Approach auf Eigenschaften der
Nullhypothese konzentrieren, die mit der Alternativhypothese in Zu-
sammenhang stehen. Andere Figenschaften, wie z.B. die Abweichung
der empirischen Verteilungsfunktionen voneinander in jedem Punkt
sind unerheblich, da uns nur die Abweichung im Mittel interessiert.
Ein Test wie der Smirnoff-Test, der einen Verwerfungsbereich nach
Gesichtspunkten auswihlt, die fiir uns uninteressant sind, wird also
fiir unsere Zwecke ungeeignet sein.

Summary

Possibilities for applying five distribution-free tests in insurance with the help of
so-called intuitive and quantitative criteria are examined. Tests — particularly distri-
bution-free ones — can fulfill an important control function by indicating when an exi-
sting system loses its equilibrium and thus requires revision. In insurance this func-
tion is best performed by the Wilcoxon Test and the X-Test.

Zusammenfassung

Es werden die Anwendungsmoglichkeiten von fiinf Anordnungstests im Versi-
cherungswesen mit Hilfe sogenannter intuitiver und quantitativer Kriterien unter-
sucht. Tests, und unter ihnen insbesondere die Anordnungstests, kénnen eine wichtige
Kontrollfunktion ausiiben, indem sie angeben, wann ein bestehendes System aus dem
Gleichgewicht gerit und revisionsbediirftig wird. Im Versicherungswesen werden die-
ser Aufgabe der Wilcoxon-Test und der X-Test am besten gerecht.

Résumé

L’auteur étudie les possibilités d’emploi de cing tests non paramétriques, appli-
qués aux assurances, a 'aide de critéres intuitifs et quantitatifs. Les tests, en particu-
lier les tests non paramétriques, peuvent constituer un moyen de controle efficace,
puisqu’ils permettent de déterminer quand un systéme établin’est plus valable et doit
étre revisé. Appliqués aux assurances, les tests de Wilcoxon et de «X» sont les plus
appropriés pour atteindre ce but.
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