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Vergrﬁsserungsfaktor zum relativen Fehler

bei Untergruppen in Stichproben

Von Ellen Hiilsen und Josef Cipriani

1. Problemstellung

Be1 den klassischen Anwendungen des Stichprobenverfahrens, z. B.
in der Biologie, sind die gesuchten Masszahlen sehr oft die arithmetischen
Mittel, die dann auf ihre Abweichung entweder vom entsprechenden Mit-
telwert der Grundgesamtheit oder von Schétzwerten aus anderen Stich-
proben gepriift werden. Das Hauptgewicht liegt auf der Anordnung von
Versuchsreihen und der Beurteilung der Abweichung zwischen verschie-
denen Versuchsreihen bzw. Stichproben.

Die Problemstellung fiir die Stichprobenverfahren in der amtlichen
Statistik 1st in der Regel ganz anders. Gegeben ist ein bestimmtes Tabel-
lenprogramm, gesucht sind die Summenwerte (Totalwerte) in den einzel-
nen Tabellenfeldern. Die Stichprobe bietet gegeniiber der Vollerhebung
eine Kostenersparnis. Allerdings muss der Beniitzer der Statistik unter
Umstédnden auf gewisse Merkmalskombinationen verzichten, deren Aus-
zihlung bei einer Vollerhebung durchaus moglich i1st. Bei einer Stich-
probe aber wiiren diese Ergebnisse zu ungenau.

Die Planung einer Stichprobenerhebung beginnt damit, das ge-
wiinschte Tabellenprogramm und die Erhebungseinheit festzulegen. Als
zweites stellt man sich die Frage, welche Unterlagen als Grundgesamt-
heit zur Verfiigung stehen, und wihlt dementsprechend die Stichproben-
einheit. Als néchstes folgt die Festlegung des Stichprobenumfanges.
Dazu sollte sich der Bearbeiter Rechenschaft geben kénnen iiber die zu
erwartenden Stichprobenfehler und die Moglichkeiten einer Schichtung
der Grundgesamtheit. In diesem Stadium der Planung stellt sich oft ein
besonderes Problem. Stimmt némlich die Stichprobeneinheit nicht mit
der Erhebungseinheit iiberein, dann stimmt auch die Gliederung der
Tabellen nicht mit der Schichtung der Grundgesamtheit iiberein. In den
einzelnen Tabellenfeldern hingen daher bei quantitativen Merkmalen
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sowohl die Merkmalswerte als auch die Zahl der Merkmalstriger vom Zu-
fall ab. Die Bildung von Tabellenfeldern oder Untergruppen vergrossert
in diesem Falle den auf der Variabilitit der Merkmalswerte beruhen-
den Stichprobenfehler um den sogenannten Untergruppeneffekt. Ein
Untergruppeneffekt tritt z. B. auch dann ein, wenn zwar Stichproben-
einheit und Erhebungseinheit ibereinstimmen, die Schichtung der
Grundgesamtheit aber nur nach eimem Merkmal durchgefithrt wird,
und die iibrigen Gliederungsmerkmale der Tabellen aus der Stichprobe
geschétzt werden mussen.

BEs ist das Ziel dieser Arbeit, in den Anhangtabellen Grundlagen
fiir die Schétzung der Untergruppeneffekte bei der Planung und Aus-
wertung von Stichprobenerhebungen bereitzustellen.

2. Wirkung des Untergruppeneffektes

Es sei n die Anzahl Elemente in der Stichprobe aus der Grundge-
samtheit von N Elementen. Von diesen n Einheiten gehéren nur n,
zur betrachteten Untergruppe ¢ mit dem gewiinschten Merkmal. Mit

P = i) werde der Anteil der Untergruppe g an der gesamten Stichprobe
n

n—n
bezeichnet, mit ¢ dessen Komplement 1—p = % . Bei freier
n

Hochrechnung lautet dann die Schitzfunktion x, fiir den Totalwert z,

N
"139—_-?3}9:1\/19;%; = Npi, (1)
i i=ng
mit &, = ?:11 Ly

A~ ¢N (pg@ + ps) b



- g - 1 S (2 — )2 die Streuung der Einzelwerte
wort S0 = —1 g™ %" er Gruppegin der Stichprobe

und p = s

den sich auf Grund des Auswahlsatzes f = = ergebenden Auswahl-
N
faktor bedeutet.

Aus den Gleichungen (1) und (2) ergibt sich die geschitzte relative
Fehlervarianz von z,:

2 i — =2 2
Vgt = 7 S Wpa ¢N (pgZ, + ps,)
N\p p .
V2
N\p »p

wenn man fiir den Variationskoeffizienten der Untergruppe V schreibt.

Gleichung (3) kann,auch geschrieben werden:

‘02-' = 3'1 B (4)

n, ist Schitzfunktion fiir die Anzahl N, der Einheiten der Unter-
gruppe ¢ in der Grundgesamtheit.

Der erste Term rechts in Gleichung (4) entspricht der geschétzten
relativen Fehlervarianz von n, und zeigt damit den Einfluss des Zu-
falls bel der Auswahl der Einheiten, wahrend sich der zweite Term auf
die Streuung der Merkmalswerte bezieht.

Ist p =1, so fillt wegen g =0 der erste Term fort, es liegt der
Normalfall ohne Untergruppen vor mit der relativen Fehlervarianz

e, (5)



Der Quotient

gibt ein Mass fur die Vergrosserung der relativen Varianz durch den
Untergruppeneffekt, in Abhéingigkeit von Anteil p und Variations-
koeffizient V. Fur praktische Zwecke geeigneter ist jedoch die Qua-
dratwurzel aus dieser Grosse,

11/1 N

welche nun direkt den Vergrosserungsfaktor zum relativen Fehler dar-
stellt.

3. Anhangtabelle

Die Tabelle gibt den Vergrosserungsfaktor 4 gemiss Gleichung
(6) zu Variationskoeffizienten von 0,05 bis 2,00 in Schritten von 0,05.

Der Anteilswert p in der Vorspalte lduft dabei von 0,005 bis 1,000,
und zwar von 2,5% bis 97,59, in Schritten Von 2,5%,, wihrend die
Schrittlinge am Anfang und am Ende auf 0,59, verkiirzt ist.

Als zweite Zeile ist im Tabellenkopf das Quadrat der dariiber ste-
henden Variationskoeffizienten aufgefithrt, da man in der Praxis
manchmal diese Grosse bevorzugt. (Die Tabellenwerte wurden auf
einer Tischrechenmaschine Olivetti Programma 101 vollautomatisch
errechnet).
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Zusammenfassung

Es wird ein spezielles, bei der Anwendung von Stichproben in der amtlichen
Statistik jedoch nicht selten anzutreffendes Problem behandelt. Die beigefiigte
Tabelle gestattet dem Praktiker, sich rasch dariiber zu orientieren, mit welcher
Vergrosserung des relativen Fehlers durch den « Untergruppeneffekt» er zu rechnen
hat.

Résumé

La présente étude a pour objet un probléme spécial que I'on rencontre toute-
fois assez souvent lorsque 'on procéde a des sondages dans les statistiques officiel-
les. Le tableau ci-joint permet au statisticien de connaitre rapidement augmenta-
tion de lerreur relative que provoque I'«effet de sous-groupes».
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Vergrosserungsfaktor 4 zum

Relative Hiufigkeit p

Variationskoeffizient V= sy/i, (bzw.V?)

relativen Fehler bei Untergruppen
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Variationskoeffizient V= sy/z, (bzw. V?)

in 9, 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35
0,0100 | 0,0225 | 0,0400 | 0,0625 | 0,0900 | 0,1225
0.8 - e e smrs o e o 568 55 308 1418 | 95,1 | 71,9 | 58,2 | 49,1 | 42,7
1,0 e 100,0 | 67,1 | 50,7 | 41,0 | 34,6 | 30,1
T S 62,8 421 | 81,9 | 258 | 21,8 | 18,9
50 4381 294 | 22,2 | 18,0 | 152 | 13,2
0 T, 353 23,7 | 179 | 145 | 12,3 | 10,7
10,0 0o 3021 202 | 153 | 124 | 105 | 9.1
125 00 26,6 17,9 | 1385 | 11,0 | 93 | 81
150 0o 2391 16,1 | 122 | 99| 83| 73
175 oo 218 | 147 | 11,1 | 90| 76| 6,6
20,0 0t 20,1 185 | 102 | 83| 70| 6,1
095 18,71 126 | 95| 77| 65| 57
05,0 e 174 11,7 89| 72| 61| 53
s 163] 11,0 | 83| 68| 57| 50
80,0 0t 1541103 | 79| 64| 54| 47
82,5 145 98| 74| 60| 51| 45
85,0 o 13,7 92| 70| 57| 48| 42
BT e 180 88| 67| 54| 46| 40
40,0 .o 123 83| 63| 51| 44| 38
425 11,7 79| 60| 49| 42| 37
3 P 12| 75| 57| 47| 40| 35
ATD o 106 | 72| 55| 4, 38 | 33
50,0 0t 101 68| 52| 42| 36| 32
525 96| 65| 50| 40| 35| 30
55,0 ot 91| 62| 47| 39| 33| 29
. 87| 59| 45| 37| 32| 28
60,0 ot 83| 56| 43| 85| 80| 27
62,5 o 78| 53| 41| 83| 29| 25
65,0 0t 74| 50| 89| 82! 27| 24
67,5 oo 70| 48| 87| 30| 26| 23
70,0 0o 67| 45| 85| 29| 25| 22
T25 e 63| 48| 83| 27| 24| 21
T5,0 e 59 40| 81| 26| 22| 20
0 T 56| 88| 29| 24| 21| 19
80,0 o 51 85| 27| 23| 20| 18
825 v 47| 83| 26| 21 19| 17
85,0 v 43| 30| 24| 20| 18| 16
875 oo 39| 27| 22| 19| 17| 15| 14
90,0 o 35| 25| 20| 17| 15| 14| 13
92,5 © e 30 22| 18| 15| 14| 13| 13
95,0 ot 25| 1,8 15 14 1,8 12| 12
TS e 1,9 1,5 1,3 12| 11| 11| 11
99,0 ot 14 12| 11| 11| 11| 10| 10
995 o 12 1,1 ] 11 10| 10| 10| 10
100,0 oo 10 10| 10| 10| 10| 10| 10

0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00
0,2500 | 0,3025 | 0,3600 | 0,4225 | 0,4900 | 0,5625 | 0,6400 | 0,7225 | 0,8100 | 0,9025 | 1,0000
31,6 | 293 | 274 | 259 | 246 | 235 | 226 | 21,8 | 21,1 | 20,5 | 20,0
223 | 207 | 194 | 183 | 174 | 16,6 | 16,0 | 154 | 14,9 | 145 | 14.1
140 | 130 | 122 | 11,5 | 109 | 105 | 100 | 97 | 94| 91| 89
98 | 91| 85| 81| 77| 73| 70| 68| 66| 64| 62
79 74| 69| 65| 62| 59| 57| 55| 53| 52| 5.1
68| 63| 59| 56| 53| 51| 49| 47| 46| 45| 44
60| 56| 52| 50| 47| 45| 44| 42| 41| 40| 39
54| 50| 47| 45| 43| 41| 39| 38| 37| 36| 35
50| 46| 43| 41| 39| 38| 36| 85| 34| 33| 32
461 43| 40| 38| 36| 35| 34| 32| 32| 31| 30
43| 40| 37| 35| 34| 33| 81| 30| 29| 29| 28
40| 37| 85| 33| 82| 31| 29| 29| 28| 27| 26
38| 85| 33| 31| 30| 29| 28| 27| 26| 26| 25
36| 33| 31| 30| 28| 27| 26| 26| 25| 24| 24
34| 82| 30| 28| 27| 26| 25| 24| 24| 23| 23
32| 30| 28| 27| 26| 25| 24| 23| 23| 22| 22
31 29 27| 26| 25| 24| 23| 22| 22| 21| 21
29| 27| 26| 25| 24| 23| 22| 21| 21| 20| 20
281 26| 25| 24| 23| 22| 21| 21| 20| 20| 19
o7 | 25| 24| 23| 22| 21| 20| 20| 19| 19| 19
26| 24| 23| 22| 21| 20| 20| 19| 19| 18| 18
24| 23| 22| 21| 20| 19| 19| 18| 18| 18| 17
24 | 22| 21| 20| 19| 19| 18| 18| 1,7 | 17| 17
23| 21| 20| 19| 19| 18| 18| 17| 17| 17| 1,6
22| 20| 19| 19| 18| 17| 17| 17| 16| 16| 16
21| 20| 19| 18| 17| 17| 16| 16| 16| 16| 15
20| 19| 18| 17| 17| 16| 16| 16| 15| 15| 15
190 18| 17| 17| 16] 16| 15| 15| 15| 15| 14
18| 18| 17| 16| 16| 15| 15| 15| 14| 14| 14
18| 17| 16| 16| 15| 15| 14| 14| 14| 14| 14
17| 16| 16| 15| 15| 14| 14| 14| 14| 13| 13
16| 16| 15| 15| 14| 14| 14| 13| 13| 13| 13
70 16| 15| 14| 14| 14| 13| 13| 13| 13| 13| 13
6] 15| 14| 14| 14| 13| 18] 13| 13| 12| 12| 12
15 14| 14| 13| 13| 13| 18] 12| 12| 12| 12| 12
14 14| 13| 13| 18| 12| 12| 12| 12| 12| 12| 1.2
4] 13| 13| 12| 12] 12| 12| 12| 12| 11| 11| 11
130 12| 12 12| 12| 12| 11| 11| 11| 11| 11| 1,1
120 12| 12| 11| 11| 1,1 11 10| 11| 11| 11| 11
o1 | o1 10| 11| 11| 1] 11 11| 11| 11| 1,1
L1 11| 11| 10| 10] 10| 10| 10| 10| 10| 10| 1,0
0| 10| 10| 10| 10| 10| 10| 10| 10| 10| 10| 1,0
|l 10| 10 10| 10| 10| 0] 10 10| 10| 10| 1,0
| 10| 10| 10| 10| 10| 10| 10| 10| 10| 10| 10
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