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Zur Theorie tier Invaliditätsversicherung

Kon H. TürZer, J3ogo*d

Einleitung

Es sollen in der vorliegenden Untersuchung die wesentlichen Bezie-

hungen der biometrischen Grössen der Invaliditätsversicherung, als Spe-
zialfall eines allgemeinen Bestandessystemes, zur Darstellung gebracht
werden. Ausgegangen werde allgemein von n Versichertenbeständen
(u 1, 2,..., n), zwischen denen auf Grund stetiger Übergangsintensi-
täten in der zeitlichen Folge Übergänge stattfinden. Betrachtet werden

Personen, die sich gemäss einer Anfangsbedingung über die ver-
schiedenen Bestände verteilen. Für die folgenden Untersuchungen er-
weist sich das spezialisierte Bestandesmodell, in welchem jeder vor-
handene Bestand nur aus dem vorhergehenden entstehen, kann als

zweckmässig. Neben der Änderung des Zustandes soll des

weitern das Ausscheiden ->X^ berücksichtigt werden, ein Vorgang,
den wir schematisch wie folgt veranschaulichen können :

Legen wir unsern Betrachtungen die Voraussetzungen eines Ge-

hurts- und Todesprozesses zugrunde, so resultiert - bei der Anfangsbe-
dingung X^(<)= Z^ - dass unser System multinomialverteilt ist,
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wobei für die Erwartungswerte 2?[X„(1)] der einzelnen Bestände X„(l)
sich nachstehendes Differentialgleichungssystem herleiten lässt*):

-(Ml) + ^(<))S[X,(1)] (2)

^ £[X„(1)] (1) -E[X^(1)]- (<r„ (1) + cr„(i)) R[X„ (1)] ; 2 ^ ^ «.

Durch Integration des Systèmes (2) erhalten wir für die Erwar-
tungswerte folgende Lösungen:

*1

-J (ni(6)+a^(6))de

E[M(1)] ^ • e '•

*1
» _J(oi(a)+oip(e))i8

*<„ • ^2 /(«-£+2) • e '» dl; (3)

's
»{ "J (®$(») + <»f ,,(«))<»

wobei für /(£) J <X|MMi) e
*0

und dl dlj dig dM gesetzt wurde.

Bestandesmodell der Invaliditätsversicherung

Wir betrachten das Bestandessystem 1-jähriger Individuen, das

sich aus 1® Vollaktiven - d.h. nie invalid gewesenen - 1" Invaliden,
Reaktivierten sowie den entsprechenden Toten zusammensetzt.

*) Vergleiche H. Titrier: Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versi-
cherungsmathematiker 69 (2), 169-183.
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(4)

Die Vollaktiven Z" und die Reaktivierten Zf ergeben zusammen den

Bestand der Aktiven Z°". Die Aktiven Z und die Invaliden Z" bilden die

Gesamtheit der Lebenden /„ wobei für das Alter Z Z„ gilt : Z" ZJ 0.
Wie aus dem obigen Schema ersichtlich ist, treten folgende Über-

gangsintensitäten auf:

1. Die Gesamtausscheideintensität der Vollaktiven Z", die sich aus
der Sterblichkeitsintensität ^ und der Invalidierungsintensität
/tf additiv zusammensetzt.

2. Die Gesamtausscheideintensität aus dem Invalidenbestand Z",

die sich analog aus der Sterblichkeitsintensität und der Reak-

tivierungsintensität bilden lässt.
8. Die Gesamtausscheideintensität aus dem Bestand der Reakti-

vierten /[ lässt sich ebenfalls in eine Sterblichkeitskomponente ^
und eine Invalidierungskomponente aufteilen.

Um unsern Ausführungen die nötige Allgemeinheit zu verleihen,
wollen wir noch die zusätzliche Annahme treffen, sowohl die Ausschei-
deintensitäten aus dem Bestand der Invaliden wie auch^^ aus dem Be-

stand der Reaktivierten seien nicht nur eine Funktion des Alters Z,

sondern zusätzlich eine Funktion der Dauer Z—t, während welcher das

Individuum in ununterbrochenem Zustand dem entsprechenden Be-

stand angehörte. Somit erhalten wir folgende Ausdrücke

/^+ /«f

z z ;

<"« =/ / /"[r]+(-T^+ J (5)
<0 *0 *0

z z z

J /"[T]+i-T J /"[r]+(-r + J |Wpj+i_r
Zq ZQ ZQ
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Die drei zugehörigen Ausseheideordnungen sind durch

-/ /fa+eV»
É—riPfr] ® (®)

~J ''[r]+0-U®

f-riP[T] ® ^[t]+!-t/^]

bestimmt. ist somit die Wahrscheinlichkeit eines -jährigen Voll-
aktiven, das Altert in demselben Zustand zu erleben, während

(bzw. die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass ein im Alter r in-
validiertes (bzw. reaktiviertes) Individuum ohne Unterbrechung des

Zustandes der Invalidität (bzw. Aktivität) das Alter Z erlebt.

Berechnung des Bestandesmodells

Werden im Modell (1) die Bestände und die Übergangsintensitä-
ten wie folgt gewählt,

so haben wir es wieder mit Modell (4) zu tun, wobei sich sowohl der
Bestand der Invaliden Z" wie auch derjenige der Reaktivierten Z/ als

y, der zum Male Invalidierten Z"'®' bzw. Reaktivierten ZJ'®' dar-
V

stellen lassen. Mit Hilfe der Resultate (3) ist somit ebenfalls das Modell
(4) gelöst.
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2. Bestand der Foda/ctiren

Durch Verwendung von (3) folgt

'l

B[X,(t)] Z? Z,„ • e '» (8)

2. Bestand der 2nucdidmer<en

Werden ebenfalls in (3) die Bezeichnungen von (7) verwendet, so

folgt für den Erwartungswert der zum Male Invalidierten

's
_

'i
<, -/#£» -/#®

B[Z,(f)] Zf> Z,„. • e e dt,
io

's 'i
<, -Jea-de

'fc il9(2«-2f + 4) f^ • e ' • e
<• dt ;

«=2 i»

B > 2

V-1
6) —J eà-do 'n—i —//»J*®

mit J^.e • J^2
'o

und dt dt, dtg - - - dt^,. (9)

Werden die Beziehungen (5) und (6) in (9) eingesetzt, so resultiert
nach einigen Diricletschen Vertauschungen der Integrationsvariablen

' T

Zf> J J z? p- • df dr b ^ 2.
t, <•

(10)
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Hier wurden folgende Substitutionen verwendet

J ' <-iP[{] " <"["]+<-!
T

<n«(i) -- »)"

Z

„»>(»+1) _ j „,(»> n''/7£i-rP[r] — J
T

(_tP["] <ZZ ist somit die Wahrscheinlichkeit, dass ein im Alter r zu

irgendeinem Male invalidisiertes Individuum zum nächsten Male in der
Altersstrecke Z/Z+dZ wieder invalidisiert werde, während dt
die Wahrscheinlichkeit dafür darstellt, dass ein im Alter r zu irgend-
einem Male invalidisiertes Individuum nach gerade r-maliger Reakti-
vierung in der Altersstrecke f/f + dZ invalidisiert werde.

Da sich die Invaliden Z" als ^ Z"<®' darstellen lassen, resultiert
V

Zf Z» + V / / Z« ^ ^ ^«pd|dr
®=2 f. f.

/ < T

Z» / Z« • ^ ^ + / J" Z« ^ ^ • ^P« dr (11)
Zq Zo /o

mit P" — -n"0)_i_ n«'(2),mlL — /—tP[t] ' Z-rP[r] Ï" • • • >

somit ist ,_j.2J["]-dZ die Wahrscheinlichkeit dafür, dass ein im Alter t zu

irgendeinem Male invalidiertes Individuum nach mindestens einma-

liger Reaktivierung in der Altersstrecke r, Z wieder in der Altersstrecke
Z/Z + d< invalidisiert werde.

3. PesZand der Bea/cZwierZen

Der Erwartungswert der zum Male Reaktivierten ist ebenfalls
durch die Beziehung (3) bestimmt, wobei unter Verwendung der Be-

Zeichnungen des Modells (7) folgt :
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(12)

(j —j /<0-<w /,

/l ^2

J#»
E[X,(<)] i/W Z, • (>> • e

'< /< e '•
• e ' (Ii j * ^ 2

(a i,

„ /, - /<£•<» fe —/ /'à'd

£[^„+i(0] Ifc • 77 M-2^-2f+5) I <. « « f < • e '
-='- fo /.

*1

-/ 'V<">

• e '° dZ, u ^ 2 ;

'»? Vi.
J —'^1 — j ^Ig-do

mit Zj (?/) J //^lj • e J ^^ • e und dZ dZ^ • dZg... dZ,
'2u *

Werden die Beziehungen (5) und (6) in (12) eingesetzt, so erhält
man nach Anwendung derselben Diricletschen Umformungen, die auf
(10) geführt haben,

/ T

/ / Z* • < / a-„P[t] • • d0 • dr? • dr (13)
(o 'o ')

Nützlich haben sich hier folgende Substitutionen erwiesen

*

J i-rP[r] ' /"[r]+ f-T " ' /"[{] + (-,* ^
T

f-Tp[V] ' /"['r]+(-T (14)

/-,Pw :
* / ^rPw • ^
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Bei Betrachtung der Beziehungen (14) erweist sich • dt als

Wahrscheinlichkeit eines im Alter r zum »ten Male rea/cfmerteri Indivi-
duums, zum nächsten Male in der Altersstrecke t/t+dt wieder zu reak-
tivieren, während ^Ppj • dt die Wahrscheinlichkeit darstellt, dass ein im
Alter t zum »*®° Male wrahdiertes Individuum nach ununterbrochener
Invalidität bis zum Alter t, in der Altersstrecke t/f-f- dt reaktiviert werde.

(_rP[i]"' • ^ gibt des weitern die Wahrscheinlichkeit eines im Alter r
zu irgendeinem Male reaktivierten Individuums an, das, nach gerade
»-maliger Invalidität im Altersintervall r/t, in der Altersstrecke

t/t + dt wieder reaktiviert werde.
Aus Beziehung (13) resultiert für den Erwartungswert der Reakti-

vierten 1/

ZJW + 2 -

V

Wird die explizite Darstellung von
f T

J J I« ^ ^ ^p* dp • dr
/o ^0

verwendet, so folgt
i r

Ç / J 1« < ^ • ^P* dp dr. (15)
to to

Es wurden die nachstehenden Substitutionen ausgeführt

P" — «"(1) _|_
/—t [T] — t-W-t[i] + T • • •

t-T-Pp] + J 7)—tP[T] • ' <^7 • (1b)
T

Die in der Formel (15) eingehenden Beziehungen (16) haben trotz
ihrem komplizierten Aufbau recht einfache Bedeutungen. j-^Pp] • dt

gibt nämlich die Wahrscheinlichkeit eines im Alter r zu irgendeinem
Male reaktivierten Individuums an, das nach mindestens einmaliger In-
validierung im Altersintervall r/t in der Altersstrecke t/t+dt wieder
reaktiviert werde. Des weitern ist i_jPpj die Wahrscheinlichkeit dafür,
dass ein im Alter r zu irgendeinem Male invalidiertes Individuum in
der Altersstrecke f/t + dt reaktiviert werde.
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Bestand der Gesamtaeïi.

Da sich die Lebenden Z, der Gesamtheit aus den Vollaktiven Z°,

den Invaliden Z" sowie den Reaktivierten Z[ additiv zusammensetzen,

Es ist nun leicht ersichtlich, dass die Ausdrücke in der Klammer
von (17) die Wahrscheinlichkeiten dafür sind, dass ein im Alter r inva-
lidiertes Individuum das Alter Z im Zustand der Invalidität bzw. Akti-
vität erlebt. Wird die Beziehung (17) des weitern als Integralgleichung
aufgefasst, so lassen sich ebenfalls die Z" Vollaktiven bestimmen.

Spezialfälle

7. Bj/sZcm ron DM PasgMicr

Sind die verwendeten Intensitäten nur eine Funktion des erreich-

ten Alters Z, und wird zwischen Vollaktiven und Reaktivierten nicht
unterschieden, so nimmt das Differentialgleichungssystem (2) folgende
Form an:

A Zf« Zd>

ZP<"' -j«? • ??"<"> + yi» Zf<^> (18)

A 7«'»(») — » 7«W 7<w(»)

Durch beidseitige Summation über y resultiert das bekannte
System von Du Pasquier

<2

7«« — 7«a _i_ 7«

A Z« z« + ^ zr ; mit Z»<°> 0 (19)
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Setzt man in (19) /zf, /zf und /zf als bekannt voraus, so kann
die Lösung allgemein nur für konstante Intensitäten explizit angege-
ben werden. Sind jedoch /z,, //", /zf und /zf bekannt, während /zf zu
bestimmen ist, so resultiert

/ ii • ifif J ix • i"f •

"jTTp dr ; (20)

wobei Zf für den Ausdruck

-J" ff"!«
if if • e '*

eingesetzt wurde.

Literaturverzeichnis

ifamfce, 25: Differentialgleichungen. New York 1948.

ua« iîîinlcew, J: The Theory of Random Processes. MVSM 1959.

Swmmsew, IL.: Über die Grundformeln der Invaliditätsversicherung. Kopenhagen
1936.

Titrier, H.: Modell eines Bestandessystems. MVSM 1969.

Zusammenfassung

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bildet ein allgemeines Bestandessy-
stem, in dem die einzelnen Elemente die Bestände als Punktion der Zeit wechseln.
Durch Spezialisierung dieses Systèmes auf das Modell fortlaufender Ubergänge
wird ein allgemeiner Zusammenhang zwischen den in der Invaliditätsversicherung
gebräuchlichen Grundgrössen hergeleitet. Sowohl der Bestand der Invaliden wie
auch derjenige der Reaktivierten winde als eine Reihe der zum Male invalidier-
ten bzw. reaktivierten Individuen dargestellt, wobei sich die beiden Reihen explizit
haben auflösen lassen.

Aus der Gesamtheit der Lebenden, die sich additiv aus den Vollaktiven, den
Invaliden sowie den Reaktivierten zusammensetzt, wurde des weitern eine Integral-
gleichimg zur Bestimmung des Bestandes der Vollaktiven zu einem beliebigen Zeit-
punkt angegeben. Durch passende Einscliränkung der verwendeten Intensitäten
resultieren schliesslich bekannte Spezialfälle.
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Sommaire

Le point de départ de notre étude est un système d'ensembles dont les

éléments peuvent changer d'ensemble en fonction du temps. Un cas particulier de

ce système est celui du modèle des modifications successives dans lequel nous avons
déduits une relation entre les éléments fondamentaux de l'assurance contre l'invali-
dité. L'ensemble des invalides aussi bien que celui des rétablis se représente comme
une série de ceux qui sont respectivement restés invalides et restés rétablis pour la
n® fois, séries que l'on peut calculer explicitement.

De l'ensemble des vivants, qui se compose des actifs, des invalides et des réta-
blis, nous avons déduits en plus une équation intégrale qui permet de déterminer, à

tout instant, l'ensemble des actifs. En faisant les restrictions adéquates, nous
retrouvons des résultats particuliers déjà connus.

Summary

The departure point of our consideration has formed a general grouping
system in which the individual elements can change the grouping through a time
function. Through application of this system on the successive change model, a
relationship has been arrived at between the basic elements of invalidity insurance.
The group of invalids, as well as the group of those who have recovered, was repre-
sented as a series of those who have become invalids and have then recovered, for
the to"* time, for which effect both series have worked out explicitly.

From the group of the living, which is made up of the active, the invalids, and
the recovered, an integral equation has been deduced also, which helps determine
the grouping of the living at any given moment. With convenient limitations, some
already-known special cases result in the end.

Sumario

El punto de partida de nuestra consideracion ha formado un sistema general
de conjuntos, en el cual los elementos parciales pueden cambiar los conjuntos en
funcion del tiempo. Como especialicaciön de este sistema. sobre el modelo del cam-
bio sucesivo, se ha deducido una relacién entre los elementos fundamentales del

seguro contra la invalidez. El conjunto de los invalidos, como también el de los re-
establecidos fué representado como una serie de los que han quedado invalidos
respectivamente han quedado reestablecidos por la k® vez, a cuyo efecto las dos
series se han solucionado explicitamente.

Del conjunto de los vivos, el cual se compone aditivamente de los activos, los
invalidos y los reestablecidos, se ha deducido ademàs una ecuaciôn integral, la cual
sirve para determinar el conjunto de los activos en cualquier momento. Con limita-
ciones convenientes resultan al final casos especiales ya conocidos.
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