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Zur Theorie der Invalidititsversicherung

Von H. Tiirler, Bogota

Einleitung

Es sollen in der vorliegenden Untersuchung die wesentlichen Bezie-
hungen der biometrischen Grissen der Invaliditatsversicherung, als Spe-
zialfall eines allgemeinen Bestandessystemes, zur Darstellung gebracht
werden. Ausgegangen werde allgemein von n Versichertenbestdnden X,
(v=1,2,..., n), zwischen denen auf Grund stetiger Ubergangsintensi-
titen in der zeitlichen Folge Uberginge stattfinden. Betrachtet werden
l;, Personen, die sich gemiss einer Anfangsbedingung iiber die ver-
schiedenen Besténde verteilen. Fiir die folgenden Untersuchungen er-
weist sich das spezialisierte Bestandesmodell, in welchem jeder vor-
handene Bestand nur aus dem vorhergehenden entstehen, kann als
zweckmissig. Neben der Anderung des Zustandes X, X, , soll des
weitern das Ausscheiden X - X beriicksichtigt werden, ein Vorgang,
den wir schematisch wie folgt veranschaulichen kénnen:

Legen wir unsern Betrachtungen die Voraussetzungen eines Ge-
burts- und Todesprozesses zugrunde, so resultiert — bei der Anfangsbe-
dingung X, (t)|,~,, =1, — dass unser System multinomialverteilt ist,
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wobei fiir die Erwartungswerte E[X,(t)] der einzelnen Bestinde X, (¢)
sich nachstehendes Differentialgleichungssystem herleiten ldsst?):
d
= BLX1 (0] = —(01(t) + 014 (1) E[X, ()] (2)

d

Durch Integration des Systemes (2) erhalten wir fiir die Erwar-
tungswerte folgende Lisungen:

t1
— f (01(0)+01 5(6))d6

EX, )] =1l,-¢ "

t
9 _f (01(0)+014(6))d0
BlX,0)) =1, - ggz‘(v—H 2) - o dt ; (3)

o~
Jre

wobei fir  f(&) = | oo (tey) - € !

-

(1]

und dt = dt,dt, ... dt,, gesetzt wurde.

Bestandesmodell der Invaliditdtsversicherung

Wir betrachten das Bestandessystem ¢-jdhriger Individuen, das
sich aus I Vollaktiven — d.h. nie invalid gewesenen — Ii' Invaliden,
I} Reaktivierten sowie den entsprechenden Toten zusammensetzt.

1) Vergleiche H. Tiirler: Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versi-
cherungsmathematiker 69 (2), 169-183.



' (4)

Die Vollaktiven [ und die Reaktivierten /] ergeben zusammen den
Bestand der Aktiven 5. Die Aktiven I3* und die Invaliden [f bilden die
Gesamtheit der Lebenden /,, wobei fiir das Alter ¢ =t, gilt: Ij = I} = 0.

Wie aus dem obigen Schema ersichtlich ist, treten folgende Uber-

gangsintensitdten auf:

1. Die Gesamtausscheideintensitét uf der Vollaktiven I, die sich aus
der Sterblichkeitsintensitit uf® und der Invalidierungsintensitiit
u® additiv zusammensetzt.

2. Die Gesamtausscheideintensitit g aus dem Invalidenbestand 17,
die sich analog aus der Sterblichkeitsintensitdt ui? und der Reak-
tivierungsintensitit " bilden ldsst.

3. Die Gesamtausscheideintensitit u; aus dem Bestand der Reakti-
vierten [y ldsst sich ebenfalls in eine Sterbhchkeltskomponente u
und eine Invalidierungskomponente p;" aufteilen.

Um unsern Ausfiuhrungen die nétige Allgemeinheit zu verleihen,
wollen wir noch die zusétzliche Annahme treffen, sowohl die Ausschei-
deintensititen u} aus dem Bestand der Invaliden wie auch x4 aus dem Be-
stand der Reaktivierten seien nicht nur eine Funktion des Alters ¢,
sondern zusitzlich eine Funktion der Dauer t—7, wihrend welcher das
Individuum in ununterbrochenem Zustand dem entsprechenden Be-
stand angehorte. Somit erhalten wir folgende Ausdriicke

a

wi = ppt g

t t
m = f Mg 41— AT = fﬂ}fﬁ%—r J /‘l'[r]+t—t (5)
to lo

t ¢ ¢
e = fz“frw—r dv = f”f:]+t—f de f‘“ﬁ““' ar.
to to to
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Die drei zugehorigen Ausscheideordnungen sind durch

i
— f uGdo
P, = ¢ =T/,
¢ .
o e
P =€ = Uil Uiy (6)

¢
r
= [ Harot

P =¢ " =l i/ Uy

bestimmt. ,_, pj ist somit die Wahrscheinlichkeit einest,-jihrigen Voll-
aktiven, das Altert in demselben Zustand zu erleben, wihrend ,_.pf,
(bzw. ,_.pfy) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass ein im Alter 7 in-
validiertes (bzw. reaktiviertes) Individuum ohne Unterbrechung des
Zustandes der Invaliditdt (bzw. Aktivitdt) das Alter ¢ erlebt.

Berechnung des Bestandesmodells

Werden im Modell (1) die Bestinde und die Ubergangsintensité-
ten wie folgt gewihlt,

PE:H- t—

“d .
B+ B+

s0 haben wir es wieder mit Modell (4) zu tun, wobei sich sowohl der
Bestand der Invaliden Ii’ wie auch derjenige der Reaktivierten I als
> der zum vten Male Invalidierten [ bzw. Reaktivierten Ij® dar-

stellen lassen. Mit Hilfe der Resultate (3) ist somit ebenfalls das Modell
(4) gelost.
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1. Bestand der Vollaktiven

Durch Verwendung von (3) folgt
Bl X 8] =¥ = lto .o b . (8)
2. Bestand der Invalhidisierten

Werden ebenfalls in (3) die Bezeichnungen von (7) verwendet, so
folgt fiir den Erwartungswert der zum vte2 Male Invalidierten

. —[ugede  —[ugedo
E[X, (0] =0 =1, [pf-e®  .eb
by
b b
v ty . —fﬂs‘da —f.ug-dﬂ
E[X,,®] =4 =1, - HQ(Q”—25+4)I#Q': ceh .o b dt ;
‘5:2 to
=2
% fi
ty — | ngedd  tp—t — [ ugedo
mit g () :f,uﬁ et fpi' g 'm?
] tr1 ; tp—2
und dt =dt, dt,...dt, . (9)

Werden die Beziehungen (5) und (6) in (9) eingesetzt, so resultiert
nach einigen Diricletschen Vertauschungen der Integrationsvariablen

t

G0 = [ [ 1 ptt e pie plY - dede vz 2. (10)
b to
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Hier wurden folgende Substitutionen verwendet

¢

z—rP[l:} = f Pz - #fz’]+5—r‘ z-eP[:s] ' H[?]H—e dé

T

11(1)

t—P [I] = 1P E:}

i(v+1)

t—rp[t] J E—urp[n Y i—-‘;p[ ](lf

Py dt ist somit die Wahrscheinlichkeit, dass ein im Alter 7 zu
irgendeinem Male invalidisiertes Individuum zum néchsten Male in der
Altersstrecke t/t+dt wieder invalidisiert werde, wihrend , pg” dt
die Wahrscheinlichkeit dafiir darstellt, dass ein im Alter 7 zu irgend-
einem Male invalidisiertes Individuum nach gerade v-maliger Reakti-
vierung in der Altersstrecke t/t + dt invalidisiert werde.

Da sich die Invaliden I} als ' 1;'® darstellen lassen, resultiert

i = iy N f f R R S

1J-2 {o

¢
ltil — J l;z ' #21 * t—rp[t] ii f f ZE nuf t—rp[it] : r—fPEg] d&- dv (11)
to to o

mit P [i] z—zp[% ! t—rp[ﬁz s x

somit 1st t_,p[ﬂ -dt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein 1m Alter 7 zu
irgendeinem Male invalidiertes Individuum nach mindestens einma-
liger Reaktivierung in der Altersstrecke t, ¢ wieder in der Altersstrecke
t/t + dt invalidisiert werde.

3. Bestand der Reaktimerten
Der Erwartungswert der zum vten Male Reaktivierten ist ebenfalls

durch die Beziehung (3) bestimmt, wobei unter Verwendung der Be-
zelchnungen des Modells (7) folgt:



(12)
ts [ ts
A —fpﬂdﬂ A -—f,ug a0 — [ ugeao
B[Xs@)] = M =1, [ py et J e .e b dt, - dt,
to lo
i? [
v b —fege e — [ ngas
E[Xpia )] = §® =1, - [Jh@v—28+5) [ - e * f u e b
£=2 s o
b
—f ,ug do
g o dt, v=2;
t, bt
K. — [ uyrdo by — [ ugeao
. y > t’t)
mit  h(n) = J ply-e ™ f ‘“:,:_2 ce T und dt =dt; - dt,...dt,,.

Werden die Beziehungen (5) und (6) in (12) eingesetzt, so erhilt
man nach Anwendung derselben Diricletschen Umformungen, die auf
(10) gefithrt haben,

t T

B = f [ 3. ,uf,‘i .t_tp['rj f e_np[‘;;’] : T_ep[’e’](”) .df - dny - dr. (18)
n

o o
Niitzlich haben sich hier folgende Substitutionen erwiesen
t

p_rP[TTE = [ 5—119[2] : zu[:iﬂt—r : :—sp[:é] : #[?]H_rg dé

t—rp[i;] = P [lr] ’ /’t[v‘t'i+f—t (14)

rr(v

t
rr(l T, r
t—r’l’[ﬁ( £ t—nrp[r’]--' P[] oo f n_rP[rﬁ g t_,,P[ZE - dn
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Bei Betrachtung der Beziehungen (14) erweist sich . p[j - dt als
Wahrscheinlichkeit eines im Alter = zum vt Male reaktivierten Indivi-
duums, zum néchsten Male in der Altersstrecke t/t+ dt wieder zu reak-
tivieren, withrend ,_,pf,’] -dt die Wahrscheinlichkeit darstellt, dass ein im
Alter T zum vten Male invalidiertes Individuum nach ununterbrochener
Invaliditdt bis zum Alter ¢, in der Altersstrecke t/t+ dt reaktiviert werde.

,_,pfr'](") - dt gibt des weitern die Wahrscheinlichkeit eines im Alter =
zu irgendeinem Male reaktivierten Individuums an, das, nach gerade
v-maliger Invaliditdt im Altersintervall z/t, in der Altersstrecke
t/t + dt wieder reaktiviert werde.

Aus Beziehung (13) resultiert fiir den Erwartungswert der Reakti-
vierten If

Sl Z 4 .
Wird die explizite Darstellung von I;(!

t T :
G = [ [l Ly ey - dn - e

ot

verwendet, so folgt
t T
G=[ [l u pfy Py dn.de. (18)
b fo
Es wurden die nachstehenden Substitutionen ausgefiihrt

b [:’]' = t—z[p[:;(l) + t—rPf:](z) +o

ir

t
P = P+ [ Pl Pl I (16)
T

Die in der Formel (15) eingehenden Beziehungen (16) haben trotz
ihrem komplizierten Aufbau recht emnfache Bedeutungen. , .P[;- dt
gibt ndmlich die Wahrscheinlichkeit eines im Alter v zu irgendeinem
Male reaktivierten Individuums an, das nach mindestens einmaliger In-
validierung im Altersintervall 7/t in der Altersstrecke t/t+ dt wieder
reaktiviert werde. Des weitern ist it_TP[‘;"] die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass ein im Alter 7 zu irgendeinem Male invalidiertes Individuum in
der Altersstrecke t/t + dt reaktiviert werde.
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4. Bestand der Gesamthenit.

Da sich die Lebenden [, der Gesamtheit aus den Vollaktiven I3,
den Invaliden [} sowie den Reaktivierten I/ additiv zusammensetzen,

folgt (17)
t t t
L=0+ f 0z - uz (t—rpfr] + f n—rP[r] ’ t“fip[tﬂ ~dn + f fr—fp[;’]‘ ) f—np[:ﬂ ) dﬂ) dr.
& T v ’

Es 1st nun leicht ersichtlich, dass die Ausdriicke in der Klammer
von (17) die Wahrscheinlichkeiten dafiir sind, dass ein im Alter v inva-
lidiertes Individuum das Alter ¢ im Zustand der Invaliditdt bzw. Akti-
vitit erlebt. Wird die Beziehung (17) des weitern als Integralgleichung
aufgefasst, so lassen sich ebenfalls die [y Vollaktiven bestimmen.

Spezialfille
1. System von Du Pasguaer

Sind die verwendeten Intensitidten nur eine Funktion des erreich-
ten Alters ¢, und wird zwischen Vollaktiven und Reaktivierten nicht
unterschieden, so nimmt das Differentialgleichungssystem (2) folgende
Form an:

d

o Y = g

d aa(v) a  7aa(v) 1a i1 (v-1)

Et"lt = —uy - B4 (18)

d .. :
I = T gt

Durch beidseitige Summation iiber » resultiert das bekannte
System von Du Pasquier

d o
— I — i TPl

U= e mib B0 =0, (19)
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Setzt man in (19) x5, u®, ui® und x* als bekannt voraus, so kann
die Losung allgemein nur fiir konstante Intensitdten explizit angege-
ben werden. Sind jedoch g, u%, 4 und i bekannt, wihrend u% zu
bestimmen ist, so resultiert

. ——
i a bW
t:!l,.m.l:.l:‘.dr, (20)
wobei I#* fiir den Ausdruck
t
— ,ugi-do

al ___ 7ai t
li —ltn‘e 2

eingesetzt wurde.
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Zusammenfassung

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bildet ein allgemeines Bestandessy-
stem, in dem die einzelnen Elemente die Bestinde als Funktion der Zeit wechseln.
Durch Spezialisierung dieses Systemes auf das Modell fortlaufender Ubergiinge
wird ein allgemeiner Zusammenhang zwischen den in der Invalidititsversicherung
gebriauchlichen Grundgrossen hergeleitet. Sowohl der Bestand der Invaliden wie
auch derjenige der Reaktivierten wurde als eine Reihe der zum vte® Male invalidier-
ten bzw. reaktivierten Individuen dargestellt, wobei sich die beiden Reihen explizit
haben auflosen lassen.

Aus der Gesamtheit der Lebenden, die sich additiv aus den Vollaktiven, den
Invaliden sowie den Reaktivierten zusammensetzt, wurde des weitern eine Integral-
gleichung zur Bestimmung des Bestandes der Vollaktiven zu einem beliebigen Zeit-
punkt angegeben. Durch passende Einschrinkung der verwendeten Intensititen
resultieren schliesslich bekannte Spezialfille.
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Sommaire

Le point de départ de notre étude est un systéme d’ensembles dont les
éléments peuvent changer d’ensemble en fonction du temps. Un cas particulier de
ce systéme est celul du modele des modifications successives dans lequel nous avons
déduits une relation entre les éléments fondamentaux de ’assurance contre I'invali-
dité. L’ensemble des invalides aussi bien que celui des rétablis se représente comme
une série de ceux qui sont respectivement restés invalides et restés rétablis pour la
nefois, séries que 'on peut calculer explicitement.

De I’ensemble des vivants, qui se compose des actifs, des invalides et des réta-
blis, nous avons déduits en plus une équation intégrale qui permet de déterminer, &
tout instant, I’ensemble des actifs. En faisant les restrictions adéquates, nous
retrouvons des résultats particuliers déja connus.

Summary

The departure point of our consideration has formed a general grouping
system in which the individual elements can change the grouping through a time
function. Through application of this system on the successive change model, a
relationship has been arrived at between the basic elements of invalidity insurance.
The group of invalids, as well as the group of those who have recovered, was repre-
sented as a series of those who have become invalids and have then recovered, for
the nth time, for which effect both series have worked out explicitly.

From the group of the living, which is made up of the active, the invalids, and
the recovered, an integral equation has been deduced also, which helps determine
the grouping of the living at any given moment. With convenient limitations, some
already-known special cases result in the end.

Sumario

Il punto de partida de nuestra consideracién ha formado un sistema general
de conjuntos, en el cual los elementos parciales pueden cambiar los conjuntos en
funcién del tiempo. Como especialicacion de este sistema sobre el modelo del cam-
bio sucesivo, se ha deducido una relacién entre los elementos fundamentales del
seguro contra la invalidez. El conjunto de los invalidos, como también el de los re-
establecidos fué representado como una serie de los que han quedado invdlidos
respectivamente han quedado reestablecidos por la n® vez, a cuyo efecto las dos
series se han solucionado explicitamente.

Del conjunto de los vivos, el cual se compone aditivamente de los activos, los
invalidos y los reestablecidos, se ha deducido ademés una ecuacién integral, la cual
sirve para determinar el conjunto de los activos en cualquier momento. Con limita-
ciones convenientes resultan al final casos especiales ya conocidos.
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