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Glaubwiirdigkeit fiir Schadensiitze

Von H. Biihlmann und E. Straub, Ziirich

70 &l Oy, ndvra dvvarda Td mOTEVOVTL
(Markus 9,23)1)

Die risikogerechte Primie

Die Versicherungstechnik benutzt als fundamentale Grosse die risi-
kogerechte Préimie, deren Begriff intuitiv auf dem Prinzip der Selbstfi-
nanzierung der Schéden iiber eine theoretisch unbegrenzte Zeitdauer be-
ruht. Obwohlin diesem Sinne eigentlich ein Zeitmittel, wird die risikoge-
rechte Prémie aber oft auch —mittels eines Gedankensprunges, der an die
Ergodenhypothese in der Physik erinnert —als Kollektivmittel iiber eine
grosse Gesamtheit von Risiken erklirt. Als theoretische Rechtfertigung
dafiir wird die Homogenitit dieser Risikengesamtheit angefiithrt. Hier
setzen aber in der Praxis die Diskussionen um das ganze Pramienkonzept
ein. Soll ndmlich einerseits ein Kollektiv nur eine einigermassen verniinf-
tige Grosse haben, dann fillt in der Regel die Fiktion der Homogenitét in
sich zusammen und damit wird dann die als Kollektivmittel gerechnete
Durchschnittsprdmie nicht mehr als «gerecht» empfunden. Approxi-
miert man andererseits die risikogerechte Primie durch das kurzfristige
Schadenzeitmittel des einzelnen Risikos (oder — was im Effekt auf das
gleiche heraus kommt — kleiner Risikengesamtheiten) dann wider-
spricht das dem Versicherungsgedanken.

Es ist der Gegenstand dieser Arbeit, eine Moglichkeit zu zeigen,
wie sich solche risikogerechten Primien trotzdem exakt definieren und
berechnen lassen. Das ist moglich, falls das zugrundeliegende Risiko-
geschehen durch ein geeignetes mathematisches Modell beschrieben wird.

1) Zitiert von Arthur Bailey in seiner Pionierarbeit iiber Glaubwiirdigkeit «Cre-
dibility Procedures. Laplace’s Generalization of Bayes” Rule and the Combination of
Collateral Knowledge with Observed Data», Proceedings of the Casualty Actuarial
Society, Vol. XXXVII, 1950.
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2. Das Versicherungsportefeuille

Es macht fur die in dieser Arbeit behandelten Fragen und die ent-
sprechenden Resultate grundséatzlich keinen Unterschied, ob es sich um
ein Pramienbestimmungsproblem der Direktversicherung oder der
Riickversicherung handelt. Da wir jedoch bei der Konstruktion unseres
Modells hauptsdchlich an die Rickversicherung gedacht haben und da
ausserdem der Direktversicherungsfall im hier entwickelten allgemeinen
Modell enthalten ist, werden wir durchwegs das riickversicherungstech-
nische Vokabular verwenden. Risiko ist also im folgenden synonym mit
Riickversicherungsvertrag (kurz «Vertrag») und fiir diesen gilt es eine
risikogerechte Priamie zu ermitteln.

Betrachten wir also den Vertrag mit der Nummerj; j=1,2,... N.
Dabei ist N die Anzahl der Risiken (= Vertréige) im Portefeuille des
Riickversicherers. Das durch diesen Vertrag 9 im Jahr ¢ verursachte
Schadentotal ist eine Zufallsvariable S;;: (Prinzipiell bezeichne der
erste untere Index immer das Jahr, der zweite den Vertrag.)

S;; = Schadentotal zulasten des Rickversicherers aus dem Ver-
trag 9 im Jahr 7. Sei ausserdem

P;; = Erstversicherungsprémienvolumen, welches im Jahr 7 dem
Vertrag 9 zugrundeliegt.

Dannist X, = — — Schadensatz des Vertrags j im Jahr 1.
ij
Schliesslich soll die Grosse g,; die Vertragsbedingungen des Ver-
trags § im Jahr 1 charakterisieren. Zur Illustration der g,; betrachten
wir ein Riickversicherungs-Portfeuille, das aus N Schadenexzendenten-
vertriigen besteht, wobel

r;; = 1. Risiko (= Selbstbehalt)
R;; = 2. Risiko (= Deckungsbetrag)

A;; = Anzahl Originalschdden

des Vertrags 9 im Jahr ¢

Yg-”’: Betrag des m-ten Originalschadens

Die Vertragsbedingungen o,; liefern dann die Zuordnung — oder der
Mathematik sprachkonformer die 4bbildung — von Erstversicherungs-
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schadenverlauf zu Schadentotal des Ruckversicherers. Im betrachte-
ten Beispiel lautet die symbolische Schreibweise fiir die Abbildung g,;

o A
(T30, %P, - Yigat) S S\ min (¥ —r,))*, B

Erlduterungen der Schreibweise:

Auf der linken Seite steht der Erstversicherungsschadenverlauf
bestehend aus der Menge der Originalschiden Y m =1, 2,... 4,,.
Diesem wird durch die Abbildung g;; das Schadentotal des Riickversi-
cherers zugeordnet, welches man durch Aufsummieren der einzelnen
Schadenexzedenten von der Hohe min {(Y{" —r,)), R;;}, m=1,2,... 4,
erhalt.

Wir halten uns aber im folgenden keineswegs nur an Schadenex-
zedenten sondern verstehen unter o, die Bedingungen eines beliebigen
Rickversicherungsarrangements. Insbesondere werden durch unsere
Betrachtungsweise alle in der Praxis tblichen Vertragstypen wie
Quote, Summenexzedent, Schadenexzedent, Stop Loss und jede Kom
bination derselben erfasst.

3. Das Modell der Pramienberechnung

Bs ist fur unser Priamienberechnungsmodell entscheidend, dass die
Verteilungsfunktion fir den Schadensatz X, nicht bestimmt ist, son-
dern von einem unbekannten, das Risiko charakterisierenden Parame-
ter ©;; abhingt (neben der Dependenz vom bekannten Primienvolu-
men P; und den bekannten Vertragsbedingungen g,;). Wir bringen
diese Figenschaft durch folgende Bezeichnung fiir die Verteilung von

X, bei gegebenen Werten ¢;;, P;; und ¢;; zum Ausdruck:

1,7 o] b 1,7

(Wir verwenden 1im folgenden durchwegs die Bezeichnung
Prob [ ] fiir die Wahrscheinlichkeit des in den eckigen Klammern an-
gegebenen Freignisses; analog E[ ] und Var [ ] fir Erwartungswert
und Varianz der in der eckigen Klammer stehenden Zufallsvariablen).
Da fir alle in der Praxis auftretenden Vertragstypen die beiden Iden-
titaten
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i) E[X;;|®; =9,F; = P,o;; = 0] = p(d,0) unabhiingig von P

" o® (¥,

(ll) Var [X” ‘19” 3’29, R; = P, Q” — Q_] — 4A(PQZ
angenommen werden diirfen, wollen wir dies auch hier stets vorausset-
zen. (Kine Rechtfertigung der Annahme findet man beispielsweise in
1},

Unter der risikogerechten Prdmie fiir den Vertrag 4 im Jahr 4
haben wir dann im allgemeinen ein geeignetes Funktional der Vertei-
lung F,_. (z| Py, 04;) zu verstehen. Wir beschrinken uns aber in die-
ser Arbeit auf den einfachsten Fall, wo dieses Funktional gleich dem
Erwartungswert ist und definieren:

Risikogerechter Primiensatz = u(dy;, 0;;) = [2dFy;(z| P, o;))

In der Praxis wiren zu diesem Erwartungswert notwendigerweise
noch Zuschlige zu addieren, um eine sinnvolle Prémie zu erhalten. Im
Sinne einer moglichst klaren Darstellung unserer Grundideen verzich-
ten wir jedoch auf diese praktische Massnahme.

Das Problem, welches uns der Erwartungswert u(9,;, o,;) aufgibt,
1st dann bedingt durch die Tatsache, dass der Risikoparameter 4, un-
bekannt ist und es stellt sich die Frage, wie der gerechte Priamiensatz
p (9,5, 0,;) auf Grund von statistischen Beobachtungen zu schétzen sei.

4. Die statistische Version des Pramienberechnungsproblems

Wir reservieren von hier an den Index k fiir den Vertrag, dessen
Pramiensatz wir ermitteln wollen und verwenden den Index 7 fiir einen
beliebigen Vertrag (5 = 1, 2, ... N) wie bis anhin. Gleicherweise habe
das Jahr wofiir wir quotieren die reservierte Nummer 0.

Die Schitzung von u (¥, 0,,) soll dann auf Grund der beobachteten
Schadensdtze

— des n Frage stehenden Vertrages k
— der ibrigen Vertrige § + k

erfolgen. Diese Abstiitzung auf beide Erfahrungsquellen (vertrags-
eigene Information wie Portefeuilleinformation) ist fiir die hier ge-
wihlte Behandlung derartiger Schitzungsprobleme typisch. Der Prak-
tiker wird sich bei den folgenden Gedankengédngen wohl in erster Linie
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fiir die noch abzuleitende Entscheidungsregel interessieren, welche an-
aibt, wie die Berticksichtigung der individuellen und kollektiven Scha-
denerfahrung zu erfolgen hat.

Noch etwas préiziser verstehen wir unter dem statistischen Primuien-
berechnungsproblem die Aufgabe, fiir den Vertrag k im Jahre 0 den Er-
wartungswert u (9, oy) des Schadensatzes zu bestimmen, wenn die
folgenden Grdssen bekannt sind:

(1)  P: Die (Erstversicherung-) Pramienvolumina
P=[P,;; +=12,...n; j=1,2,... NJ, wobel Pi;‘ dem
Vertrag 7 im Jahre 1 zugrunde liege

(i)  X: Die beobachteten Schadensitze X =[X,;; 1=1,2,... n;
g =1,2.,.N]

(1) R,: Die in der Vergangenheit in Kraft gewesenen Vertragsbedin-
gungen R, =[o;;; 1 =1,2,...m; =1,2,... N]

(iv) R,: Die in Zukunft (d.h. fir das Jahr 0) fiir den zu tarifierenden
Vertrag k gewiinschten Vertragsbedingungen g,

Wir schreiben kurz (P, X, R,) fiur die gesamte Information iiber
die Vergangenheit, R, fiir die zukiinftigen Vertragsbedingungen und
verwenden fir (P, X, R,, R,) die Schreibweise (P, X, R) wie auch R
fiir die Vereinigung von R, und R, .

Es folgt aus der hier gewéhlten Sprache, dass wir die Jahre riick-
wirts numeriert haben, d.h. das Jahr [ bedeutet fiir uns das l-letzte
Jahr usw. Der Einfachheit halber haben wir auch angenommen, dass
alle N Vertrige wihrend mindestens n Jahren unter Beobachtung ge-
standen haben, obwohl sich unsere Uberlegungen auch auf den Fall
verschieden langer Beobachtungsperioden anwenden liessen. Schliess-
lich mochten wir auch noch darauf hinweisen, wie man die fiir unser
Problem relevanten Schadensitze in recht ibersichtlicher Art in einem
Schema darstellen kann.

Jahr Nr. / Vertrag Nr. 1 2 k N
0 - - Xok -
1 Xll X12 ...... Xlk ...... XlN
2 Xt Koga smsas Koy sowsss Xon

.............................................
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Die unter dem Strich stehenden Schadensétze sind unser beob-
achtetes statistisches Material X (vgl. (ii) vorhin). Von dem iiber dem
Strich stehenden Schadensatz X, gilt es den Erwartungswert zu
schétzen.

Gelegentlich — siehe z.B. unser Beispiel im Anhang — ist es vorteil-
haft, die Reihenfolge der Zeilen umgekehrt zu wihlen.

Nach diesen Vorbereitungen und unter Verwendung der eben ein-
gefithrten Terminologie kann die statistische Problemstellung schliess-
lich in gestraffter Form wie folgt gegeben werden:

«Auf Grund der Informationen (3, X, R) bestimme man eine
Schétzfunktion

fo, = i, (P, X, R)

fir den Erwartungswert u(d,, ¥y;) des Vertrages k im Jahre 0, die in
einem noch zu definierenden Sinne optimal ist.»

Dabei beschriinken wir uns zum vornherein auf Schéitzfunktionen
die in den X, linear sind, d.h. Schétzfunktionen vom Typus

N
(B, X, R) = > Dy Xy

=1 j=1

5. Voraussetzungen iiber die Schadendaten

Wir machen nun noch die folgenden Annahmen tiber die Zufalls-
variabeln X;; und deren Beobachtungen:

(1) Unabhingigkeit der Schadensdtze: bei festen Werten der Parameter
4,;(1=0,1,2,...m, j=1,2,... N) sollen die Variablen X;; sto-
chastisch unabhéngig sein.

(1) Homogenitit in der Zeit: die Schadensitze desselben Vertrags sol-
len iiber die Zeit gleich verteilt sein, d.h. 9;; =}, unabhéingig von
g 1ir 1 =192, .. .

(1) Unabhingigkeit der Parameterwerte: die Parameterwerte ; (j = 1,
2, ... N) seien Zufallsvariabeln, welche stochastisch unabhéingig
und nach derselben Verteilungsfunktion U (&) verteilt sind.

(iv) Vorhandensein von vertragsweisen as-if-Statistiken: Es soll o, = o;

<
gelten unabhéingig von 2 far § =1, 2 ... N und insbesondere auch
0or = 0 fir den zu tarifierenden Vertrag k.
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Diese vier Annahmen machen die Formulierung der folgenden Ge-
danken wesentlich einfacher; sie sind aber fur die Beweise nicht iiber-
all notwendig. Im einzelnen méchten wir dazu noch folgendes bemerken :

Zu (1)

Die Hypothese der Unabhingigkeit kann nach erfolgter Zusam-
menfassung von Vertrigen — dort wo diese sich anstecken — als prakti-
kabel angenommen werden.

Zu (i1)

Die «klassische» statistische Problemstellung der Pramienberech-
nung geht von der Homogenatdt in der Masse wie auch in der Zeit aus
(d.h. #;;= 9 unabhéingig vom Jahr 4 und vom Vertrag 5). Wir postulie-
ren hier zwar immer noch die Homogenitit in der Zeit, verlangen aber
im Portefeuille der Vertrdge (in der Masse) keine Homogenitdt mehr
(d.h. 9;; =¥, hingt noch vom Vertragj aber nicht vom Jahr ab). Die
verlockende Verallgemeinerung auch die Homogenitat in der Zeit aul-
zugeben unterlassen wir einmal der Ubersichtlichkeit halber und ande-

rerseits weil entsprechende Statistiken in der Praxis oft durch geeig-
nete Transformationen mittels Trendfaktoren realisiert werden kénnen.

Zu (1i1)

Wir stellen uns vor, dass die einzelnen Vertrige, deren Schaden-
verteillung durch den Parameter & charakterisiert ist, aus einer grossen
(esamtheit von Vertrdgen, dem Kollektiv zuféllig entnommen sind.
Unsere Annahme besagt, dass diese Entnahmen unabhingig erfolgt
selen mit gleicher Wahrscheinlichkeitsverteilung fir jede von ihnen.
Diese gemeinsame Verteilungsfunktion U(#) beschreibt also die ideali-
sierte Haufigkeit der #-Werte im Kollektiv. Aus diesem Grunde nen-
nen wir U(#) auch Strukturfunktion. Diese setzen wir zunachst als be-
kannt voraus.

Zu (iv)

Diese Annahme bedeutet nicht, dass die effektiven Bedingungen
des einzelnen Vertrages im Laufe der Zeit die gleichen bleiben miissen,
sondern lediglich, dass es trotz Anderungen moglich sein soll eine Sta-
tistik der Schadensitze zu erstellen, die in fritheren Jahren realisiert
worden wire, falls schon damals die gegenwirtigen Vertragsbedingungen
gegolten hétten. Im Gegensatz zu Effektiv-Statistiken, die den effek-
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tiv realisierten Schadenverlauf wiedergeben, sprechen wir deshalb von
(vertragsweisen) «as-if-Statistiken». Wir werden ausserdem den Begriff
«einheitliche as-if-Statistik» gebrauchen, wenn p;, = ¢ unabhingig
vom Vertrag j gilt, d.h. wenn es moglich ist die Schadendaten sdmt-
licher Vertrige auf ein und dieselben Vertragsbedingungen zu transfor-
mieren.

Zur Tlustration von Annahme (iv) verweisen wir auf das Zahlen-
beispiel im Anhang zu dieser Arbeit.

6. Optimale Schiatzung bei bekannter Struktur des Kollektivs

Far die Losung des Prdmienberechnungsproblems miissen wir
schliesslich ein Kriterium einfiithren, welches besagt, wie die optimale
Schitzfunktion in der Gesamtheit aller zugelassenen Schétzfunktionen
zu bestimmen sei. Wir wihlen hierfiir das Kriterium der mittleren
quadratischen Abweichung und geben folgende Definition:

N =n
Def: fiy (P, X, R) = D} D) aj;; X;; heisst beziiglich U(d#) optimale
=1 i=t
Schitzung des risikogerechten Primiensatzes ii(#,, o,) fir den Vertrag
k mit den Bedingungen g, im Jahre 0, falls

() BB %R — u,0)}) = Bl (P X R) —(0,00)°)
N n
fiir alle linearen Schétzfunktionen /i, (P, X, 0) = D) D) o5 Xy

j=1 1i=1

(kleinste quadratische Abweichung im Mittel)
. * N = * >
() Elu (P, X, R)] = Z. Z,l o B[] = Elp (b 04)]
(Erwartungstreue)

Dabei verstehen wir hier und im folgenden unter E[ -] den Erwar-
tungswert beziiglich der « Dichte»

N
g[dU HdF (z;; | Pyj» 05)]

worin wie frither F, ; (@i | Pij,0;) = Prob[ X, <z, ¥, Py, 0] -
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Far die Bestimmung der optimalen Koeffizienten “Ti.k betrachten
wir die Lagrangefunktion

D, (0tgqy -« Oyyy Oygy « v v Olygy oo v Oy =« Oy, 0) =

HF 2 oy Xy — p (s Qk)Jl }——ﬂ é o B[]

j=1 1=
(2« = Lagrangemultiplikator).
: | 6@,
Das Gleichungssystem ] =0,1=12...0 h=1,2,...N

%ip

fiir die besten Gewichte oy, = o) , liefert dann

ooy,

= 2E HZ a:i-k Xij — pu Qk)Jl th]_ QO‘E[XM} =0
£

. * o (ﬁh’ Qh)
das heisst E[ (D, 0, Z oy 1 (3 0;) + ap, i n

# (P o) (D @ h):I
=alB[X,] fir 1=1,2,...n und h=12,...N

oder  Fy[u(®,0)] 2 a;;‘,k B[X,]+ 21 O":h,k Vary[u(d, 05)] +
W =

* 52(7959 )
+ o By [P—h]
ih

—Ey[u(®, 0] Bylp (@, en)]— O Varg[u(d, 0] = «Biy[p (@, 04)] -

Dabei steht E [ ] bzw. Var,[ ] fiir den Erwartungswert bzw. die
Varianz beziiglich der Strukturfunktion U(#) und §,, fiir das Kronek-
kersymbol.

Nach Einfithrung der Abkiirzungen

my = Ey[p(d,0))], v, = Byle® (@ 0))], w, = Varg[u(d,0,)]
fiir h=1,2,...N und Beriicksichtigung der Identitit
> i B[X ] =m, (Erwartungstreue)

i ]
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fallen auf der linken Seite zwei Glieder weg und wir erhalten das Glei-
chungssystem

n %
o v .. ‘

}: I . S Oy W), + oMy, tar l=1,5 ,..%

=1 ih
und 2 =1,2,... N

vh z * 7
Da S‘i Lip, e Wh + alh kp T 2 i B [()&m— Eylp @, Qh)])
i= ih ==

(th‘“ Bylp(@, Qh)D]

_ ‘afh.COV X, X [1=1,2,...n)
2 %in,k ih? N1

und da jede Kovarianzmatrix ausser in degenerierten Féllen eine
nichtverschwindende Determinante besitzt, hat dieses System fiir
. 1=1,2,...7n

iy yo . N
Diese Liosung kénnen wir wie folgt explizit ermitteln: Festhalten von A,

Multiplikation der I-ten Gleichung mit P, und Addition iiber [ liefert

jedes o genau eine Lisung {

n
unter Beriicksichtigung der Schreibweise P., = >\ P;:
1=

hwh?amk—l"l’kz“lhk = P my + 0y Pywy

das heisst

i Py my, P..w,
und damit
. By p Plkwh =12, ...mn,
Lyp e = ot D oMy, + Oy, LB B
Uyt LWy U+ L. W h=1,2,...N.

Multiplikation dieser Gleichungen mit m, = E[X,,], Addition
itber I und h und Benutzung der Bedingung fiir Erwartungstreue

liefert schliesslich den Multiplikator «, so dass wir wie folgt zusammen-
fassen konnen:
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A¥ *
ty, (B, LR = Z %in, & th
i h
. . » lh 1k
wt+ P, v, + P. w,
My Uy, P.;m:
und o = : Z
13 . ]
v+ Pow, =0+ Pojw;

Dies stellt die Losung unseres Schétzproblems bei bekannter
Struktur des Kollektivs dar.

Wir méchten hier darauf hinweisen, dass diese Schétzregel und
die in dieser Arbeit dargelegten Gedanken formal eng mit den Uberle-
gungen in [2] zusammenhédngen. Wir haben lediglich

— Schadensummen duich Schadensitze ersetzt
— den Begriff der Vertragsbedingungen miteinbezogen

— und die Menge der zugelassenen Schatzfunktionen etwas verschie-
den gewihlt.

Dieser Zusammenhang mit [2] tritt insbesondere in der Diskus-
sion der folgenden Spezialféille hervor:

a) Der Direktversicherungsfall mit natiirlicher Risikoeinhent

Sei P, =1 fir 1=1,2,...n und A=1,2,... N d.h., es handle
sich um N Einzelrisiken mit demselben «Risikonmfang» und dieser sei
einfachheitshalber gleich eins gesetzt (z.B. Risikoeinheit =1 Fahrzeug-
halter in der Automobil-Haftpflichtversicherung). Sei ausserdem g, =
fir h =1,2,... N, d.h. alle Risiken haben dieselben Versicherungs-
bedingungen (beispielsweise dieselbe Franchise etec.). Wir schreiben
dann m, = m, v, = v und w, = w und erhalten

v q . v 1 5 nw

o = un o = . + 0,
th, k& | hk

nNm v+nw nN "v+nw 0w




3)

das heisst
b AT v —
B ER = X+ X
v+ nw v+ nw
in X > X l X 1 % X
worn  X., = — X und € 1 . ¢
“LA- k k i ¥
ni= nN 7 Y

Unsere Schitzregel stimmt also in diesem Spezialfall mit der in [1]

.hergeleiteten Regel iiberein, falls man dort m durch seine Schitzung X

ersetzt. Fiir die nidchsten Beispiele erinnern wir noch daran, dass der

Faktor

= iblicherweise « Glaubwiirdigkeit» oder «Credibility» ge-
v+ nw
nannt wird. Diese Terminologie ist deshalb gerechtfertigt, weil die
Regel

nw (o

i (B, £, R) = —— X + X

v+ nw v+ nw

in Worten etwa wie folgt formuliert werden kann:

Schitzwert = Faktor mal individuelle Schadenerfahrung X., plus
(1-Faktor) mal allgemeine Schadenerfahrung X

Der «Faktor» misst also die Glaubwiirdigkeit der Statistik des in-
dividuellen Risikos k.

b) Der Fall exnheitlicher as-if-Statistiken wn der Riickversicherung

(Der Direktversicherungsfall mit «volumenmaissiger» Risikodefini-
tion — Versicherungssumme in der Feuerversicherung, Jahresumsatz in
der Betriebshaftpflichtversicherung etc. — ist ebenfalls prinzipiell hier
unterzubringen. Es ist dabei allerdings im Einzelfall abzukléren, ob die
Voraussetzungen (i) und (i) in Abschnitt 8 noch Giiltigkeit haben.)

Im Falle beliebiger Pramienvolumina aber einheitlicher Vertrags-
bedingungen p, = o reduziert sich unsere Formel 2) auf
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P
v Y mP., : v v+ Poyw
o= — > I und oy, = . !
v+ P w j=iv+ P.w ’ v+Pyw X P
2ot P
P, w P,
L4, & %
v+P.,w P.,
das heisst
. P.ow _ v —
WP ER) = F X . +—X
(P ) v+ Pow” F v+ Pow
i = S . — N § A
wobei X.y= 2, ?lnh X, und X =D Hi Xp
i=1 Ly h=1
it 17 o d I ZN I
mi = e un =
" o4+ Pow =

Der beste Schitzwert ist also auch hier ein gewichtetes Mittel zwi-
schen der individuellen Erfahrung X., und der Portefeuilleerfahrung
X. Als Glaubwirdigkeits-(Credibility-) Faktor tritt dabei Py

v+ P w
auf.

Dabei ist noch folgendes zu beachten: Wenn iiber die Zeit gemit-
telt wird (d.h. bei Bildung der X., fiir festes k), so sind die «natir-
lichen» Gewichte P,,/P.,, welche aus den zugrundeliegenden Erstversi-
cherungsprimienvolumina gebildet sind, zu verwenden; wenn aber
diese Zeitmittel iiber das Portefeuille ausgemittelt werden, so sind die
«verallgemeinerten Gewichte» I7,/I1 zu benutzen (siehe Anhang).

¢) Der allgemeine Fall von vertragsweisen as-if-Statistrken

Die allgemeine Formel 2) kann auch wie folgt geschrieben
werden



P..w, _ v
PR XER) =—FF X+ F X
(P ) v+Pow, v+ P,
— n P — NI, m, _
wobel X., = L, pod X = o s
h ;1 P., ih ;.2'1 I m, h
) P.,m? N
mit I = . und 11 = 2 17,
v+ Py, k=1

Wir haben also auch in diesem allgemeineren Fall ein gewichtetes
2, Jib
v+ P w,
die Erfahrung aus dem zu tarifierenden Vertrag bertcksichtigt und
mit dem komplementéiren Gewicht die Erfahrung aus dem Portefeuille.

Mittel erhalten, das mit Glaubwirdigkeitsfaktor 5, =

Die Schadensitze X., werden zudem durch Multiplikation mit —~
my,

auf die Vertragsbedingungen des k. Vertrages transformiert, nachher
geht man prinzipiell gleich vor wie im Spezialfall b). (Man beachte
allerdings die leicht modifizierte Form von 7).

7. Optimale Schiatzung bei unbekannter Strukturfunktion —
Fall der einheitlichen as-if-Statistik

Wegen der einfachen Form unserer Schétzregel bildet die Berech-
nung von i, (B, X, R) keinerlei rechnerische Schwierigkeiten, voraus-
gesetzt, dass die Zahlwerte fiur m, =E [u(d, 0,)], v,=Ey[c® (¥, 0))]
und w, = Vary[ u (9, g,)] bekannt sind. Wo diese a priori Information
fehlt, stellt sich die Frage, wie diese Werte auf Grund der Beobachtun-
gen zu bestimmen seien. Die hier skizzierte Schéitzmethode hat den
Vorteil verteilungsfrei zu sein, bringt aber gewisse Schwierigkeiten an-
derer Art mit sich. Um diese Schwierigkeiten nicht all zu sehr in den
Vordergrund zu riicken, behandeln wir deshalb nur den Fall der ewn-
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heitlichen as-if-Statistik. Damit beschrankt sich unsere Aufgabe auf die
Bestimmung der beiden Grossen v = E ;[ 62 (¥, 0) Jund w=Var,[x (8, 0)].

Intuitiv hat dabei v die Bedeutung eines Masses der Variabilitit
der Schadensitze wnnerhalb ewnes Vertrages wahrend w die Variabilitit
der Schadensdtze zwischen den Vertrigen ausdrickt. Je grosser w desto
heterogener das Kollektiv; inshesondere bedeutet w = 0 Homogenitét
des Kollektivs. Es ist nun naheliegend tiir die Schéitzung von v und w
die folgenden statistischen Abweichungsmasse (nachstehend V und W
genannt) zu betrachten.

a) V = beobachtete mittlere quadratische Abweichung vom Vertrags-

mittel
1 N 1 n 1 P
., S xS _ I 2
N;;l n—1 121 = (En=Xn) N(n—1) 1.211' p
1 8 I
ENT __J‘Agh
N(n— 1) P

b) W = beobachtete mittlere quatratische Abweichung vom Gesamt-

mittel
1 P 1 P 1 -
W= B (X=X - 2
Nn-1§ P (Lo \Tn—hZ,z po® an——lX
mit
‘Plh A P PU
’ }& ) —X ) R ZX
; lh * ;Ph 1 Z P = P 1h
N
h=1 I,h

Wir berechnen nun die Erwartungswerte von V und W, wobei

wir statt E[-|9,,d,, ... 0y, 0] kurz E[.|d, o] schreiben.



a) Esist dann far V:

Nn-1) B[V |30 = ST L, o + 20 0

i P By |
5 Pl 2(d,, Q)l
— S, 0+ T
= P, |
N
Z (ﬂk’
- : o, o (P,
(Man beachte, dass wir die Beziehung Var[X.,|®, 0] = ?‘(—;i) ver-
“h

wendet haben, die leicht aus den in Abschnitt 8 und 5 gemachten An-
nahmen hergeleitet werden kann.)

E [62(9,
Schliesslich erhalten wir ~ E[V]o] = _U—[G}gﬂ = ,; ,

was bedeutet, dass die Grosse V eine erwartungstreue Schitzung fiir

v .
—— 18%,
P

b) Andererseits 1st fiir W

. 20| (&P 2
nN—1) E[W|5, :S‘ﬂ[za, +0—"-—(V—-— S 0) |—
( ) E[W|8,0] i,_h'P]‘u(hQ) P, l }:ijJu(hQ)
> 22629, 0
J— —0C , —_—
h=1P2 h @



— 127 —

das heisst,

) 2

P., ¥ v
N-1) E[W w,\“ 24w} — m? — \'~~--‘ N—1)—
(n] (W | o] 2 5 " {m2+w)—m 2 p (nN —1) I:
v ¥ FP.{ P,
= WN—-1)— +u» 1222
( ) P ( P )
Die Grosse W ist also eine erwartungstreue Schéitzung fir die
-~ 1 L A i
Linearkombination -+ ITw mit [T — —— > y——
P nN—1&, P P

Zusammenfassend 1st also

wenn wir » und w fiir die Schitzwerte von » und w schreiben (siehe
Anhang).

Nun sind diese Schiitzwerte » und w zwar erwartungstreu (als
lineare Funktionen der ¥ und W) und kénnen zudem, wie wir eben ge-
sehen haben, leicht auf Grund der Beobachtungen V' und W ermittelt
werden. Ein Nachteil der hier vorgeschlagenen Methode besteht jedoch
darin, dass der Schéitzwert w fiir die nichtnegative Grosse w =
Var [ (9, p)] immer dann negativ austéllt, wenn W < V gilt, und die-
ser Fall kann tatsichlich eintreten wie folgende Uberlegung zeigt: Es
1t

1 Py 1 R 2
W_---— S ey 2 — B T
1 S# P 1h X) nN—l 1’2’2‘ P ( Ih )S. h) +
1 N P.




W < Vist gleichbedeutend mit

1 P - 1 2P, =
— ?“_lﬁ X T e 2+ \1 ’**h 4v- —X a
nN—1& p ST Xl N (X=X
1 P
N IH(x. _X..)2
<N(’n—)ﬁ’,P(”‘ X n)
P, N—1 P
de — (X < o S EX, X2
oder hgi 5 (X —X) <N(n—1);hP( =X +n)

was beispielsweise fiir X., = X unabhiingig von k und X,, == X., fiir
mindestens ein / und h immer erfiillt ist.

Damit sind wir unversehens mit der Problematik negativer
Schitzwerte fiir Varianzkomponenten konfrontiert (siehe z.B. [3]), auf
die wir hier nicht ndher eintreten wollen. Folgende Regel sollte fur die
Praxis geniigen:

1. falls W > V wiihle obige Schitzwerte » und w

2. falls W < V setze w = 0, d.h. benutze die <homogene Schiitzre-
gel»
A o P .
i (P XR) =X =D —13— X,, (Durchschnittssatz iiber das Porte-
bih feuille fiir alle Vertrige h)

Die intuitive Begriindung dieser Regel ist offensichtlich: Falls W
< V ist, so stiitzt die Statistik die Hypothese, dass die Vertrige einem
homogenen Kollektiv entnommen seien.

Am Rande sei vermerkt, dass man statt der hier gewihlten vertei-
lungsfreien Schéitzmethode in der Tat durch zusitzliche Voraussetzun-
gen iiber den Verteilungstypus der Schadensétze ein anderes Schétz-
verfahren angeben kann, welches direkt zu nichtnegativen Schiatzwerten
fiir w fahrt. Wir halten aber die verteilungsfreie Methode mit der am
Schluss zitierten Zusatzregel fiir interessanter.
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Anhang

Ein Zahlenbeispiel

1. Die vorgegebene Statistik

Im Sinne eines konkreten Beispiels stellen wir uns bei der folgen-
den Statistik einerseits vor, dass es sich um die Daten eines Haft-
pflichtschadenexzedentenportefeuilles handle, welche die ublichen
Korrekturen fiir Schadeninflation, Tarifinderungen und inadédquate
Schadenreservierung bereits enthalten und andererseits, dass alle
Schadensétze beziiglich desselben 1. Risikos und derselben Deckungs-
summe gemeint sind (einheitliche as-if-Statistik). In Zahlen sieht dann
eine solche Statistik etwa wie folgt aus:

Bruttoprdmien P (in Mio) und Schadenséitze X (in %) des Ver-

trags k im Jahr [

Vertrag: h=1 h=2 h=38 h=4 hesx( h=6 h="1T
P X P X P X P X P X P X P X
Jahr:
=15 500 14 113 18 80 20 54 21 97 43 97 70 9.0
=4 6 00 14 250 20 1.9 22 59 24 89 47 145 77 9.6
=3 8 42 13 185 23 7.0 25 71 28 6.7 53 108 85 8.7
=2 10 0.0 11 143 25 3.1 29 7.2 34 103 61 12.0 92 11.7
l=1 12 777 10 30.0 27 52 385 83 42 11.1 70 131 100 7.0
41 3.1 62 195 113 5.0 131 7.0 149 9.5 274 121 424 9.2

wobel in der untersten Zeile fiir jeden Vertrag &

5
die Gesamtprimie P., = >} P, und
=1

der mittlere Schadensatz X., = 2

ermittelt sind.

S Py

Ih
=P,
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Fir das ganze Schadenexzedentenportefeuille erhalten wir damit
7
ein Bruttopramienvolumen P = >\ P., von 1194 Mio und
h=1
Py
i P

/J-u

einen mittleren Schadensatz X = X., von 9.6%,

-

]

2. Optimale Schitzung bev bekannter Struktur des Kollektivs
Wir nehmen an, dass die in der Formel 4)

P._k w L

v+Pow * o+Pow’
auftretenden Parameter » und w bekannt seien und die Werte
v =209.0 - 107 und w = 12.1 - 107*

annehmen. In der Praxis konnen solche Zahlwerte beispielsweise auf
Grund umfassender Gemeinschaftsstatistiken ermittelt werden, fur
unsere Zwecke haben wir hier fir v und w einfachheitshalber die unten-
stehend nach den Methoden in Abschnitt 7 berechneten Schitzwerte
und w gewihlt.

Psy

Zundchst ermitteln wir die Grossen y, = ———— firh =1,2,...7
v+ P p W

1L, e
= P it Ny, =y birh =1,2, ... 7.

g ——=
1I 4 h=1

Einsetzen der Zahlwerte liefert

h=1 b=2% h=3 h=4 hi=ib h=6 h =%

vp (%)  70.4 78.2 86.7 88.4 89.6 94.1 96.1
yaly (in9%) 117 13.0 14.4 14.6 14.8 5.6 15.9

Damit erhalten wir fiir die globale Schadenerfahrung

7
h
ZT
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den Wert 9.4% (Man beachte die verschiedenen Werte fiir X und X!)
und konnen die Credibility-Pramie z, (B, X, o) fir h = 1, 2, ...7 be-
rechnen geméss

(B, X 0) =X+ 1—mX

Einsetzen der Zahlwerte liefert schliesslich die folgende Zusam-
menstellung

Vertrag Nr. h=1 h=2 h=8 h=4 h=5 h=6 h="T

Durchschnittsprimie X 9.6%  9.6% 9.6% 9.6% 9.6% 9.69% 9.69%
Credibility-Primie 4y  5.09% 17.3% 5.6% 7.39% 959 11.99 9.29
individuelle Primie X.;, 38.19% 19.5% 509 7.09% 9.5% 1219 9.29

3. Schitzung der Parameter v und w
Auf Grund der Statistik berechnen wir die Zahlwerte

P i B s
> 5 Xh =107.6 - 10%, > —* X7, =102.7-10", X* = 92.2 - 10™*

I, h h=1

7. P, 23
sowie > "(1— "):0.781

2P B
Damit ist
1 P 1 2 P, _ )
Voga NL_B 08 S8 B o 70 <10 =
o8 p B2 P An 0 1194
1 P, g
d W=-_S_2x2_  __ %o = 0.4529 - 10 =
i YAV °
) PRALI
—— w
1194 34

woraus wir schliesslich unter Verwendung von 6)
v = 209.0-10™*

und w = 12.1 - 10™* erhalten.
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Zusammenfassung

Es wird eine Formel entwickelt, welche fiir die einzelnen Risiken innerhalb
eines heterogenen Portefeuilles eine erfahrungsgemisse Pramie liefert. Diese Pri-
mie wird als gewichtetes Mittel der Kollektiverfahrung und der individuellen Er-
fahrung erhalten. Mit « Glaubwiirdigkeit» (Credibility) bezeichnen wir dabei das der
individuellen Erfahrung zugeordnete Gewicht. Wiahrend der Subjektivist dieses
Gewicht als Ausdruck seines « Underwriting Judgement» auffasst, zeigen wir hier
mit einer allgemeinen Methode, die gleichermassen fiir die Direkt- und Riickversi-
cherung anwendbar ist, wie die Glaubwiirdigkeit aus den statistischen Daten ob-
jektiv geschitzt werden kann.

Riassunto

In questo articolo abbiamo sviluppato una formula per calcolare il premio per
un rischio individuale che si trova in un portafoglio eterogeno. Per tale premio si
trova una media ponderata della sinistralita del portafoglio intero e della sinistra-
lita del rischio individuale. Secondo si usa, denominiamo «credibility» il peso che
corrisponde alla statistica individuale. Mentre 1 «soggettivisti» vedono questa «cre-
dibility» come un modo per esprimere il loro «underwriting judgement», vogliamo
dimostrare che questa nozione pud essere interpretata statisticamente e diamo un
metodo generale (applicabile al caso dell’ assicurazione e della riassicurazione) per il
calcolo dei fattori di «credibility» nella pratica.

Résumé

Dans la présente note est développé une formule pour le calcul de la prime
d’un risque individuel parvenant d’un portefeuille hétérogene. Pour cette prime on
trouve une moyenne pondérée entre la statistique de sinistre du portefeuille entier
et celle du risque individuel. Nous appelons d’habitude «credibility» le poids qui
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correspond a la statistique individuelle. Tandis que les subjectivistes voient la «cre-
dibility» comme un moyen d’exprimer leur «underwriting judgement», nous prou-
vons ici que cette notion peut étre interprétée du point de vue statistique et nous
développons aussi une méthode générale (qui comprend les cas de I'assureur et du
réassureur) pour le calcul des facteurs de «credibility» dans la pratique.

Abstract

We are developing a formula for the calculation of the premium of each indi-
vidual risk within a heterogenous portfolio. This premium is found to be a weighted
average of the portfolio experience, on the one hand, and the individual claims ex-
perience on the other. The weight corresponding to the individual experience is cal-
led credibility as usual. Whereas the subjectivist sees «credibility» as a means to
express his underwirting judgement, we shall prove here that this notion can be in-
terpreted statistically and we also give a general method (including both the case of
insurance and of reinsurance, for the calculation of credibility factors, in practice.
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