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Glaubwürdigkeit für Schadensätze

fori ff. iBü/tZmarm unf Sîraut, Züric/i

TO £t <5ot»7, Tidira dward reo jiktteûovti
(Markus 9,23)')

Die risikogerechte Prämie

Die Versicherungstechnik benutzt als fundamentale Grösse die risi-
kogerechte Prämie, deren Begriff intuitiv auf dem Prinzip der Selbstfi-
nanzierung der Schäden über eine theoretisch unbegrenzte Zeitdauer be-

ruht. Obwohl in diesem Sinne eigentlich ein Zeitmittel, wird die risikoge-
rechte Prämie aber oft auch -mittels eines Gedankensprunges, der an die

Ergodenhypothese in der Physik erinnert - als Kollektivmittel über eine

grosse Gesamtheit von Risiken erklärt. Als theoretische Rechtfertigung
dafür wird die Homogenität dieser Risikengesamtheit angeführt. Hier
setzen aber in der Praxis die Diskussionen um das ganze Prämienkonzept
ein. Soll nämlich einerseits ein Kollektiv nur eine einigermassen vernünf-
tige Grösse haben, dann fällt in der Regel die Fiktion der Homogenität in
sich zusammen und damit wird dann die als Kollektivmittel gerechnete
Durchschnittsprämie nicht mehr als «gerecht» empfunden. Approxi-
miert man andererseits die risikogerechte Prämie durch das kurzfristige
Schadenzeitmittel des einzelnen Risikos (oder - was im Effekt auf das

gleiche heraus kommt - kleiner Risikengesamtheiten) dann wider-
spricht das dem Versicherungsgedanken.

Es ist der Gegenstand dieser Arbeit, eine Möglichkeit zu zeigen,
wie sich solche risikogerechten Prämien trotzdem exakt definieren und
berechnen lassen. Das ist möglich, falls das zugrundeliegende Risiko-
geschehen durch ein geeignetes mathematisches Modell beschrieben wird.

i) Zitiert von Arthur Bailey in seiner Pionierarbeit über Glaubwürdigkeit «Cre-

dibility Procedures. Laplace's Generalization of Bayes' Rule and the Combination of
Collateral Knowledge with Observed Data», Proceedings of the Casualty Actuarial
Society, Vol. XXXVII, 1950.
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2. Das Versicherungsportefeuille

Es macht für die in dieser Arbeit behandelten Fragen und die ent-
sprechenden Resultate grundsätzlich keinen Unterschied, ob es sich um
ein Prämienbestimmungsproblem der Direktversicherung oder der

Rückversicherung handelt. Da wir jedoch bei der Konstruktion unseres
Modells hauptsächlich an die Rückversicherung gedacht haben und da

ausserdem der Direktversicherungsfall im hier entwickelten allgemeinen
Modell enthalten ist, werden wir durchwegs das rückversicherungstech-
nische Vokabular verwenden. Risiko ist also im folgenden synonym mit
RückVersicherungsvertrag (kurz «Vertrag») und für diesen gilt es eine

risikogerechte Prämie zu ermitteln.
Betrachten wir also den Vertrag mit der Nummer y ; y 1,2,... AI

Dabei ist V die Anzahl der Risiken Verträge) im Portefeuille des

Rückversicherers. Das durch diesen Vertrag y im Jahr 1 verursachte
Schadentotal ist eine Zufallsvariable SA; (Prinzipiell bezeichne der
erste untere Index immer das Jahr, der zweite den Vertrag.)

S Schadentotal zulasten des Rückversicherers aus dem Ver-
*y

trag y im Jahr f. Sei ausserdem

Erstversicherungsprämienvolumen, welches im Jahr i dem

Vertrag y zugrundeliegt.
S-

Dann ist AP -V- Schadensatz des Vertrags y im Jahr t.

Schliesslich soll die Grösse die Vertragsbedingungen des Ver-

trags y im Jahr i charakterisieren. Zur Illustration der p • • betrachten
wir ein Rückversicherungs-Portfeuille, das aus V Schadenexzendenten-

Verträgen besteht, wobei

r.. 1. Risiko Selbstbehalt)

2. Risiko Deckungsbetrag)

^ Anzahl Originalschäden

Betrag des m-ten Originalschadens

des Vertrags y ira Jahr i

Die Fertragfsbedmgiwngten gj liefern dann die Zitordrmwiy - oder der

Mathematik sprachkonformer die AfrWdimc/ - von Erstversicherungs-

J
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schadenverlauf zu Schadentotal des Rückversicherers. Im betrachte-
ten Beispiel lautet die symbolische Schreibweise für die Abbildung ß^

(YR>, Yf, Y!fö>) 2 min{(Yl«'-r,,.)+ fl,,}
m=l

Erläuterungen der Schreibweise:
Auf der linken Seite steht der Erstversicherungsschadenverlauf

bestehend aus der Menge der Originalschäden YW m 1, 2, M^.
Diesem wird durch die Abbildung ß- das Schadentotal des Rückversi-
cherers zugeordnet, welches man durch Aufsummieren der einzelnen
Schadenexzedenten von der Höhe min {(YV">—r^-), R-J, m 1,2,... M,-,-

erhält.
Wir halten uns aber im folgenden keineswegs nur an Scliadenex-

Zedenten sondern verstehen unter ß^ die Bedingungen eines beliebigen
Rückversicherungsarrangements. Insbesondere werden durch unsere
Betrachtungsweise alle in der Praxis üblichen Vertragstypen wie

Quote, Sumrnenexzedent, Schadenexzedent, Stop Loss und jede Kom
bination derselben erfasst.

3. Das Modell der Prämienberechnung

Es ist für unser Prämienberechnungsmodell entscheidend, dass die

Verteilungsfunktion für den Schadensatz AV nicht bestimmt ist, son-
dem von einem unbekannten, das Risiko charakterisierenden Parame-
ter abhängt (neben der Dependenz vom bekannten Prämienvolu-
men P,.. und den bekannten Vertragsbedingungen ß,-j-). Wir bringen
diese Eigenschaft durch folgende Bezeichnung für die Verteilung von

bei gegebenen WertenP^- und ß^- zum Ausdruck:

Prob [AV. z 1?, P;,. P, ß;,. ß] (a | P, ß)

(Wir verwenden im folgenden durchwegs die Bezeichnung
Prob [ ] für die Wahrscheinlichkeit des in den eckigen Klammern an-
gegebenen Ereignisses; analog P[ ] und Var [ ] für Erwartungswert
und Varianz der in der eckigen Klammer stehenden Zufallsvariablen).
Da für alle in der Praxis auftretenden Vertragstypen die beiden Iden-
titäten
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(i) I#.. #,p.. p,^. p] ,«(#,p) unabhängig von P

0^ (#, p)
(ii) Yar j Ah, |/>,, ,1. P,, P, p.. p] - y
angenommen werden dürfen, wollen wir dies auch hier stets vorausset-
zen. (Eine Rechtfertigung der Annahme findet man beispielsweise in

[!])
Unter der risikogerechten Prämie für den Vertrag j im Jahr i

haben wir dann im allgemeinen ein geeignetes Funktional der Vertei-
lung (a; | P--, p; •) zu verstehen. Wir beschränken uns aber in die-

ser Arbeit auf den einfachsten Fall, wo dieses Funktional gleich dem

Erwartungswert ist und definieren :

Risikogerechter Prämiensatz /a (#^-, p^-) JccdP^(a;|P, p^)

In der Praxis wären zu diesem Erwartungswert notwendigerweise
noch Zuschläge zu addieren, um eine sinnvolle Prämie zu erhalten. Im
Sinne einer möglichst klaren Darstellung unserer Grundideen verzieh-
ten wir jedoch auf diese praktische Massnahme.

Das Problem, welches uns der Erwartungswert (#;,-, p,-,-) aufgibt,
ist dann bedingt durch die Tatsache, dass der Risikoparameter un-
bekannt ist und es stellt sich die Frage, wie der gerechte Prämiensatz

p;j) auf Grund von statistischen Beobachtungen zu schätzen sei.

4. Die statistische Version des Prämienberechnungsproblems

Wir reservieren von hier an den Index fc für den Vertrag, dessen

Prämiensatz wir ermitteln wollen und verwenden den Index y für einen

beliebigen Vertrag (y 1, 2, IV) wie bis anhin. Gleicherweise habe
das Jahr wofür wir quotieren die reservierte Nummer 0.

Die Schätzung von p^) soll dann auf Grund der freobacAfefe-n

S'cAadensätee

- des in Frage stehenden Vertrages fc

- der übrigen Verträge y 4= fc

erfolgen. Diese Abstützung auf beide Erfahrungsquellen (Vertrags-
eigene Information wie Portefeuilleinformation) ist für die hier ge-
wählte Behandlung derartiger Schätzungsprobleme typisch. Der Prak-
tiker wird sich bei den folgenden Gedankengängen wohl in erster Linie
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für die noch abzuleitende Entscheidungsregel interessieren, welche an-

gibt, wie die Berücksichtigung der individuellen und kollektiven Scha-

denerfahrung zu erfolgen hat.
Noch etwas präziser verstehen wir unter dem sinZisfiscken Prämien-

beree/mwiM/sprobZera die Aufgabe, für den Vertrag k im Jahre 0 den Er-
wartungswert ,«(#„/£> Pos) des Schadensatzes zu bestimmen, wenn die

folgenden Grössen bekannt sind :

(i) *ß : Die (Erstversicherung-) Prämienvolumina

<ß=[P^.; i l,2, ...n; 1, 2, V], wobei P-- dem

Vertrag im Jahre i zugrunde liege

(ii) X: Die beobachteten Schadensätze £ [X^• ; i 1, 2, n;
j =1,2,... V]

(iii) iRj'. Die in der Vergangenheit in Kraft gewesenen AVrtragsbedin-

gungen 9^ [g^.; i 1, 2, n; j 1, 2, V]
(iv) : Die in Zukunft (d.h. für das Jahr 0) für den zu tarifierenden

Vertrag k gewünschten Vertragsbedingungen gg,.

Wir schreiben kurz (iß, X, für die gesamte Information über
die Vergangenheit, iRg für die zukünftigen Vertragsbedingungen und
verwenden für (ß, 5Rj, iRg) die Schreibweise (iß, £, iR) wie auch 5R

für die Vereinigung von 9Ü und iRg.
Es folgt aus der hier gewählten Sprache, dass wir die Jahre rück-

wärts numeriert haben, d.h. das Jahr Z bedeutet für uns das Metzte
Jahr usw. Der Einfachheit halber haben wir auch abgenommen, dass

alle V Verträge während mindestens w Jahren unter Beobachtung ge-
standen haben, obwohl sich unsere Überlegungen auch auf den Kall
verschieden langer Beobachtungsperioden anwenden liessen. Schliess-
lieh möchten wir auch noch darauf hinweisen, wie man die für unser
Problem relevanten Schadensätze in recht übersichtlicher Art in einem
Schema darstellen kann.

Jahr Nr. / Vertrag Nr. i 2 fc A
0 - - A'oa- -
1 • • • Au • • • Xi*
2 Wu *22 X» • • X2ÜZ

X»l V«2 • • • • • •
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Die unter dem Strich stehenden Schadensätze sind unser beob-
achtetes statistisches Material 31 (vgl. (ii) vorhin). Von dem über dem
Strich stehenden Schadensatz gilt es den Erwartungswert zu
schätzen.

Gelegentlich - siehe z.B. unser Beispiel im Anhang - ist es vorteil-
haft, die Reihenfolge der Zeilen umgekehrt zu wählen.

Nach diesen Vorbereitungen und unter Verwendung der eben ein-

geführten Terminologie kann die stafistisc/ie Problemsfelhmf/ schliess-
lieh in gestraffter Form wie folgt gegeben werden :

«Auf Grund der Informationen (iß, 31, 5R) bestimme man eine

Schätzfunktion
Ât À(^P,31,iR)

für den Erwartungswert ^ (#^, des Vertrages fc im Jahre 0, die in
einem noch zu definierenden Sinne optimal ist.»

Dabei beschränken wir uns zum vornherein auf Schätzfunktionen
die in den AP linear sind, d.h. Schätzfunktionen vom Typus

Âk($> W) S iXÄ
i=l 7 1

5. Voraussetzungen über die Schadendaten

Wir machen nun noch die folgenden Annahmen über die Zufalls-
variabeln AP und deren Beobachtungen:

(i) ünoiMncjdgfceif der Sc7iadensätee: bei festen Werten der Parameter
TIP(i 0,1, 2, w, ;/ 1, 2, V) sollen die Variablen AP sto-
chastisch unabhängig sein.

(ii) JTomopeTOiläl m der Zeil: die Schadensätze desselben Vertrags sol-

len über die Zeit gleich verteilt sein, d.h. $• # • unabhängig von
i für 1, 2, V.

(iii) üroabbäTOgdpfceif der Parameterwerfe: die Parameterwerte (y 1,

2, V) seien Zufallsvariabein, welche stochastisch unabhängig
und nach derselben Verteilungsfunktion U" (#) verteilt sind.

(iv) For/iaTOdeTOsem üoto rwfragsreeiseTO as-i/-/Sfafisfi/ceTO: Es soll p^- p.
gelten unabhängig von i für 1, 2 V und insbesondere auch

p^ pj. für den zu tarifierenden Vertrag fc.
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Diese vier Annahmen machen die Formulierung der folgenden Ge-

danken wesentlich einfacher; sie sind aber für die Beweise nicht über-
all notwendig. Im einzelnen möchten wir dazu noch folgendes bemerken :

Zu (i)

Die Hypothese der Unabhängigkeit kann nach erfolgter Zusam-

menfassung von Verträgen - dort wo diese sich anstecken - als prakti-
kabel angenommen werden.

Zu (ii)

Die «klassische» statistische Problemstellung der Prämienberech-

nung geht von der Homogremtäf in der Masse wie auch in der Zeit aus

(d.h. #,;= # unabhängig vom Jahr i und vom Vertrag Wir postulie-
ren hier zwar immer noch die Homogenität in der Zeit, verlangen aber
im Portefeuille der Verträge (in der Masse) keine Homogenität mehr

(d.h. =$j- hängt noch vom Vertrag?' aber nicht vom Jahri ab). Die
verlockende Verallgemeinerung auch die Homogenität in der Zeit auf-
zugeben unterlassen wir einmal der Übersichtlichkeit halber und ande-
rerseits weil entsprechende Statistiken in der Praxis oft durch geeig-
nete Transformationen mittels Trendfaktoren realisiert werden können.

Zu (iii)

Wir stellen uns vor, dass die einzelnen Verträge, deren Schaden-

Verteilung durch den Parameter # charakterisiert ist, aus einer grossen
Gesamtheit von Verträgen, dem Kollektiv zufällig entnommen sind.
Unsere Annahme besagt, dass diese Entnahmen unabhängig erfolgt
seien mit gleicher Wahrscheinlichkeitsverteilung für jede von ihnen.
Diese gemeinsame Verteilungsfunktion U($) beschreibt also die ideali-
sierte Häufigkeit der #-Werte im Kollektiv. Aus diesem Grunde nen-
nen wir I7($) auch Strukturfunktion. Diese setzen wir zunächst als be-

kannt voraus.

Zu (iv)

Diese Annahme bedeutet nicht, dass die effektiven Bedingungen
des einzelnen Vertrages im Laufe der Zeit die gleichen bleiben müssen,
sondern lediglich, dass es trotz Änderungen möglich sein soll eine Sta-
tistik der Schadensätze zu erstellen, die in früheren Jahren realisiert
worden wäre, falls schon damals die gegenwärtigen Vertragsbedingungen
gegolten hätten. Im Gegensatz zu Effektiv-Statistiken, die den effek-
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tiv realisierten Schadenverlauf wiedergeben, sprechen wir deshalb von
(vertragsweisen) «as-if-Statistiken». Wir werden ausserdem den Begriff
«einheitliche as-if-Statistik» gebrauchen, wenn g- g unabhängig
vom Vertrag j gilt, d.h. wenn es möglich ist die Schadendaten samt-
licher Verträge auf ein und dieselben Vertragsbedingungen zu transfor-
mieren.

Zur Illustration von Annahme (iv) verweisen wir auf das Zahlen-

beispiel im Anhang zu dieser Arbeit.

6. Optimale Schätzung bei bekannter Struktur des Kollektivs

Für die Lösung des Prämienberechnungsproblems müssen wir
schliesslich ein Kriterium einführen, welches besagt, wie die optimale
Schätzfunktion in der Gesamtheit aller zugelassenen Schätzfunktionen
zu bestimmen sei. Wir wählen hierfür das Kriterium der mittleren
quadratischen Abweichung und geben folgende Definition :

De/: £ ($, 3, SR) 2 S heisst bezüglich D(0) optimale
7 1 i=l

Schätzung des risikogerechten Prämiensatzes /t g^) für den Vertrag
/c mit den Bedingungen g,. im Jahre 0, falls

(i) [{£($,3,91) -0(0,&)}«] SS £[£($,S,9!)-0(0*,g*)}»]
iV n

für alle linearen Schätzfunktionen £($, 3£, g) 2 2 <*»;.*
7=1 i=l

(kleinste quadratische Abweichung im Mittel)

(ii) E[£($,3,9l)] 22 «J,.* D[Z,.] B[0(0*,g*)]
7 1 i=l

(Erwartungstreue)

Dabei verstehen wir hier und im folgenden unter D[-] den Erwar-
tungswert bezüglich der «Dichte»

i7[dD(^.)j7dD (^.|P,,,g,.)]
7=1 i=l

worin wie früher F„.(^• | P^.,g,) Prob[Z; ^ x-,-10,,P^, g.]



Für die Bestimmung der optimalen Koeffizienten a* ^ betrachten
wir die Lagrangefunktion

• • • «nl> «12. • • • «»2. • • • «UV. • • • «„*.*)

2 2
7 1 i=l

E

(2a Lagrangemultiplikator).

2a 2 «„-EM
)=i

Das Gleichungssystem 1 0, i 1, 2, n, A 1,2,... N)
P<*!h J

für die besten Gewichte a,^ a*^ liefert dann

3a,i
2K |2 «ü.h -^i) ~ <" (^' &)j -^ih

das heisst 7? ,"(#h> 2a) 2 2,) + «Îh.fc

-2aZ?[X,„]=0

^ (#A. 2h)

— ,"(#*> 2s) ,"(#h>2h)

aK[V„J für 1 1,2, n und A 1,2, ZV

oder Kp (0, ^)] 2 #[^»,] + 2 "k* Var^O (#, &)] +

<^(#>2A)
+ «ih.h

' i/i

— Ep[> (#, &)] (#, &,)] — Varp|> (#, &)] oc#p[> (#, &)]

Dabei steht Kp[] bzw. Var^[] für den Erwartungswert bzw. die
Varianz bezüglich der Strukturfunktion U($) und <5^ für das Kronek-
kersymbol.

Nach Einführung der Abkürzungen

a #trl> (#, 2a)] ®h (#. 2h)]> «A, Var^[> (#, p„)]

für A 1, 2, IV und Berücksichtigung der Identität

2 «ü'.fc -®[^»/] (Erwartungstreue)
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fallen auf der linken Seite zwei Glieder weg und wir erhalten das Glei-
chungssystem

11 S <4,a A + <4,A rT 4 für 7 1, 2, »
i=l Pa

und 7i 1, 2, IV

Da V 4,, + 4a p" i 4,a P[(^a~PuL«M])
i=l pA i=l

(Z,*-.E„Lu(0, e0])]

24.*Cov[Z,.»,Z„J (7 1,2, ...»)
1=1

imd da jede Kovarianzmatrix ausser in degenerierten Fällen eine

nichtverschwindende Determinante besitzt, hat dieses System für

jedes a genau eine Lösung ^

Diese Lösung können wir wie folgt explizit ermitteln : Festhalten von 7t,

Multiplikation der 7-ten Gleichung mit P* und Addition über 7 liefert
n

unter Berücksichtigung der Schreibweise •P-A — S Pf' '
1=1

P- A % S *<», A + ®A 2 PA, A — *P" A + 4 P- A

das heisst

und damit

i=l

^ s P-A^A
/ I pA, A + "AA 73ö »A+ P-A% I'A + P-a^A

P,. M).
7 1,2, n,

- awti + (5,,,, -M»*— i~T) D 7 I r» XT
®A+ P"A% ®A + P-A% A 1, 2, Fl

Multiplikation dieser Gleichungen mit m,, P[Z;,J, Addition
über 7 und 7i und Benutzung der Bedingung für Erwartungstreue
liefert schliesslich den Multiplikator a, so dass wir wie folgt zusammen-
fassen können:
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£(SP,3,9t) 2<4.**»»

wobei

und

Dies stellt die Lösung unseres Schätzproblems bei bekannter
Struktur des Kollektivs dar.

Wir möchten hier darauf hinweisen, dass diese Schätzregel und
die in dieser Arbeit dargelegten Gedanken formal eng mit den Überle-

gungen in [2] zusammenhängen. Wir haben lediglich

- Schadensummen durch Schadensätze ersetzt

- den Begriff der Vertragsbedingungen miteinbezogen

- und die Menge der zugelassenen Schätzfunktionen etwas verschie-
den gewählt.

Dieser Zusammenhang mit [2] tritt insbesondere in der Diskus-
sion der folgenden Spezialfälle hervor:

aj Der DireDremc7iera?Mjrs/all mif wafwrh'cker Disifcoewkeii

SeiP^ l für 1 1,2, ...n und & 1, 2, ...V d.h., es handle
sich um A^ Einzelrisiken mit demselben «Risikoumfang» und dieser sei

einfachheitshalber gleich eins gesetzt (z.B. Risikoeinheit =1 Fahrzeug-
halter in der Automobil-Haftpflichtversicherung). Sei ausserdem g

für 7i 1, 2,... IV, d.h. alle Risiken haben dieselben Versicherungs-
bedingungen (beispielsweise dieselbe Franchise etc.). Wir schreiben

dann m, ^ » und w und erhalten

a
wAbra

und
ü + 7ÎMJ W

TOC 1



das heisst
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3)

/î; ($,*,*)
nw

® + nie
X.

V _X
1) + Wlü

worin X.» — 2 und X 2 X, -

n ,=ri wJV iTy

Unsere Sehätzregel stimmt also in diesem Spezialfall mit der in [1]
hergeleiteten Regel überein, falls man dort m durch seine Schätzung X
ersetzt. Für die nächsten Beispiele erinnern wir noch daran, dass der

WW
Faktor üblicherweise «Glaubwürdigkeit» oder «Credibility» ge-

ü + nw

nannt wird. Diese Terminologie ist deshalb gerechtfertigt, weil die

Regel
* mü _ v _& <P,£,9t) =——x.,+ — X

r + mo u + nie

in Worten etwa wie folgt formuliert werden kann:

Schätzwert Faktor mal individuelle Schadenerfahrung X.^ plus

(1-Faktor) mal allgemeine Schadenerfahrung X

Der «Faktor» inisst also die Glaubwürdigkeit der Statistik des in-
dividuellen Risikos fc.

bj Der Fad eràkeiihcker as-i/-Sfahsiifce?i m der RMc/cwmc/terun<7

(Der Direktversicherungsfall mit «volumenmässiger» Risikodefini-
tion - Yersicherungssumme in der Feuerversicherung, Jahresumsatz in
der Betriebshaftpflichtversicherung etc. - ist ebenfalls prinzipiell hier
unterzubringen. Es ist dabei allerdings im Einzelfall abzuklären, ob die

Voraussetzungen (i) und (ii) in Abschnitt 3 noch Gültigkeit haben.)
Im Falle beliebiger Prämienvolumina aber einheitlicher Vertrags-

bedingungen p„ o reduziert sich unsere Formel 2) auf
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P.,
* m P., r u + P.„w
V — unci •

u+P.fcW / ,-=i»+P.j.w ' -y+P.^w f P..V ••'

,w{ »+ P.J-ZO

P.J.ÎO Pjj.

'tz + P.fcic P.,

das heisst

P ?(7 7J

£(<p,s,9t) .v., : z

4)
wobei Z.„ 2 p X« und Z fj ^ X.,*/ j=i -T./» Ä=i ii

mit /7a /'*,* und 77 ]P 77„
Zl+P.fcMl • -Ä=1

Der beste Schätzwert ist also auch hier ein gewichtetes Mittel zwi-
sehen der individuellen Erfahrung Z. ^ und der Portefeuilleerfahrung

- P-fcW
X. Als Glaubwürdigkeits-(Credibility-) Faktor tritt dabei

fl+p.fcU'
auf.

Dabei ist noch folgendes zu beachten: Wenn über die Zeit gemit-
telt wird (d.h. bei Bildung der Z.^ für festes Zi), so sind die «natiir-
liehen» Gewichte PjJP.,,, welche aus den zugrundeliegenden Erstversi-
cherungsprämienvolumina gebildet sind, zu verwenden; wenn aber
diese Zeitmittel über das Portefeuille ausgemittelt werden, so sind die

«verallgemeinerten Gewichte» 77^/77 zu benutzen (siehe Anhang).

c^ Der aZZgremeiwe FaZZ uow eerZraz/sweisen as-7/-(S<aZ7sZ7Zcen

Die allgemeine Formel 2) kann auch wie folgt geschrieben
werden
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5)

/m *, *) x.*+

wobei X-,

DM-P-A

n p

1=1 p./,

®*+**•*«>»

JV

z

1 "v V vund A \ —X.»
iT^i 77 m,,

mit 77„
D.+ -P-A

und 77 Y, 77,,
&=1

Wir haben also auch in diesem allgemeineren Fall ein gewichtetes
P. 2Ü

Mittel erhalten, das mit Glaubwürdigkeitsfaktor ——

die Erfahrung aus dem zu tarierenden Vertrag berücksichtigt und
mit dem komplementären Gewicht die Erfahrung aus dem Portefeuille.

Die Schadensätze X.,, werden zudem durch Multiplikation mit —-
m,,

auf die Vertragsbedingungen des k. Vertrages transformiert, nachher

geht man prinzipiell gleich vor wie im Spezialfall b). (Man beachte

allerdings die leicht modifizierte Form von 77,,).

7. Optimale Schätzung bei unbekannter Strukturfunktion —

Fall der einheitlichen as-if-Statistik

Wegen der einfachen Form unserer Schätzregel bildet die Berech-

nung von (iß, X, 91) keinerlei rechnerische Schwierigkeiten, voraus-
gesetzt, dass die Zahlwerte für m,, 7?j,[//(#, oj], o,,)]

und w,, Var£,[,«(#, p,,)] bekannt sind. Wo diese a priori Information
fehlt, stellt sich die Frage, wie diese Werte auf Grund der Beobachtun-

gen zu bestimmen seien. Die hier skizzierte Schätzmethode hat den

Vorteil verteilungsfrei zu sein, bringt aber gewisse Schwierigkeiten an-
derer Art mit sich. Um diese Schwierigkeiten nicht all zu sehr in den

A'ordergrund zu rücken, behandeln wir deshalb nur den Fall der em-
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/jeiiZic/ien as-i/-Sfafis<ik. Damit beschränkt sich unsere Aufgabe auf die

Bestimmung der beiden Grössen u Bu[<H (#, g)] und i«=Var (#, g)].
Intuitiv hat dabei v die Bedeutung eines Masses der FariabiZifäf

der Pckadensätee inuer/icdb eines Fertrages während w die Faria5i?ifä<
der Sc/iadensätee 2u;iscken den Feriräjfen ausdrückt. Je grösser îo desto

heterogener das Kollektiv ; insbesondere bedeutet to 0 Homogenität
des Kollektivs. Es ist nun naheliegend für die Schätzung von i? und to

die folgenden statistischen Abweichungsmasse (nachstehend F und JF

genannt) zu betrachten.

aj F beobachtete mittlere quadratische Abweichung vom Vertrags-
mittel

1 v I » p 1 p
_ v v ex — y h _ _ v _»*
-\t T) * ZÄ -**'/»/ -XT/ Ï \ X i 73Afri n —1 P A(n-l) P

1 - P.

JV(n—1) - Py

5j IF beobachtete mittlere quatratische Abweichung vom Gesamt-
mittel

"--h_ g
5» _ _J„g ^*

mit

Z=1 Z=l-^-fr Ä=1 Z, 7i ^

und P 2^x=2^"
Ä=1 Z,Ä

Wir berechnen nun die Erwartungswerte von F und IF, wobei

wir statt B[-, $g> ••• ß] kurz g] schreiben.



— 126 —

aj Es ist dann für F :

A>—î) ®[F|#,e] S vI.A. ^ I "MA

_ X
A. P.

f*(#a> e) +
g)j

61 Pf"'" P., ]

n — 1

ŷ^('Ve)
i Ä=1

— -» ff® (# o)
(Man beachte, dass wir die Beziehung Var [X.jJ#, g]

*"
ver-

P-A

wendet haben, die leicht aus den in Abschnitt 3 und 5 gemachten An-
nahmen hergeleitet werden kann.)

Schliesslich erhalten wir F[F|o] —',
was bedeutet, dass die Grösse F eine erwartungstreue Schätzung für

V

— ist.
P

bj Andererseits ist für W

(nN-1) P[TF|#,e] 2> fp*to, e) + 1-(s %p(^A. É?)

i A r ïa j \A=1 r"

(*,<>)

N p / If P \2
S -^p*(#a>e)— 2 ~ir p (^a.
ä=i ~ y^=i -r y
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das heisst,

(«IV-1) P[TD|g]

Die Grösse TD ist also eine erwartungstreue Schätzung für die

« ~ 1 ^ P. / P. \Linearkombination h 77«.' mit PI V * 1 ].
P ntf—l£=i P \ P/

Zusammenfassend ist also

A" P A p2
V —— (m^ + «'} — m- — V —-- w + (nH—1) —
Ä=i ü ' ' à P ^ ' P

„ A p
(niv-i) „ «-V //

/i= i -t

6)

F
p

+ 77w TD
p

wenn wir û und w für die Schätzwerte von « und u> schreiben (siehe

Anhang).
Nun sind diese Schätzwerte û und to zwar erwartungstreu (als

lineare Funktionen der F und TD) und können zudem, wie wir eben ge-
sehen haben, leicht auf Grund der Beobachtungen F und TD ermittelt
werden. Ein Nachteil der hier vorgeschlagenen Methode besteht jedoch
darin, dass der Schätzwert w für die nichtnegative Grösse w

Varj,[p(#, g)] immer dann negativ ausfällt, wenn TD < F gilt, und die-

ser Fall kann tatsächlich eintreten wie folgende Überlegung zeigt: Es

ist

" - ïïèï§ > <*»-«• " STT g T «r-**+

+ ^ (Ä.„-~ZÜ, das heisst,
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IF < F ist gleichbedeutend mit

IP 1 N P

2 -£(*»-£»>" + -TT-T S s - (ï •

nN-lfn' P nï-1 ftt'i P

1 _ P
2<3^5-;^-^

N P AT 1 P

S -F < sn^i) g T «*"*•*
was beispielsweise für X •,, A' unabhängig von Ii und =fc X-/, für
mindestens ein und Ii immer erfüllt ist.

Damit sind wir unversehens mit der Problematik negativer
Schätzwerte für Yarianzkomponenten konfrontiert (siehe z.B. [3]), auf
die wir hier nicht näher eintreten wollen. Folgende Regel sollte für die

Praxis genügen:

1. falls TF > F wähle obige Schätzwerte û und wj

2. falls FF X) F setze w 0, d.h. benutze die «homogene Schätzre-

gel»

P
/ifc (iß, 3£, SR) X 2 (Durchschnittssatz über das Porte-

feuille für alle Verträge 7i)

Die intuitive Begründung dieser Regel ist offensichtlich : Falls FF

< F ist, so stützt die Statistik die Hypothese, dass die Verträge einem

homogenen Kollektiv entnommen seien.

Am Rande sei vermerkt, dass man statt der hier gewählten vertei-
lungsfreien Schätzmethode in der Tat durch zusätzliche Voraussetzun-

gen über den Verteilungstypus der Schadensätze ein anderes Schätz-
verfahren angeben kann, welches direkt zu nichtnegativen Schätzwerten
für îû führt. Wir halten aber die verteilungsfreie Methode mit der am
Schluss zitierten Zusatzregel für interessanter.



— 129 —

Anhang

Ein Zahlenbeispiel

2. Die r>on/e(/e&ewe S'taiisiifc

Im Sinne eines konkreten Beispiels stellen wir uns bei der folgen-
den Statistik einerseits vor, dass es sich um die Daten eines Haft-
pflichtschadenexzedentenportefeuilles handle, welche die üblichen
Korrekturen für Schadeninflation, Tarifänderungen und inadäquate
Schadenreservierung bereits enthalten und andererseits, dass alle
Schadensätze bezüglich desselben l.Bisikos und derselben Deckungs-
summe gemeint sind (einheitliche as-if-Statistik). In Zahlen sieht dann
eine solche Statistik etwa wie folgt aus :

Bruttoprämien P (in Mio) und Schadensätze X (in %) des Yer-

trags 7c im Jahr 7

Vertrag: fe 1 /t 2 lt 3 Tt 4 11: 5 /i : 6 7i 7

P A" P A P A P A P A P A P A
Jahr:
1 5 5 0.0 14 11.3 18 8.0 20 5.4 21 9.7 43 9.7 70 9.0
1 4 G 0.0 14 25.0 20 1.9 22 5.9 24 8.9 47 14.5 77 9.6
1 3 8 4.2 13 18.5 23 7.0 25 7.1 28 6.7 53 10.8 85 8.7
1 2 10 0.0 11 14.3 25 3.1 29 7.2 34 10.3 Gl 12.0 92 11.7
1 1 12 7.7 10 30.0 27 5.2 35 8.3 42 11.1 70 13.1 100 7.0

41 3.1 62 19.5 113 5.0 131 7.0 149 9.5 274 12.1 424 9.2

wobei in der imtersten Zeile für jeden Vertrag 7i

5

die Gesamtprämie P.^ V P^ und
i l

5 p
der mittlere Schadensatz X.& 2 —

i i-f-Ä

ermittelt sind.
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Für das ganze Schadenexzedentenportefeuille erhalten wir damit
7

ein Bruttoprämienvolumen P V, P. ^ von 1194 Mio und
/t=l

7 p_ _einen mittleren Schadensatz X V —- X.,, von 9.6%
a=I P

2. OpZimaZe ScMteim«/ bei bekannter S'fritfcbur eZes ZoZZe/teies

Wir nehmen an, dass die in der Formel 4)

P., re Ü

/P ($, -ï- 2) V., - - X
ü + P.jta rtf.jtf

auftretenden Parameter ® und îe bekannt seien und die Werte

» 209.0 • 10"* und to 12.1 10"'

annehmen. In der Praxis können solche Zahhverte beispielsweise auf
Grund umfassender Gemeinschaftsstatistiken ermittelt werden, für
unsere Zwecke haben wir hier für « und w einfachheitshalber die unten-
stehend nach den Methoden in Abschnitt 7 berechneten Schätzwerte û

und là gewählt.

P.jM)
Zunächst ermitteln wir die Grössen y. für 1,2, ...7

« + p.re
II V '

und —? — mit Y 7, y für 7i 1, 2, 7.
II y /i-1

Einsetzen der Zahlwerte liefert

fr=l fr 2 Ii 3 fr 4 fr 5 fr 6 fr 7

W» (in %) 70.4 78.2 86.7 88.4 89.6 94.1 96.1

n/y (in %) 11.7 18.0 14.4 14.6 14.8 15.6 15.9

Damit erhalten wir für die globale Schadenerfahrung

7 TT'biZ 2 TT Z.ft
/i=i -LJ-
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den Wert 9.4% (Man beachte die verschiedenen Werte für X und X
und können die Credibility-Prämie ^ (iß, X, g) für ä 1, 2, ...7 be-

rechnen gemäss

+ (1 —7ä)Z

Einsetzen der Zahlwerte liefert schliesslich die folgende Zusam-

menstellung

Vertrag Nr. Is 1 Ä 2 ?i 3 /i 4 5 /t 6 7

DurchschnittsprämieX 9.6% 9.6% 9.6% 9.6% 9.6% 9.6% 9.6%

Credibility-Prämie 5.0% 17.3% 5.6% 7.3% 9.5% 11.9% 9.2%

individuelle Prämie A% 3.1% 19.5% 5.0% 7.0% 9.5% 12.1% 9.2%

<3. PcMtewwjr der Parameter wnd re

Auf Grund der Statistik berechnen wir die Zahlwerte

S XT 107.6 • 10% 2 ^ X?» 102.7 • 10% X* 92.2 • 10-"

sowie 2 %T ^
Damit ist

IP 1 7 p £

F — 2 X?j V - x% - 0.175 • 10-"
28 ^ P '* 28 ^ P * 1194

und 17 — Y, — X* - — X* 0.4529 • 10""
34 ^ P 34

î 0.781
H W

1194 34

woraus wir schliesslich unter Verwendung von 6)

û 209.0 • 10-"

und w 12.1 • 10"" erhalten.
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Zusammenfassung

Es wird eine Formel entwickelt, welche für die einzelnen Risiken innerhalb
eines heterogenen Portefeuilles eine erfahrungsgemässe Prämie liefert. Diese Prä-
mie wird als gewichtetes Mittel der Kollektiverfahrung und der individuellen Er-
fahrung erhalten. Mit «Glaubwürdigkeit» (Credibility) bezeichnen wir dabei das der
individuellen Erfahrimg zugeordnete Gewicht. Während der Subjektivist dieses

Gewicht als Ausdruck seines «Underwriting Judgement» auffasst, zeigen wir hier
mit einer allgemeinen Methode, die gleichermassen für die Direkt- und Riickversi-
cherung anwendbar ist, wie die Glaubwürdigkeit aus den statistischen Daten ob-

jektiv geschätzt werden kann.

Riassunto

In questo articolo abbiamo sviluppato una formula per calcolare il premio per
un rischio individuale che si trova in un portafoglio eterogeno. Per tale premio si

trova una media ponderata délia sinistralità del portafoglio intero e della sinistra-
lità del rischio individuale. Secondo si usa, denominiamo «credibility» il peso che

eorrisponde alla statistica individuale. Mentre i «soggettivisti» vedono questa «cre-

dibility» corne un modo per esprimere il loro «underwriting judgement», vogliamo
dimostrare che questa nozione puô essere interpretata statisticamente e diamo un
metodo generale (applicabile al caso dell' assicurazione e della riassicurazione) per il
calcolo dei fattori di «credibility» nella pratica.

Résumé

Dans la présente note est développé une formule pour le calcul de la prime
d'un risque individuel parvenant d'un portefeuille hétérogène. Pour cette prime on
trouve une moyenne pondérée entre la statistique de sinistre du portefeuille entier
et celle du risque individuel. Nous appelons d'habitude «credibility» le poids qui



— 133 —

correspond à la statistique individuelle. Tandis que les subjectivistes voient la «cre-

dibility» comme un moyen d'exprimer leur «underwriting judgement», nous prou-
vons ici que cette notion peut être interprétée du point de vue statistique et nous
développons aussi une méthode générale (qui comprend les cas de l'assureur et du
réassureur) pour le calcul des facteurs de «credibility» dans la pratique.

Abstract

We are developing a formula for the calculation of the premium of each indi-
vidual risk within a heterogenous portfolio. This premium is found to be a weighted
average of the portfolio experience, on the one hand, and the individual claims ex-
perience on the other. The weight corresponding to the individual experience is cal-
led credibility as usual. Whereas the subjectivist sees «credibility» as a means to
express his underwirting judgement, we shall prove here that this notion can be in-
terpreted statistically and we also give a general method (including both the case of
insurance and of reinsurance, for the calculation of credibility factors, in practice.
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