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B

Wissenschaftliche Mitteilungen

Modell eines Bestandessystems

Von H.Tiirler, Bern

In unserer Umwelt betrachten wir Vorginge, deren Gesetzmiissig-
keit wir nur beschreiben konnen, wenn wir von Sekundareinfliissen ab-
sehen und den wesentlichen Komponenten des Prozesses zahlenmissige
Angabenzuordnen. Damitist dereffektive Vorgang zumModell geworden.

Es lassen sich viele Fille angeben, wo der Zustand y eines solchen
Systems zur Zeit ¢t durch dessen Zustand y, zur Zeit t = {, eindeutig
bestimmt 1st. Als Beispiel sei etwa die funktionelle Bindung fiir die
Amplitude einer schwingenden Feder erwihnt, die bei gegebenen An-
fangsbedingungen immer genau eine Lésung liefert.

Anders ist es, wenn wir als Ausgangspunkt unserer Betrachtungen
verschiedene Versicherungsbestinde (wie z. B. Aktive, Witwen, Inva-
lide usw.) wihlen, deren Umfang wir in der Gegenwart kennen und
uns fragen, wie gross ihr Zustand nach einer gewissen Anzahl Jahren
sei. Hier ist es nun nicht moglich, wie im obigen Beispiel, eine Funk-
tion anzugeben, die uns genaue Resultate liefert, da die mannigfaltigsten
Ursachen bestimmen koénnen, ob jemand z. B. invalidiere oder nicht. Es
treten zeitliche Schwankungen zufélliger Natur auf. Aus diesem Grund
sollen sich die folgenden Ausfithrungen darauf beschrinken, zeitabhén-
agige Wahrscheinlichkeiten der gesuchten Bestandesumfinge anzugeben.

Allgemein sollen n Bestinde als gegeben betrachtet werden, zwi-
schen denen auf Grund stetiger Ubergangsintensititen in der zeit-
lichen Folge Uberginge stattfinden. Betrachtet werden N Personen,
die sich geméss einer Anfangsbedingung tber die verschiedenen Be-
stinde verteilen. Die Summe sédmtlicher Personen aller n Besténde ist
zu jedem Zeitpunkt gleich N, was keine Einschrinkung der Allge-
meinheit 1st, da natiirlich in emnem bestimmten Modell nicht alle n Be-
stinde betrachtet werden miissen.
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Definition des Systems

Gegeben sel eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mittels der Zahlen-

folge Pyt t) (y,=0,1,2,...,N) mit den Bedingungen

Py,...vn () =0;

2 2 2 P =1,
y1—0 yn—O

wobei p, . (t) die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, dass zur Zeit ¢ im
Bestand X (t) = yq, ... X,,({) = v, Elemente vorhanden sind.

Pygen O = PO =Yoo X)) = 0] (1)
Die Wahrscheinlichkeitstunktion p, ., (f) setzen wir immer dann
Null, falls mindestens ein X, (f) negativ ausfallen sollte. Im Sinne unse-
rer Interpretation wére nédmlich X, (1) < 0 gleichbedeutend mit dem
Vorkommen negativer Bestinde, was praktisch nie vorkommen wird.
Wir wollen im folgenden annehmen, die betrachteten Bestdnde
kénnen im Zeitintervall dt nur um die Einheit zu- oder abnehmen. In
der Zeit dt kann z. B. im Aktivenbestand einer Versicherungsgesellschaft
hochstens ein einzelner sterben. Die Wahrscheinlichkeit, dass 2 und
mehr Versicherte sterben, wird Null gesetzt. Der Fehler, den wir
dadurch begehen, strebt mit d¢t - 0 auch gegen Null. Ein solcher Pro-
zess, bei dem im Intervall dt nur Ubergiinge in den nichsthoheren oder
nichstniedrigeren Zustand moglich sind, wird allgemein Geburts- und
Todesprozess genannt.
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Fir das Zustandekommen des Zustandes Z, , bestehen folgende
(n (n—1) 4+ 1) Méglichkeiten:

1. Der Prozess erreicht wihrend des Zeitintervalles (1, ) den Zu-
stand Zyl---yy+1---yv_1-»-yﬂ’ wofiir die Wahrscheinlichkeit Py Ly 1ot ()
ist. Dann erfolgte wiahrend des Zeitabschnittes (¢, + dt) ein Ubertritt
aus dem u-ten in den v-ten Bestand; die Wahrscheinlichkeit dafur ist

(y,u_l_ 1) O-;w(t) dt

Da nun x und v alle Werte von 1 bis » annehmen kénnen ausser
u =0, erhalten wir hier n (n—1) Félle.

2. Der Prozess ging wihrend des Zeitabschnittes (¢, t) in den Zu-
stand Z, -~ tber; die Wahrscheinlichkeit daftr st p, . (1), Wih-
rend des Zeitabschnittes (¢, ¢ -+ dt) erfuhr der Zustand keine Verdnde-
rung mehr; die Wahrscheinlichkeit dafir st

n n

L3

(1=3 3 o)
p=1v=

U
Hieraus folgt das Gleichungssystem

<

n n

Dy, dt) = ( 1— > > y,0,0) dt) Py B+

u=1 v=1

pFE
+Zz yy+1 xw()dtpy; Yyt gy L. Un(t)

u=1 v=1

P

Lésen wir dieses System nach

pyl...yn (t—Jf_ dt) - pyl...yn (t)

dt
auf und fithren den Grenziibergang dt - 0 durch, so resultiert
d X
a Py @ _“,S_;‘l < Yo (D) Py ) +
mFE0

+ Z ZJ ( 3 i 1)0 ()Pyl...y‘u+1...yv—1...yn (t) (2)
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Unsere Aufgabe wird es sein, dieses Differentialgleichungssystem
zu lo6sen. Hierzu bedienen wir uns der erzeugenden Funktion 1. Art.

(e8] o0
G0 8 8) = S oo Sy () STt (3)
y1=0 Yn=0

Erweitern wir Beziehung (2) mit s%'...s" und summieren ber
;... 1,, S0 resultiert

6 n n a
(S ey S t) = DD 0, (1) (5,—8,) —— G Sy ey Sy ) (4)
ot n=1 =1 58“ ‘

BF v

Wir haben es bei der obigen Differentialgleichung mit einer linea-
ren homogenen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zu tun.

Es 1st fur die folgenden Betrachtungen zweckmaéssig, die erzeu-
gende Funktion II. Art

(l) el121  pYnzn (5)

einzufithren. Diese Funktion erfiillt die Beziehung

n

G (2, s2t) = > 2, B[ X, ()] + 1/2 D D,z cov [X, (1), X,(0)]+1/2

n=1 u=1 v=1 .
pF ;zivar[Xﬂ(z‘)]qL..., (6)
was aus dem allgemeinen Taylor-Ansatz gefolgert werden kann,
wenn man G(u;+ 2y,..., U, + 2,,t) entwickelt und u;,=..=1u,=0
setzt. In dieser Beziehung bezeichnen wir den Erwartungswert sowie
die Varianz des u-ten Bestandes mit K[ X (f)] bzw. var [X ()] und die
Kovarianz je zweier Bestinde mit cov [ X, (2), X, (t)].
Wird die partielle Differentialgleichung (4) in der erzeugenden
Funktion II.Art ausgedriuckt, so resultiert, unter Bertucksichtigung
der Substitution s, = ¢*# nach einigen Umformungen,

O Glaprrtnt) = D, D oull) (1) G ez ). (1)
(3t u=1 v=1 (5

/

pFv

n
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Es wird unser Bestreben sein, die gefundene Beziehung (7) mit der
allgemein giiltigen Reihe (6) zu vergleichen. Zu diesem Zweck hat man
(7) nach z zu entwickeln. Da uns quadratische und héhere Terme in z
keine zusatzliche Information liefern werden, konnen wir diese ver-
nachlédssigen.

--—-—G(zp---,zmt)=i2 o(t) (22, - }G(zl,---,z,,,t)nt-.- (8)
=1
M

Ersetzen wir noch die partiellen Ableitungen auf der rechten Seite
gemiss (6), so resultiert bet alleiniger Beriicksichtigung konstanter und
linearer Terme 1n z

EG(ZI, z,t):iiaw(t)zuE[Xﬂ(t)] ZS%( 2, E[X,([t)]+ ... -

ot p=1 n=1 v=1
B B

<
I
—

Leiten wir ebenfalls die Beziehung (6) partiell nach ¢ ab, so folgt
durch Vergleich der Koeffizienten von z

d n
= BIX,( J_ZQMIWX]—EM ]%%ﬂ) (9)

u#v pE

Geméss dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fur lineare Diffe-
rentialgleichungssysteme hat das Anfangswertproblem genau eine
Losung, da die Koeffizienten in allen endlichen Intervallen stetig und
damit beschrinkt sind.

Verteilung des Systems

Wir stellen die Behauptung auf, die zeitabhingige Wahrschein-
lichkeitsfunktion (1) sei muwltinomialverteilt, d.h. es gelte

N' _
— P (t)yl‘ o+ P (t)yn’ (10)

t v
py1---yn( ) ‘rma

mit der Anfangsbedingung py,, . (0) = 1.
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Den Beweis erbringen wir, indem wir die erzeugende Funktion
der Multinomialverteilung

n

n \N
o(61mrsai ) = (1= 3 B0+ 2 5,05 (1)
i=

e

1=1 /

als Losung in die partielle Differentialgleichung (4) einsetzen, wo-
durch eine Identitdt resultieren muss. Wir erhalten

1= 1= u=1 v=
pFE0

: d _ _
wobei fir — p; (f) = p;(t) gesetzt wurde.

dt
Stimmt die Behauptung, miissen auch die Erwartungswerte
E[X,(t)] diejenigen einer Multinomialverteilung sein, d.h. E[X ()] =
Np,(t), womit aus (9) folgt

iﬂWzg%mmw%ﬁm;%w» (12)
pF0 pF

Setzen wir diese Beziehung oben ein, ist der Beweis erbracht. Die
Eindeutigkeit der Losung von (4) ldsst sich mittels der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen ebenfalls leicht erbringen.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion (1) ist somit durch (10) bestimmt.
Das multinomiale Verteilungsgesetz bestimmt uns ebenfalls die ge-
brauchlichen statistischen Masszahlen, die sich alle als Funktion von
p;(t) darstellen lassen. Wir sind somit bei Kenntnis aller p;(¢) vollum-
ténglich iiber unser System informiert.

Trotzdem das lineare homogene Differentialgleichungssystem (12)
erster Ordnung fiir konstante Koeffizienten prinzipiell gelost ist, stos-
sen wir doch beil der Bestimmung der Eigenwerte im allgemeinen auf
Schwierigkeiten. Fiir variable Ubergangsintensititen lisst sich (12)
nur fir Spezialfille 16sen.

Berechnung der p; (t) fiir Spezialfille

1. Ordnung der Lebenden und Gestorbenen

My
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Wir wollen das hergeleitete Differentialgleichungssystem (12) fiir
den einfachsten nichttrivialen Fall betrachten, wo alle Ubergangsin-
tensititen identisch Null verschwinden, ausser o 4(t), die wir gleich der
Sterblichkeitsintensitit y, setzen. Zusitzlich nehmen wir fir die fol-
genden Betrachtungen an, dass in jedem Zeitpunkt Alter und Zeit
dquivalent seien, d.h. im Zeitpunkt ¢, alle Personen das Alter t, auf-
wiesen.

Das Gleichungssystem (12) nimmt hier folgende Form an

Py (1) = —py P (1)
]_),;(t) = u;p(t).

Durch Integration dieser beiden Beziehungen resultiert bei elner
Anfangsbedingung p,(t) ;-0 =1

t
*fﬂedo
g 0

p1(t) = ; Palt) = 1—pa1(t)-

2. Zusammengesetzte Ordnung mit n-1 versicherten Ereignissen

a5(t) a1

Ula(t) 0'15@)

Als Ausscheideursache aus dem Bestand X, () gelte nicht nur Tod,
sondern weitere, wie z.B. Invaliditit, Krankheit usw. Als Ubergangs-
intensititen fallen lediglich die o, (t) {=2,38,...,n In Betracht, womit
sich das Differentialgleichungssystem (12) wie folgt vereinfacht

B (1) =— (@12 (8) + o + 010 (8) P (1)
P = o) Pl 2= =,

Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung py(f) =1 er-
geben sich die nachstehenden Ausdriicke
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t n
_f 3 61,(6) d0

= 0 v»=2

pi(t) =e

T™n
_f N oy,(0)do

¢
’f’g(t):f% (r)e * ** dr; 2= (<.
0

Sind die verwendeten Ubergangsintensititen o, () = o,, = kon-
stant, d.h. nicht mehr von der Zeit abhiingig, so lauten die gesuchten
Werte

—Z O'IU t
pi(t) =e v
— § G’Ivf
_ 1—e "2
pe(t) =0y, = 2=C<n
Zalv
=2

3. Ordnung der Aktwen, Invaliden und Gestorbenen

X, (0 K

i
vy Hy

Es sel nun moglich, nicht nur direkt zufolge Todes in den Endbe-
stand X;(f) auszuscheiden, sondern zuerst in den Zwischenbestand X,(t)
zu invalidieren und hernach auszuscheiden. Werden in Anlehnung an
die gebrduchliche Bezeichnungsweise die vorkommenden Intensititen
049(t) = v,, 045(t) = u® und o,,(t) = u} als einzige 0 ,,(t) = 0 gesetzt, so
nimmt das Gleichungssystem (12) folgende Form an:

Py () = — (i +v,) Pa?)
13.;. (t) _.“2 Pa(t) + v, P (1)
P (t) Py () + i Da (1)

I
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Mit der Anfangsbedingung py(f).,_o = 1 erhalten wir durch Inte-

gration
i

- J (.ug +96)40

p(t) =e °
i T
wf;t;dﬂ i f(,u:;—_ug——vﬂ) do
Py(t) = ¢ ° ffu,eo dr

0

Ps(t) = 1—p,(t) — pa(D)-

Fir den Spezialfall konstanter Intensititen u® u' und v verein-
fachen sich die gefundenen Ansétze zu

Py (t) = e—(u®+o)t

v .
B (t)= (=40 — gmat)

Cu—pt—v

4. Ausscheidung mit n— 1 Zunschenbestinden

Es soll die Verallgemeinerung untersucht werden, dass der An-
fangsbestand von N Personen, d.h. X,(t) ,_,= N, vor dem Ubergang
in den Bestand der Toten X in n—1 Zwischenbesténde mit den zuge-
horigen Intensititen ¢, (f) tibergehen konne. Setzen wir in System
(12) ausser o,(f) = 0 und o,,(t) # O alle tibrigen o,,(f) = 0, so erhilt
man folgendes Gleichungssystem:



Durch Integration resultiert

t n

- [)_? 0,,16)d0
0 v=2

t T Tn
— [ oggl0)d0 1 J 0z p(0)d0 _f 3 oy,(0)d0

p()=¢e?’ o (7)€ e 0 =2 dr; 2<¢<n

[=]

5. Fortlaufende Ubergiinge mit Beriicksichtigung der Ausscheidung
zufolge Todes

—_—
ag5(t)

Ausgegangen werde wieder vom Bestand X,(f), der fir t = 0 N
Mitglieder aufweisen soll. Wir studieren hier das Modell, dass jeder
vorhandene Bestand nur aus dem vorhergehenden entstehen kann,
wobel neben der Anderung des Zustandes X, - X, ., auch das Aus-
scheiden X, - X vorkommen kann. Gemdss Voraussetzung sind nur
0 r41(t) 7 0 und o, (f) # 0 und sonst alle ¢,,(f) = 0. Somit nimmt
das Gleichungssystem (12) folgende Form an:

ﬁ (1) =—(o12(t) + 0'1:;:@)) Pa(t)
ﬁ’(t) - O-r:—l.C(t) ?—7;—1 @) — (G-;, ¢+1(t) iy, (t) I_): @;2=l=mn
Pp(t) = 015 (1) D1 () 4o g (1) D (D).
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Die Auflosung dieser Beziehungen fithrt auf die Wahrscheinlich-
keiten
t
— [ (o15(0)+51(0)) 20
pr)=e °

t

I(UC t+1(6)+0 C 1 g_LLl

pe(t) =e ° / L2=c<n
v=1 0

‘

[ 0 p 1, mo 42000+ 0sy 1, Oy ot 1002y, (O dE

mib w(v) =0, r iy (b)) e’

und dt = dt,...dt,_, wobei o, . (f) =0 ist.
Pp()=1— 2 7 (1)

Fir den Fall konstanter Intensitiaten erhalt man

Py (t)= e CPr2torglt

. ¢ —(o oy +O
_ 1 e\, pt1 T ng) o< <n
pe(t) = (-1 [ 05104 Z 3 =T
A=1. i —_—
L H (G#'u+1 w O'#w _Gv,v+1 —Ju(p) Un,n+1 =0.
vFEU

Wir wollen nun eine Nutzanwendung dieser Untersuchungen auf-
zeigen. Gegeben seien die beiden Bestdnde der Aktiven und Invaliden,
aus denen die Mitglieder ausser der Invalidierung und Reaktivierung
noch zusétzlich durch Tod ausscheiden.

Uy

Invalide

Tote Tote
Aktive Invalide
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Bei variablen Ubergangsintensititen fiihrt die Berechnung dieser
Gréssen auf eine Differentialgleichung von Riccati, die im allgemeinen
nicht l6sbar ist. Auf unser Modell iibertragen, ldsst sich die Problem-
stellung jedoch wie folgt formulieren:

Invalide ¢t
X, =%

Invalide
Xa(D)

vy

X, ()

Die N Aktiven der Ausgangsbestandes X(t),,_, = N kénnen ent-
weder mit der Ubergangsintensitiit v, in den Bestand X,(#) invalidieren
oder mit der Sterblichkeit z¢ in den Bestand X (t) absterben. — Die In-
validen ihrerseits kénnen mit der Ubergangsintensitit s in den Be-
stand X,(t) reaktivieren oder mit der Sterblichkeitsintensitat 4} in den
Bestand X_(f) absterben. Die Reaktivierten sind wiederum dem Aus-
scheideprozess der Aktiven unterworfen, ein Vorgang, der sich beliebig
oft wiederholen kann.

Der Erwartungswert der Aktiven ist demnach gleich der Summe
der Frwartungswerte aller Bestinde ungerader Ordnung, und derje-
nige der Invaliden entspricht der Summe der Erwartungswerte aller
Bestinde gerader Ordnung. Fir die Praxis ist die Annahme sicher
realistisch, jede Person kénne nicht mehr als zweimal invalidieren. Es
sei fiir einen Aktiven also moglich, primar mit einer Invalidierungsin-
tensitit v, zu invalidieren, sekundér mit der Reaktivierungsintensitit
s, zu reaktivieren und schliesslich endgiiltig zu invalidieren, wobei er I
jedem Augenblick unter dem entsprechenden Todestallrisiko steht.

Die Aktiven ergeben sich zu

E[Xl(t)] e E[Xa(t)] = N(ﬁl(t) e 153(’5) =

t s Iy . i _
—-f (ve 4 #g) do —“‘ (Dg%—,ug) de ts f ('!}0'5— ,ttguﬁg—;t S) ao tg f (;’0+p;—09‘#g)d8
4 Ne © 6, €0 JER dtydt

0 0
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Die Invaliden berechnen sich nach

E[X, O]+ E[Xy()] = N(Pa(t) + pa(t) =

to 4y

—f (;’g—mu’;',) e tp f(-’;'e-%-#g—vo“‘ﬂg) db
Ne © j v, €9 dt, +
0
ty ty iy 31
- / ,uéd@ iy f(yz—ve—ng) do i3 f(va -I—,ua——"e-—,uﬁ) ds tz f(g0~ 1 O—nto-—-,ua) db
+ Ne 0 v,, €9 ¢, €9 v,, €0

dt, dt, dt.

6. Reversibler Prozess mit Beriicksichtigung der Ausscherdung

Das Differentialgleichungssystem (12) mit der Anfangsbedingung
X1{t) ;-0 = N werde fiir folgenden Spezialfall untersucht:

Gl(t)

T e e X, ()
2

o5(t) (1)

X, (t) wird bei der versicherungstechnischen Betrachtungsweise im
allgemeinen dem Bestand der Aktiven entsprechen, der einerseits mit-
tels der Ubergangsintensitit o,,(t) = o,(t) nach X,(t) iibergeht (Invali-
dierung, Erkrankung usw.) und anderseits nach X,(f) geméss der
Sterblichkeitsintensitit oy 5(t) = o4(t) ausscheidet. Die Personen im Be-
stand X,(t) vermindern sich entweder zufolge Reaktivierung o, (f) =0,(t)
oder Todes 0,4(t) = 04(f). Somit haben wir fir die entsprechenden
Wahrscheinlichkeiten folgendes System zu betrachten:

Pi(t) =— (01(t) + 03(1)) D1 (1) + 02 (t) D (t)

Pe(t) =0y () Py () — (0'2 (1) +o3 (1)) Pa(?)
Ps(t) = o3 (t) Py () + 05() P2(t) -
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Durch Integration folgt

: f
= [ o1 +os()+ogonan ! = [ (1(0)+02(0)+05(0)) o
(=g 0 +J0‘2(‘E)6 4 dr
0

t T
! — [(o1(0)+0a()+o5(0))d0 T — [ osl0)a0
—-—faz(r)e 4 o3(T)e ™ drdr.

0 0

!
t — [ (01(8)+ 02(0) + o(0)) d0

232(1)'—"[0'1(7)3 T dr

T
{ _f (04(0)+0o(0)Log(0))dO T —f o3(6) d6
— |o(7)e f0'3(11)e 2 drdr.
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Zusammenfassung

Wir sind allgemein von einem Bestandessystem ausgegangen, in dem die einzel-
nen Elemente die Bestiinde als Funktion der Zeit wechseln. Unser primiires Bestreben
war es abzukliren, wie viele Elemente sich nach einer bestimmten Zeitspanne bei ge-
gebenen Anfangsbedingungen und stetigen Ubergangsintensitiiten in den einzelnen
Bestinden befinden.

Iin lineares Differentialgleichungssystem wurde hergeleitet, das zu jedem Zeit-
punkt den Erwartungswert der vorhandenen Bestinde angibt, sofern die Bestandes-
variationen die Voraussetzungen eines Geburts- und Todesprozesses erfiillen. Wie die
Untersuchungen zeigten, wird das ganze System von einer Multinomialverteilung be-
herrscht, womit auch die weitern Masszahlen wie Varianz und Kovarianz sich bestim-
men lassen,

Als Nutzanwendung wurde zuerst der Spezialfall nur zweier Bestiinde behan-
delt, namlich derjenige der Lebenden und Gestorbenen. Die bekannte Tatsache erwies
sich als zutreffend, dass dieses Modell eine Binomialverteilung befolgt. Als weiteres
Modell sei jenes erwiihnt, in welchem jedes Element vor dem Ausscheiden in den End-
bestand in einen der verschiedenen Zwischenbestinde iibergehen kann. Ebenfalls das
Modell der fortlaufenden Ubergiinge hat sich explizit auflisen lassen.

Am Schlusse unserer Ausfithrungen ist es gelungen, den reversiblen Vorgang
zweler Bestiinde — der in der einschligigen Literatur bereits bekannt ist — zu erweitern
unter Einbezug des einseitigen Ausscheidens zufolge Todes.

Literaturverzeichnis

Arley, N.: On the « Birth- and Death» Processes. SAT 1949.

Chiang, C.L.: Introduction to Stochastic Processes in Biostatics. New York 1968.
Kamke, E.: Differentialgleichungen. New York 1948,

van Klinken, J.: The Theory of Random Processes. MVSM 1959,

Lahres, H. Einfithrung in die diskreten Markoff-Prozesse. Braunschweig 1964.
Tiirler, H.: Versicherungstechnische Bestandesentwicklungen. Diss.






	Modell eines Bestandessystems

