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Zur Theorie der Primienstufensysteme

Von E. Straub, Hartford, Connecticut

Dieser Artikel ist eine Zusammenfassung meiner Dissertation, welche ich in den

Jahren 1967/68 unter der Leitung der Herren Prof. Buehlmann und Prof. Weinberg
ausgearbeitet habe [1]. Einige Grundgedanken dieser Arbeit sind hier zunéchst in
nichtmathematischer Sprache beschrieben; die in [1] verwendete mathematische
Terminologie wird erst im Schlussabschnitt benutzt.

1. Modell und Problemstellung

Wir betrachten ein Versicherungsportefeuille (beispielsweise ein

Autohaftpflichtportefeuille), das sich wie folgt charakterisieren lédsst:

a)

b)

¢)

a)

Die Portefeuillestruktur sei gegeben durch eine beliebige a priori
Verteilung;

die vom Risikoparameter (= mittlere Schadenfrequenz) abhingige
Verteilung der Schadenfrequenz eines Risikos ist beliebig, ab-
gesehen von einigen Fiéllen, in denen ein Poisson-(Gesetz voraus-
gesetzt wird;

die Verteilung des Einzelschadenbetrags ist beliebig, aber fiir alle
Risiken dieselbe;

jede Jahrespriamie ist abhdngig von der Anzahl, nicht aber vom
Betrage derjenigen Schiden, welche vom betreffenden Risiko im
Laufe der Vorjahre der Versicherungsgesellschaft definitiv ange-
meldet wurden. Wir sprechen im folgenden von einem theoretischen
Pramienstufensystem, wenn die Abhédngigkeit zwischen Prémie
und Anzahl Anmeldungen linear ist (2], [3]) und von einem prak-
tischen System, wenn es sich um eine Bonus-Malus-Skala von der
Art des schweizerischen Autohaftpflichttarifs handelt ([4], [5]).
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Im Rahmen dieses Modells stellen sich insbesondere die folgenden
drei Probleme:

A4 ) Konstruktion von beztiglich der Kriterien der Versicherungsgesell-
schaft optimalen Préimienstufensystemen;

B) optimales Verhalten der Versicherten gegeniiber einemvorgegebenen
Pramienstufensystem;

C') Wechselwirkungen, die entstehen, wenn die Gesellschaft und die
Gesamthelt der Versicherten je ihren optimalen oder vorgegebenen
Strategien nachleben.

Die obgenannte Dissertation, welche auf Buehlmanns Arbeiten
zum Problem 4 ) aufbaut, ist primér ein Beitrag zu B) und C), gehort
aber insofern wieder zu 4 ), als Pramienstufensysteme behandelt werden,
die auch nach Berticksichtigung des Bonushungers im Sinn von [2]
optimal sind.

Das Ziel der Untersuchung wurde nicht in erster Linie darin ge-
sehen, die verwendeten Verteilungen mdglichst gut den statistischen
Realititen anzupassen. Bs wurde vielmehr darauf geachtet, das Modell
moglichst allgemein zu halten, um vor allem diejenigen Zusammenhénge
1m « Spiel mit dem Pramienstufensystem» zu studieren, die nicht von den

spezifischen FEigenschaften ausgewéhlter Wahrscheinlichkeitsgesetze
herriithren.

2. Resultate

Im folgenden skizzieren wir einige Zusammenhénge, die sich aus
obigem Modell ergeben. Wie im Titel der Arbeit angedeutet, handelt es
sich hierbei um theoretische Resultate. Diese haben allerdings auch
praktische Bedeutung fiir jedes Portefeuille, dessen Risiken eine vom
individuellen Schadenverlauf abhédngige Prdmie zu bezahlen haben.

Wir werden diesen praktischen Aspekt untenstehend jeweils kurz disku-
tieren.

2.1. Beste Strategie des Versicherten gegeniiber exnem
vorgegebenen Pramienstufensystem

Das Optimalitatskriterium des Versicherten sei « Erwartungswert
der diskontierten Kosten (Pramien plus selber bezahlte Schiden) iiber
&
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eine bestimmte Anzahl von Jahren gleich minimal». Unter einer Strate-
gie des Versicherten verstehen wir eine Entscheidungsregel, die angibt,
welche Schiden der Gesellschaft definitiv angemeldet und welche selber
bezahlt werden sollen.

Es stellt sich heraus, dass die Optimalstrategien im allgemeinen sehr
kompliziert sind und unter anderem abhédngen von der Pramienstufe des
Vorjahres, von der Anzahl und Grésse der Schéden des laufenden Jahres
und vom Risikoparameter (den der Versicherte nicht kennt). Im Spezial-
fall der theoretischen Prémienstufensysteme kann jedoch gezeigt wer-
den, dass die Optimalstrategie aus einer einfachen « Schranken-Strate-
gie» besteht, bei welcher der Versicherte — unabhéngig von Primien-
stufe, Parameter und Anzahl oder Grosse eventueller weiterer Schiden —
einen Schaden genau dann der Gesellschaft zur Regulierung tiberldsst,
wenn dieser eine bestimmte Schranke iibersteigt. Letztere berechnet
sich — wie zu erwarten war — als die pro angemeldeter Schaden in Zu-
kunft zu erwartende Mehrpramie. Die Schranken-Strategien haben im
Rahmen der theoretischen Stufensysteme zudem den Vorteil, dass sie
nicht nur den Kostenerwartungswert, sondern generell die jedem belie-
bigen Schadenverlauf entsprechende Kostensumme minimalisieren.

Nach Bichsel [5] weicht der schweizerische Autohaftpflichttarif
fur die wichtigsten Fahrzeugkategorien und PS-Klassen nur gering-
tigig von den zugrundeliegenden theoretischen Primienstufensystemen
ab, so dass die disbeziiglich optimalen Schranken-Strategien auch bei-
nahe optimal sind beziglich der effektiven Bonus-Malus-Skala. Der
Versicherte kann sich auf Grund dieser Uberlegung fast-optimale
Schranken ausrechnen, die fiir die praktischen Bediirfnisse des durch-
schnittlichen Fahrzeugbesitzers geniigend nahe bei der effektiven
Optimalstrategie liegen durften.

Fir die Versicherungsgesellschaft ist die Kenntnis der Optimal-
strategien der Versicherten nur insofern wichtig, als sich daraus Schliisse
uber den schlimmstmdéglichen Einfluss des Bonushungers ziehen lassen.
Da sich jedoch in Wirklichkeit die Gesamtheit der Versicherten aus ver-
schiedenen Griinden nicht optimal verhélt, ist der praktische Wert
solcher Rechnungen nur gering.

Die Bestimmung von exakten Optimalpolitiken gegeniiber prak-
tischen Primienstufensystemen kann formal einfach mit Hilfe der
dynamischen Programmierung vorgenommen werden. Die dabei auf-
tretenden rechnerischen Schwierigkeiten sind allerdings erheblich.
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2.2. Der Einfluss des Bonushungers auf das technische Resultat
der Versicherungsgesellschaft

Unter dem technischen Resultat der Gesellschaft verstehen wir den
Erwartungswert der Differenz «reine Risikoprdmie minus Summe der
von der Gesellschaft zu bezahlenden Schaden». Dabei nehmen wir an,
dass die Gesellschaft die reine Risikoprémie nach einem im Sinne von [2]
optimalen Prédmienstufensystem berechnet habe und von der Hypo-
these ausgegangen sei, dass alle ithre Versicherten sémtliche Schiden
definitiv anmelden werden (Vernachldssigung des Bonushungereffekts
bei der Konstruktion des Pramienstufensystems). Was lasst sich unter
diesen Voraussetzungen uber das technische Resultat des ersten,
zweiten... Jahres sagen, wenn wir anderseits annehmen, dass die Ver-
sicherten in jedem Jahr dieselbe einheitliche Schranke anwenden ?

Die Antwort auf diese Frage ist aus Tabelle 1 ersichtlich, in welcher
die mittleren Jahresresultate pro Police fiir ein mathematisch einfaches
Modell dargestellt sind. Es 1dsst sich leicht zeigen, dass die folgenden
Eigenschaften nicht nur fiir dieses Beispiel, sondern auch fiir das ein-
gangs beschriebene allgemeine Modell Giiltigkeit haben:

a) Das erste Jahresresultat ist um so stérker positiv, je hoher die von
den Versicherten angewendete Schranke;

b) die Resultate nehmen fiir jede positive Schranke von Jahr zu Jahr
ab;

c¢) es gibt fiir jede positive Schranke ein «kritisches» Jahr derart, dass
die Resultate aller nachfolgenden Jahre negativ sind;

d) fir die Nullschranke (alle Versicherten melden alle Schidden an) sind
sdmtliche technischen Resultate gleich Null.

Fur den Fall, dass die Gesellschaft ber der Konstruktion ihres
Priamienstufensystems annimmt, dass die Versicherten einer positiven
Schranke nachleben, lassen sich dhnliche Schliisse ziehen. Siehe hiefiir
Tabelle 2, welche fiir dasselbe einfache Modell gilt, wenn die von der
Gesellschaft vorausgesagte Schranke gleich dem mittleren Einzel-
schadenbetrag ist. Auch dieses Bild ldsst sich fir das allgemeine Modell
beweisen: Die zu erwartenden Resultate nehmen von Jahr zu Jahr zu
oder ab, je nachdem ob die Gesellschaft den Bonushunger iiberschétzt
(vorausgesagte Schranke grosser als die von den Versicherten effektiv

angewendete Schranke) oder unterschiatzt (vorausgesagte Schranke
kleiner als effektive Schranke).
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Je weniger ein in der Praxis verwendetes Stufensystem von seinem
theoretischen Vorbild abweicht, desto mehr gleichen die diesbeziiglich zu
erwartenden Resultate den eben fiir theoretische Systeme gemachten
Feststellungen. Hieraus ldsst sich eine Bemerkung zur Bemessung von
Extrarabatten ableiten: Falls die Gesellschaft den Bonushunger unter-
schiatzt und falls die Anzahl der Jahre, wihrend welcher das Stufen-
system in Kraft sein soll, die Nummer des kritischen Jahres iibersteigt, so
miissen eventuelle Extrarabatte mit Vorsicht berechnet werden, da die
Gesellschaft in diesem Fall in den anfinglich «fetten» Jahren eine Re-
serve aufbauen muss fiir die nach dem kritischen Jahr noch zu erwarten-
den negativen Resultate.

2.3. Pramaenstufensysteme und Spieltheorie

Nach den in 2.2. angestellten Uberlegungen ist es naheliegend, das
gegenseitige Verhalten einer Gesellschaft und ihrer Versicherten als ein
Zwei-Personen-Spiel aufzufassen. Es handelt sich hierbei um ein Null-
summen-Spiel, falls das Resultat der Gesellschaft (Spieler 1) einerseits
und die Kosten der Gesamtheit der Versicherten (Spieler 2) anderseits
fiir dieselbe Zeitperiode definiert werden und falls im Diskontierungsfall
bei beiden Spielern mit demselben Zinssatz gerechnet wird. Unter Zu-
grundelegung verschiedener Strategienrdume (fiir beide Spieler aus-
schliesslich Schrankenstrategien; vier Félle, je nachdem ob Schranken-
dnderung von Jahr zu Jahr zugelassen wird oder nicht) wurden in [1]
solche Zwei-Personen-Nullsummen-Spiele fiir theoretische Stufen-
systeme und Poissonverteilte Schadenanzahl untersucht. Dabei liess
sich fir jeden dieser vier Fille die Existenz eines reinen Werts und die
Existenz von inf-sup-Strategien nachweisen. Bel Vernachlissigung des
Zinseffekts und unter der Voraussetzung, dass der Gewinn des Spiels
(= Resultat der Gesellschaft) iber einer Zeitperiode von mindestens drei
Jahren definiert ist, gilt:

Der Wert des Spiels 1st

— gleich Null falls keine Schrankeninderungen von Jahr zu Jahr
zugelassen sind,

— positiv falls solche Schrankenénderungen der Gesellschaft er-
laubt und den Versicherten verboten werden,
- negativ falls Schrankenéinderungen far beide Spieler oder nur

fiir Spieler 2 zugelassen sind.
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Da die Gesellschaft ein neu eingefithrtes Stufensystem wihrend
mehreren Jahren beibehalten muss und da das Verhalten der Ver-
sicherten als stationdr angenommen werden darf, kommt das Spiel mit
dem Wert Null der Realitit am nidchsten. Wahlt die Gesellschaft hierin
die inf-sup-Schranke, so resultiert ein Pramienstufensystem, welches
das mittlere Portefeuillerisiko minimalisiert ([2]) fir den Fall, dass sich
die Versicherten optimal verhalten, und welches zudem die Kigenschaft
besitzt, dass das zu erwartende Resultat der Gesellschaft unabhingig
von der Stiarke des Bonushungers positiv ist. Die praktische Brauchbaxr-
keit eines im letztgenannten Sinne optimalen Pramienstufensystems ist
natiirlich nur dann gewihrleistet, wenn die entsprechend berechneten
Préamien nicht allzu hoch ausfallen.

2.4. Zu den praktischen Pramienstufensystemen

Wahrenddem die Untersuchungen im Rahmen theoretischer Stufen-
systeme mit elementaren mathematischen Mitteln gefithrt werden
kénnen, muss bel praktischen Systemen von der Art des schweize-
rischen Autohaftpflichttarifs die Theorie der Markov-Ketten und der
dynamischen Programmierung zu Hilfe genommen werden. Es lassen
sich dann Algorithmen zur Bestimmung von Optimalpolitiken her-
leiten und einige allgemeine Zusammenhinge beweisen. Hingegen sind
auch in einfachsten Modellen keine konkreten Rechnungen mehr ohne
Computer moglich. Dies ist ein Grund, weshalb die bei den theoretischen
Systemen gewonnenen Resultate immer dann wertvoll sind, wenn die
effektive Bonus-Malus-Skala nicht «allzu stark» von einem theore-
tischen Stufensystem abweicht.

3. Schlussbemerkungen. Ein Beispiel

In [1] wurden die Beweise des Kapitels «Theoretische Pramien-
stufensysteme und Spieltheorie» unter der vereinfachenden Annahme
Poissonverteilter Schadenanzahl gefithrt. Es ist jedoch bemerkenswert,
dass sich in diesem Zusammenhang auch manche Uberlegung ohne
diese einschréinkende Voraussetzung anstellen lédsst. Als Beispiel hier-
fir berechnen wir im folgenden das Resultat R, (7,1) des n-ten Ver-
sicherungsjahrs fir beliebig verteilte Schadenanzahl, wenn die Gesell-
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schaft eine Schranke 7 voraussagt, wihrenddem ihre Versicherten die
uniforme Schranke ¢ anwenden.

Sei k fiir irgendein Risiko die Anzahl aller Schéden pro Jahr und &,
die Anzahl derjenigen Schiden pro Jahr, welche die Schranke z iber-
steigen. Wir schreiben fiir ein Risiko mit Parameter A2 (= mittlere
Anzahl Schiden pro Jahr)

o]

Prob[k=n|A]=p,(n), E[k|A]= Dinp,(n) =4

n=0

Sei ausserdem V(z) die Verteilung fiir den Betrag X eines einzelnen
Schadens. Dann ist

Prob [R =m I }. k= %] - ( Hm prm

wobel V=V(z) und H=H{z) =1—V(x).

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir

BIL|) = Sipl) Sm HV = H@ E|2) ()
Var k7] = 3 p,() 3, [m—AHP () H" V™™
= ,;i, 2 [m—nH +nH AHJ (") H" 7"
- ,20 pa(m)nHV + H2 Var[J|A]
also Var[k,|4] = H (z) V(z) E[k|4] + H2(z) Var[k| 2] @)

Nach [2] gilt im Rahmen der theoretischen Primienstufensysteme fir
die Primie F, ,(0) des (n + 1)-ten Versicherungsjahres fiir den Fall
7 = 0, d.h. wenn die Gesellschaft den Bonushunger vernachlissigt

P, (0) = ! [iwww]z@m)

n+1
n+x |j=0
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worin k') = Anzahl Anmeldungen aus dem Jahr j (k'© = 0)

p= f 14U (3), U(4) = Strukturfunktion

= f Var[k|A]dU (3) / f (A—p)2 dU (2)

E(0) = [yaV (y)
0
Nimmt die Gesellschaft im Gegensatz hierzu an, dass ihre Versicherten
eine positive Schranke 7 anwenden, dann rechnet sie mit einem Stufen-
system, dessen Pramie P, () sich wie folgt berechnet:

Pn+1 (1:) == 1 [é kgj) + xrlu‘t" E(T)

n+x|i=o

worin k) = Anzahl Schiden aus dem Jahr j, welche die Schranke =
iibersteigen (k! = 0)

u. = [E[k,|2]aU (3) = uH (2)

#y = [Var[k,|2]dU(3) | [ (B[k,|4]—p.)2dU (3)

L
() =g J 997 W

Nach (1) und (2) erhalten wir fiir s,

CHE@ V) [Ek|21d0 (3) + B2(x) [Var{k|2]dU (2 RGN

’ H(v) [ (E[k|2)—u)?aU (2) H(z) &

A2

. o n N
mit =, &= [Var[k|A]aU(3) wnd & = [(A—u)2aU(3)

Fir Poissonverteilte Schadenanzahl ist E[k|A] = Var[k|4] = 1 und
damit w = 62, so dass wir wiein [1]

’, =t
' H(r)t

erhalten.
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Ist die Annahme der Gesellschaft falsch, d.h. wenden die Ver-
sicherten die Schranke ¢ statt 7 an, so erhalt die Gesellschaft die Primie

1 "o
B ltl) = == [Zok(t’)-%-x,er E(ry n=0,1,2,...
T { 1=

Nun 1st fur ein Risiko mit Parameter A

von der Gesellschaft zu bezah-
R, (t.t;)=E [Pnﬂ(r,t) Il] — E | lende Schéden, wenn der Ver- |4
’ sicherte die Schranke ¢ anwendet
1

n—+x,

_ E(r)—AH () E(@t)

7

k) ll} + 2ty
=0

Piir das durchschnittliche Resultat pro Police erhilt man hieraus
Ryi(t.) = [ Bupy(xt:0)dU(3)

nH (t) + »H (7) + uV (z) [t?

nH (v) + »H (v) + puV (7) /12 H(r) E(r)— puH (1) E(?)

= p
n=01,2 ...

Fiir Poissonverteilte Anzahl ist » = u/t%, so dass in diesem Fall wieder
die in [1] untersuchte Formel resultiert.

Ohne an dieser Stelle auf den exakten Beweis einzugehen, bemerken
wir noch, dass sich nach einer Uberlegung von Buehlmann », x4 und 2
direkt auf Grund der beobachteten Anzahl Anmeldungen schétzen
lassen. Dies bedeutet, dass die Gewinnfunktion R, ,(7,{) auch dann
untersucht werden kann, wenn die Strukturfunktion und die Verteilung
der Schadenanzahl unbekannt sind.
Zum Abschluss berechnen wir R, | (z,1) fiir das folgende einfache
Modell: '

a) Die Struktur des Portefeuilles sei charakterisiert durch eine f-Ver-
teillung der Ordnung (1, 1), d.h.

61 (1—2) dA fir 0<l<1

al (A) =
@) 0 sonst
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b) tur die Schadenanzahl eines Risikos mit Parameter 4 gelte

p,(0) = 1—1 und p,(1) =2

¢) der Einzelschadenbetrag sei wie folgt Paretoverteilt

a7 () 2(zx+1)3dz fir =0
CB =
0 sonst

Es ist somit u = fsz(z) = f612(1—/1) di =1/2
2= fasz(z)-ﬁ,uz = IG)LS(LA) dA— p? = 1/20
42 :fvar[m]dU %) fz (1—2)dU (3) =

f 642(1—2)2dA = 1/5

[S4]

G
t

“
=4, =10

X
|

[&4]

1 4-+nH@E) +6V(r)
2 4+ nH (1) + 6V ()

und daher R, (z,t) = -H(t)E(z) —%—H (t) E(¢)

mit H(y) = (1+9)7, V() =yy+2)(1+y> and H(y) E(y) =
(1+2y) 1 +y)

Die nachstehenden Tabellen gehdren micht zu diesem Beispiel,
sondern wurden einfachheitshalber aus [1] iibernommen. Die diesen
Wertetabellen zugrundeliegenden Annahmen lauten: u = » = 1, Pois-
sonverteilte Schadenanzahl sowie dV(z) = 2(z+ 1) dzx tir x = 0.
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Tabelle 1
Wertetabelle fiir R, (T

R, (T) = durchschnittliches Resultat pro Police fiir das Jahr n, wenn die an-
gewendete Schranke gleich dem T-fachen mittleren Einzelschadenbetrag ist.

T=:0 T=1 T=2 T=3 T=4 T=135

n=1 0.00 -+ 0.25 + 0.44 + 0.56 + 0.64 + 0.69

n= 2 0.00 —0.13 0.00 + 0.10 + 0.18 —+ 0.21

n= 3 0.00 —0.25 —0.15 —0.06 0.00 + 0.05

n=4 0.00 —0.31 —0.23 —0.14 —0.08 —0.05

n=>a 0.00 —0.35 —0.27 —0.19 —0.18 —0.08
Tabelle 2

Wertetabelle fiir R,(1,1)

Ry(1, t) = durchschnittliches Resultat pro Police fir das Jahr n, wenn die
Gesellschaft 7 = 1 wihlt und die Versicherten T' = t spielen.

t=20 t=1 t=2 t=3 t=4 t=25
n=1 —0.25 0.00 + 0.20 + 0.31 + 0.39 + 0.45
n=2 + 0.20 0.00 + 0.11 + 0.20 + 0.26 + 0.31
n=: + 0.50 0.00 + 0.06 + 0.13 + 0.18 + 0.22
n=4 + 0.71 0.00 + 0.02 + 0.07 + 0.12 + 0.16
n=>5 + 0.88 0.00 —0.01 + 0.03 + 0.08 4= 011
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