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Les etats stationnaires periodiques

Par Michel Horf, \ verdon

Resume

L'auteur definit Fetat stationnaire periodique d'un ensemble renouvele et

cherche sous quelies conditions un Tel etat se present e. La demonstration est entre-

prise par la melhode discontinue. L'n exemple numerique illustre l'expose.

Considerons un ensemble renouvele de A' personnes1). A l'instant t.

1'ensemble eonipte n (t: x + A) personnes d'äge x + k (0 k < «;). Le
renouvellement du groupe est soumi» aux regies suivantes:

1. Le faux de sortie des personnes d'äge x + /. est qx avec:

0 ^ <L-i < 1 Pour 0 ^ A- < m.

qx_k 1 pour k m.

2. Toutes les sorties ont lieu ä la fin d'une unite de temps; le» personnes
sorties sont immediatement remplacees par des nouveaux venus,
tons d'äge x.

3. x -i A et t sont exprimes ä l'aide de la memo unite de temps
(annee. mois, semaine et. en raison de 2. ci-dessus. ce sont
des nombres entiers.

On cherche quelle» conditions doivent etre remplies pour que
1'ensemble soit dans un etat stationnaire periodique de periode p. soit

pour que l'on ait. pour tout t et pour tout A:

ii (t + y; x + A) — n(t; x — /.).

0 Parier de «personnes» lie sert qu'ä fixer les idees; la demonstration qui suit
s'applique ä tout ensemble renouvele pour lequel on pent connaitre la duree k d'ap-
partenance des elements.
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Nous entroprendrous la demonstration dans P cas particnlier oil p

e~t un sous-multiple do in — 1 et nous poserons. pour fixer les idees:

— m — N. w — 1 — - 3p.

Introduisuiis la notation suivante:

,20 ^ 0 —7.) d—7, • • • (l~7*.
On remarque que 1'on a:

n(t + 1: ,r + 1) n (t;jr) ,pr

n (t + 2; x -r 2) n (t: a) lPx

n (t 3; i + 3) n (t: ,r) 3p, u (<;.? 3)

Nous pouvons ecrire des lors:

n(t] x) -= n n (t i- 1: x) Li'

n (t; i — 1) 10 n(l f 1; J - 1) - » .20

I n(t:j -2) »'220 II ' n (t - 1: a - 2) ft» >20

n (i: r - 31 »! (/ el; x J- 3) ^ »Vr

n (t - 2: x) n" to (f - 3: x) 11

n (t p 2: x - *) "= »'.II, n (1 J- 3: x - 1) »".20
III. n (t - 2: ,r - 2) -= n.lPx IV to (t !- 3; x - 2) »' >20

to ft - 2 : a - 3) -= n".iPx nit - 3; x — 3) ^ » s20

Posons en outre:

« 1 - :s20 ~ e20- b 2p,~ ,Pj - bPx, c -= llK r 4Pj - ;Pi.

Ceci conduit aux relations suivantes. deduites de I. II et III:
| aw — bn' — c n" -- X,
' cn — an' -b n" — A'.

\bn — cri + a n" X.

On recommit lä un Systeme de trois equations ä trois inconnues:

n, n' et n".
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Selon les formules de Cramer, la solution en est, pour I) =: 0:

D
D,
J) T)

avec a b c X b c

D =- cab X a b

b c a X c a

a X c a b X
D2 c X b n3 c a X

b X a b c X

Une discussion s'impose selon que:

1" cas: D 0.

•2° cas: T) 0.

l,r cas: On peut montrer par des permutations de lignes et de colonnes
dans les determinants que: D, -= I)2 — I)3, d'oii il resulte que
n n' — n".

2C cas: Commeil n'est pas possible que a =- b c 0, D ne peut etre
nul que si a b — c. Le Systeme est alors doublement indeter-
mine. On peut ehoisir arbitrairement deux des trois inconnues,
sous reserve que ces deux valeurs ne rendent pas ia troisieme

negative, ce qui n'aurait pas de sens pour le probleme traite.

Interpretation des resultats. Au premier cas (I) 0), correspond un
etat stationnaire au sens habituel du terme avec, pour tout k et pour
tout t: u i 7 N nn (t — 1; x -r k) n(t; x -r k).

Xous excluons done ce cas;

Nous devons alors rechercher ä quelles conditions a b — c, seule

faqon d'annuler D.

Or on a: 1 2^ 1px,

sPx ^ iPx-

tPx ^ lVx>

et a c soit 1 -f 3px -f 3px lPx - &x- -,fx.
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Pour que ces condition-; soient satisfaites, il faut que:

1 ^ tIV sPz iPf o/'x --= "Px'

De meine, on pent voir qu'il faut aussi que:

iPx "= 2Ps- 4Pz iPx' -,Vs s'lV

En regroupant ces resultats. on est conduit a:

1
1 Pz 2Pz' sPz iPz jPz' ePx "= iVx ^ bi'x-

soit:
|2x =?x-l °.

17 flx-3 ^ <Zx-4

Ux
6 3r 7

0.

Seuls done qx 2 et'D ;> peuvent etre 0. Quanta^ b, il est egal
a 1 par hypothese.

On generalisera facilement pour tous les cas oil p est un sous-

multiple de m + 1. On pent voir en outre que si cette condition n'est pas

remplie, le probleme est impossible, le determinant D ne pouvant pas
s'annuler.

II reste ä insister sur le fait que la condition trouvee est necessaire

mais non süffisante: en jouant sur la repartition par äge ä l'instant t,

on peut en effet obtenir des cas ou:

quand bien meine les conditions donnees en V sont remplies. On parle
alors d'un etat pseudo-stationnaire.

n (t - p'; x 4- A) n(t; a: — A) P' < V

Exemple numerique.

Qz 3x-l °- gx-2^0'1-
?x-3 ?x-4 °- <Jx-5 0'2-

7x^6 0, qXT8 1.
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Variante 1 M 100, ?i' - 300, n" 500

»(#; J: A-)

t i + 1 t -2 t~ 3

X 100 300 500 100

x- 1 500 100 300 500

x — 2 300 500 100 300

x t 3 90 270 450 90

x + 4 450 90 270 450

x + 5 270 450 90 270

a; C 72 216 360 72

x + 7 360 72 216 360

i fS 216 360 72 216

'2 358 2 358 2 358 2 358 2 358

Variante 2 n n' 100, n" 700

n(t; x — /')

t (-Li + 2 t -f- 3

X 100 100 700 100

x—\ 700 100 100 700

x 5-2 100 700 100 100

x + 3 90 90 630 90

x \- 4 630 90 90 630

x 5 90 630 90 90

Ir 6 72 72 504 72

s i-7 504 72 72 504

rr -f 8 72 504 72 72

2 358 2 358 2 358 2 358 2 358



- 178

Variante 3 )i - n' — n" ^ 30(1 (etat pseudo-stationnaire)

n (/: .r /;)

t t - 1 t-i t r 3

X 800 300 300 300

x 1-1 300 300 300 300

x A- 2 300 300 300 300

270 270 270 270

x -j- 4 270 •270 •270 270

X -f- 5 •270 •270 270 •270

x - 6 216 216 216 216

x -7 216 216 216 216

X r 8 •216 216 216 216

2 858 2 358 2 358 2 358 2 358

On demontre que si les conditions concernant la loi do »ortie (of.
relations V) sont seules remplies - a 1'exclusion done des conditions sur la

repartition par age (cf. relation» I, II. III et IA") - rensemble tend, pour t

infiniment grand, vers un etat stationnaire periodique. eventuelloment
vers un etat p»eudo-stationnaire.

Zusammenfassung

Der Verfasser definiert den stationären periodischen Zustand einer sieh
erneuernden Gesamtheit und untersucht die Bedingungen, unter welchen ein solcher
Zustand eintreten kann. Dazu benützt er die diskontinuierliche Methode und unt
erstreicht seine Ergebnisse mit einem numerischen Beispiel.

Summarv

The author describes the stationary periodical state of a set in renet al and

surveys the conditions under which this state would appear. Demonstration is gi\ en

through the discontinuity method. A numerical example gives an illustration.

Riassunto

L'autore definisee lo stato stazionario periodic-o d'un msieme rinno\ ato e cerca
le condizioni »otto le quali un tale stato si presents. La dimostrazione e data con ll
metodo discontinue. L'n esempio numerico illustra lo studio.
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