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Les états stationnaires périodiques

Par Michel Hort, Yverdon

Résumé

L’auteur définit I'état stationnaire périodique d'un ensemble renouvelé et
cherche sous quelies conditions un tel état se présente. La démonstration est entre-
prise par la méthode discontinue. Un exemple numérique illustre I'exposé.

(Considérons un ensemble renouvelé de N personnes!). A I'instant ¢,
I’ensemble compte n(t;xr-+ k) personnes d'age »+ k(0 <<k < m). Le
renouvellement du groupe est soumis aux régles suivantes:

1. Le taux de sortie des personnes d’age x + L est ¢, , avec:

0=<gq, ,<<1 pour 0 =k < m,
Wiy = LI pour k = m.

2. Toutes les sorties ont lieu a la fin d'une unité de temps; les personnes
sorties sont immédiatement remplacées par des nouveaux venus,
tous d'dge x.

3. &1 et t sont exprimés & l'aide de la méme unité de temps
(année, mois, semaine . ..) et, en raison de 2. ci-dessus, ce sont
des nombres entiers.

On cherche quelles conditions doivent étre remplies pour que
'ensemble soit dans un état stationnaire périodique de période p, soit
pour que l'on ait, pour tout ¢ et pour tout k:

n(t+p;z+k) =nltz+ k).

1) Parler de «personnes» ne sert qu'a fixer les idées; la démonstration qui suit
s'applique a tout ensemble renouvelé pour lequel on peut connaitre la durée k d’ap-
partenance des éléments.
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Nous enfreprendrons la démonstration dans le cas particulier on p
et un sous-multiple de m + 1 et nous poserons, pour fixer les 1déex:

o= 3, nm o= 8, w1 = § = F
Introduizon= la notation swivante:
e = =g} (—=q, ) oo (T=ap i)
On remarque que I'on a:
n(t+1;ac+1) =n(t;x),p,
20w

= n(t:2).,p,
‘ nt+3;r+3) = n(t;x),p, =nt; o +3)

(n(t;.x) = n{t -1:x) = n'
wn@ga-l) = 8 ,p, bt Ly & 4= 1} = B P,

L Sn(tir=2) = n',p, II yn(t+1;0+2) =n",p,
n(t:r--3) = ngp, n(t 10 +3) = n',p,
n{t-+2:x) ==y n{t+3;x =2 4
n{t+2;0-+1) =n'p, n(t+3;v+1) = 1" p,

HI Snt =200 +2) = n,p, INyn({t +3;0+2) = n'yp,
nt-+21a-+3) = 0 p, n(t+3;0 -3} = nap,
Posons en outre:
a=1 - 31)13 . Gp.rf b = 2p.a' " :')pf o pr’ ¢ = l'p.“: T 4'111‘ i Tpu('

Ceci conduit aux relations suivantes, déduites de 1. IT et T11:

]a/n ~bn' ~en' == N,
en +an’ =bn' = N,
N

r

lbn—cn +an

On reconnait la un systeme de trois équations a trois inconnues:
n, n' et n'’
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Selon les formules de Cramer, la solution en est, pour D) == 0:

]-)] 4 1)—) rt ]).3
n = - - H == 1 i =
D D D
avec a b ¢ N b e
D = ¢ a b ])1 = ‘_- a b
b ¢ a N a
@ N ¢ a b N
D,=|¢c Nb Dy=|c¢c a N
b N a b ¢ N

Une discussion s'inipose selon gue:

1 ecas: D= 0.

2° cas: D = 0.

1" cas: On peut montrer par des permutations de lignes et de colonnes
dans les déterminants que: Dy = D, = D, d’ot il résulte que
== = v,

2¢ cas: Comme il n’est pas possible que a == b = ¢ = 0, I) ne peut étre
nul que si @ = b = ¢. Le systéme est alors doublement indéter-
miné. On peut choisir arbitrairement deux des trois inconnues,
sous réserve que ces deux valeurs ne rendent pas la troisieme
négative, ce qui n’aurait pas de sens pour le probléeme traité.

Interpretation des résultats. Au premier cas (D == 0), correspond un
état stationnaire au sens habituel du terme avec, pour tout k et pour

tout ¢:
ot n(t+1;z+k) = n{t;z+ k).
Nous excluons done ce cas;

Nous devons alors rechercher & quelles conditions a = b = ¢, seule
fagon d’annuler D.

1%

Orona: 1= p,
sPr = 4Pz

6p.r Tp:c ’

I

et a=¢c ? SOlt 1 hL BPJ: +6pz = lpx“'_ 4p:z ; 72)1'
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Pour que ces conditions solent satisfaites, il faut que:
L= e ale = 0 ol =l
Denéme, on peut voir qu'il faut aussi que:
lpx = ol 4pr — :')’px’ Py = §P:-
Ln regroupant ces résultats, on est conduit a:
L= p, = s, aPz = Pr = 5Pz 6Pz 7= Pz = P

Q.ZZ = q.rf—l = 0’
0

|

501t : V Qro3 = qr 4 )

QI-G = g.r;—? = ()

Seuls done q, , et g, , peuvent etre == 0. Quanta g, ., il est égal
a 1 par hypothese.

On généralisera facilement pour tous les cas ou p est un sous-
multiple de m + 1. On peut voir en outre que si cette condition n'est pas
remplie, le probléme est 1mpossible, le déterminant D ne pouvant pas
s'annuler.

[l reste a isister sur le fait que la condition trouvée est nécessaire
mais non suffisante: en jouant sur la répartition par age & I'instant ¢,
on peut en effet obtenir des cas ou:

n(t-pse+k) = nt;z+k) p < p

quand bien méme les conditions données en V sont remplies. On parle
alors d'un état pseudo-stationnaire.

* *

Exemple numeérique.

Q:c = q;r%-l = 05 QIZ-?. = 0,1 4
(‘1.1:-:--3 — qx+4 = 0- qx_;_5 == 0,2,
QI+6 = q:r-%—? - O! qI-‘T-S — 1 §



Variante 1 n = 100, n’ = 300, n" = 500

t t+1 t -2 t+3
z 100 300 500 100
x4 1 500 100 300 500
x -2 300 500 100 300
x+3 90 270 450 90
r+4 450 90 270 450
x5 270 450 90 270
x -+ 6 72 216 360 72
z+7 360 T2 216 360
T+ 8 216 360 72 216
2358 23b8 2806 2358 2358
Variante 2 o= = 100, n' = 700
n(t; x=k)
t t+1 1+ 2 t+3

x 100 100 700 100
x+1 700 100 100 700
x4+ 2 100 700 100 100
T+ 3 90 90 630 90

J 630 90 90 630
x5 90 630 90 90
z+6 72 2 504 72
x4 T 504 T2 72 504
£+8 72 504 72 72

2358 2358 2358 2358 2358
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Vartante 3 n = n' = 0" -= 300 (¢tat preudo-stationnaire)
nit; e =k

t t+1 b i+ 3
14 300 300 300 300
%1 300 300 300 300
72 300 300 300 300
o+ 5 270 270 270 270
r+4 270 270 270 270
B B 270 270 270 270
T+0 216 216 216 216
BT 216 216 216 216
x -+ 8 216 216 216 216

2358 2355 2358 2358 2358

On démontre que si les conditions concernant la loi de sortie (¢f. rela-
tions V) sont seules remplies - a I'exclusion done des conditions sur la
répartition par dge (cf. relations I, IL. 11T et IV) —1'ensemble tend. pourt
infiniment grand, vers un état stationnaire périodique, éventuellement
vers un état pseudo-stationnaire.

Zusammenfassung

Der Verfasser definiert den stationiiren periodischen Zustand einer sich er-
neuernden Gesamtheit und untersucht die Bedingungen, unter welchen ein solcher
Zustand eintreten kann. Dazu beniitzt er die diskontinuierliche Methode und unter-
streicht seine Tirgehnisse mit einem numerischen Beispiel.

Summary

The author describes the stationary periodical state of a set in reneval and
surveyvs the conditions under which this state would appear. Demonstration is given
through the discontinuity method. A numerical example gives an illustration.

Riassunto

L autore definisce lo stato stazionario periodico d'un insieme rinnovato e cerca
le condizioni sotto le quali un tale stato si presenta. La dimostrazione é data con il
metodo discontinuo. Un esempio numerico illustra lo studio.
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