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Introduction a la théorie des phénomeénes d’attente

Par Philippe Dubois, Zurich

Résumé

L’auteur expose, a I'aide d’un exemple simple, les procédés d’analyse en appli-
cation dans la théorie des phénoménes d’attente.

1. Remarques préliminaires et hypothéses de base

Les phénomenes d’attente — que I'on désigne communément par
«files d’attente» ou «queues» — se rencontrent non seulement dans la vie
courante, mais aussi dans maints secteurs de 1'économie et de la techno-
logie. D’'une maniére générale, ils reposent sur le modéle suivant:

Des unités (personnes, objets) provenant d’'une ou de plusieurs
sources arrivent, & des intervalles de temps réguliers ou irréguliers, dans
un systéme comprenant un centre d’attente et un centre de service. Le
centre d’attente peut comporter une ou plusieurs voies d’accés ; de méme,
le centre de service peut étre constitué par une ou plusieurs stations.
Chaque unité passe dans 'une des stations pour y bénéficier d’une cer-
taine prestation de service ou pour y subir un certain traitement. La
durée de service étant, en général, aléatoire, 1l se peut que les unités
soient obligées d’attendre que l'une des stations soit disponible. Ces
unités séjournent alors dans le centre d’attente et donnent lieu & une ou
plusieurs files d’attente.

I’analyse de ce modéle montre que la nature d’'un phénoméne
d’attente sera complétement caractérisée par l'indication des lois de
distribution qui régissent les intervalles entre les arrivées des unités
d’une part, et les durées aléatoires de service d’autre part.

Il s’ensuit que le traitement mathématique des phénomeénes d’at-
tente sera nécessairement fondé sur les méthodes du calcul des probabi-
lités et sur la théorie des processus stochastiques.
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Dans le cadre d'une introduction & la théorie des phénomeénes d’'at-
tente, il ne saurait étre question d’aborder I’étude de ces phénomenes
dans toutes leurs généralités. Notre propos sera plutot d'illustrer, a
I'aide d'un exemple simple, Jes procédés d’analyse élaborés en vue du
traitement mathématique de tels phénomenes. Plus précisement, nous
examinerons le casd'un systéme ouvert alimenté par des unités ennombre
illimité provenant d'une seule source, le centre d’attente ne comprenant
qu'une vole d’acces et le service étant assumeé par une station unique. Les
unités sont servies dans leur ordre d’arrivée apres avoir éventuellement
sé¢journé dans la file d’attente. Il est supposé que lorsque le centre de
service est inoccupé le passage d'une unité du centre d’attente dans le
centre de service s’effectue instantanément.

Le phénomene envisagé se présente schématiquement de la maniere
suivante:

GEHHSS (o
N l Q 5 O \ o N >
source file d'attente station
systéme
o >
phénomeéme

En outre, 1l est supposé que le processus des arrivées et le processus
de service sont du type poissonien. Ces hypotheses équivalent & supposer
que les intervalles entre les arrivées des unités dans le systéme sont
indépendants les uns des autres et sont distribués selon une loi exponen-
tielle. De méme, les durées de serviee sont indépendantes les unes des
autres et sont également distribuées selon une lo1 exponentielle |5,

wol,d |,
Il résulte de ces hypotheses de base que

— la probabilité qu’une unité arrive dans le systéme dans l'intervalle de
temps dt est égal & A dt, ou 4 est e nombre moyen d’arrivées par unité
de temps;

1) Les chiffres entre crochets se rapportent a la liste bibliographique a la fin du
present article.
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~ la probabilité que la fin de service d 'une unité intervienne dans l'inter-
valle de temps dt est égale & udf, ot 1/u représente le temps moyen de
service;

— la probabilité que plusieurs arrivées ou plusieurs fins de service se
produisent dans l'intervalle dt est d’un infiniment petit en dt d’ordre
supérieur & 1; une telle probabilité peut étre négligée.

En vue de 'analyse d'un tel phénomene, il importe que A << u, car
dans 'hypothése contraire la durée moyenne de service 1/u serait supé-
rieure & l'intervalle moyen de temps 1/2 entre les arrivées, et la file
d’attente deviendrait alors de plus en plus longue avec le temps.

Les grandeurs intéressantes a déterminer dans le phénomene d’at-
tente envisagé peuvent étre rangées dans deux catégories:

120 Les grandeurs liées & 'état du systéme, par exemple ie nombre
d’unités dans le systéme & I'instant {. A ces grandeurs sont attachées
diverses probabilités, par exemple la probabilité qull y ait n
unités dans le systéme & 'instant t.

20 Les grandeurs dont la définition ne fait pas intervenir I'état du
systéme, par exemple le temps d’attente d’'une unité dans la file. A
ces grandeurs sont également attachées diverses probabilités, par
exemple la probabilité d'un temps d’attente dans la file supérieur
& une certaine valeur pour une unité arrivant a l'instant ¢.

A ces deux catégories de grandeurs correspondent deux méthodes
d'analyse bien distinctes. La premiére dite «méthode différentielle»
consiste & établir les équations d’état du phénomeéne envisagé sous la
forme d’équations différentielles. La seconde dite «méthode intégrale» se
ramene a la recherche d’équations intégrales permettant de définir cer-
taines grandeurs caractéristiques du phénomeéne d’attente considéré.

2. Méthode différentielle

2.1. Matrice de transition et equations d’état

En vertu des hypothéses énoncées au paragraphe 1 ci-dessus d'une
part et des propriétés de la loi de Poisson d’autre part, 1l est important
de remarquer que le phénomeéne d’attente étudié dans le présent article
est du type markovien [3, 5]. En d’autres termes, I'état du systéme du
phénomeéne a I'instant ¢ est complétement déterminé par la connaissance
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du nombre n d’unités contenues dans ce systeme a I'instant considéré, et
les prévisions que 'on peut étre amené a formuler sur 'évolution future
du phénomeéne ne peuvent étre améliorées par la connaissance de données
supplémentaires portant sur une période antérieure a 'instant .

Compte tenu des remarques ci-dessus, il est facile d’établir la matrice
de transition propre au phénomeéne d’attente étudié. A cet effet, 1l
sera fait appel & la terminologie introduite dans la théorie des chaines
de Markov.

Soit E, I’état correspondant & n unités dans le systéme a I'instant ¢.
Les transitions pouvant se produire dans 'intervalle de temps (¢, t + dt)
sont les suivantes:

E, - E,, E, - E,, By - Ey;
Ifn g En! En - En-l’ En =2 ]';Jnfl’ " ; 1‘

Soit p,(f), n = 0,1,2,3, ..., la probabilité a priori de I'état E,
a l'instant ¢ et

[p®)] = [po(®), 2,(t), Po(8), () - -]
le vecteur d’état du systéme a l'instant t avec

0=pt) =1,

EPi(t) = 1.

0

Compte tenu des hypothéses formulées au paragraphe 1, les pro-
babilités de transition seront les suivantes:

Changement d’'état ~ Probabilités de transition

E, > E, 1— Adt

E, - E, Adt

E, > E, (1 -Adt) (udt) ~ udt

E,~E, , n=1 (1-2d)1—pdt)~ (Adt) (udt) ~1 -Adt —udt
E,~E, ., n=1 1—2id)(ud) ~ pdt

E,~E,_,, n=1 (Ad)(1—pdt) ~ Adt

Dans ee qui précede, les infiniment petits en dt d’ordre supérieur & 1
ont été négligés. C’est aussi la raison pour laquelle le changement d’état
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I - E,_, conduisant & une probabilité de l'ordre (dt)® n’a pas été
envisagé dans le schéma ci-dessus.

Sur la base des probabilités de transition ainsi obtenues, la matrice
carrée de transition peut s’éerire:

Ltat a Uinstant t - dt

n=20 n=1 n=2 n=>3

- n=0 | 1—Adt Adt 0 0

g n=1 | pdt |1—(A+u)dt| Aidt 0

= n=2 0 wdt  |1—(A4p)dtl  Adt

N n=23 0 0 pdt  |1—(A4u)dt
3

§ .

5

S1 I'on désigne par [v] la matrice de transition, les équations d’état
seront définies par la relation matricielle

[pt+dt)] = [p®][=].
ou sous une forme explicite:

Polt-=dt) = (1—Adt) py(t) ~ pdtp,(t)

pour n =1,
ou encore
(A) Po(t) = — Ape(t) + pp,(8).
(B) Put) = AP y() — (A ) Pult) + pPuey(t), n = 1.

Ces équations différentielles ne sont qu’un cas particulier des
équations plus générales définissant les processus poissoniens dits de
naissance et de mort dans lesquels les parametres 4 et u sont fonction
de n. Elles peuvent étre obtenues directement & partir des équations
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différentielles de Chapman-Kolmogorov, lesquelles jouent un role fonda-
mental dans la théorie des chaines de Markov.
La solution du systeme d'équations différentielles (A) et (B), compte

tenu des conditions initiales

p”o(O) =1 et pn(o) = 0 pOl]I' n :f: ’?ZO,

ou n, désigne le nombre d'unités dans le systéme a l'instant 0, est assez
compliquée et fait intervenir les fonetions de Bessel.

Dans le présent article, nous nous bornerons a indiquer la solution
de ces équations dans le cas pratique important ou le phénomene d’at-
tente se trouve en régime permanent.

2.2. Réqime permanent

La matrice de transition indiquée au chiffre 2.1. étant ergodique,
c¢'est-a-dire n'étant ni réductible ni périodique, la probabilité p,(t) — selon
un théoréme classique [5, vol.1] de la théorie des chaines de Markov —
tend, avec t croissant, vers une limite indépendante de t et du nombre
mitial n, d'unités dans le systéme. On a done:

lim p,(&) = p,, we=%,1.93 ...

{=> o0

Le phénomeéne est alors dit se trouver en régnne permanent.

Pour t - oo, les dérivées dans les équations d’état (A) et (B) tendent
alors vers zéro. Il vient done:

(A) Apy = upy,
(B) (A+m)pp = APur + UDny> n

v

On tire immédiatement de ces équations:
P = (A o

/

Ps = (A p)? Po

o = (A1) Dy
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D’autre part, on a

Epi - 17

0
d'ou

1= po[l+ (A/p) + A+ ...+ (A/w)" + ... ]
ou (A/u << 1 par hypothése)
1 1
== P ==,
ko 1—2/u

soit, en posant y = 4/u

Po=1—mw.

I1 vient alors

(€) po=(1—p)y", n=201238 .. ..

La quantité y, appelée «coefficient d’utilisation» dans la théorie
des phénomenes d’attente, est indépendante de 'unité de temps et joue
un rdle important dans la pratique. Pour 3 > 1, le phénoméne n’admet
pas de régime permanent, la file d’attente devenant de plus en plus
longue.

2.3. Grandeurs caractéristiques en regime permanent

La probabilité que la variable aléatoire N représentant le nombre
d’unités dans le systeme soit inférieure ou égale a n s’obtient facilement:
¥y g

Pr{N=n} = jfpa: ~ Si(l—y) v,
0 0
. 1—qy+t
P *\ < = e AR —— — 1 H-L-l.
T{ = n} (1—-9) l 1 ] Y

Il en résulte:
Pr{N >mn} = y"7'.

En particulier, la probabilité qu'une unité au moins se trouve dans
le systéme est égale a
PriN =0} = y.

Le nombre moyen n d’unités dans le systéme est égal a

0 0 ].—~1p
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Si n désigne le nombre d'unités dans le systeme, le nombre d’unités
vdans la file d’attente sera évidemment:

¥ ==l pour n == 0,
v =n-—1 pour n > 0.

Le nombre moyen v d'unités dans la file d’attente sera done égal a:

[e2o]

y — \% (ftfal) p; = %1 T Py =
1

w?.

1~y)-

P

Comme autres grandeurs moyennes importantes, il convient de
signaler le temps moyen d’attente d’une unité dans la file d’attente et le
temps moyen d’attente d’une unité dans le systéme (temps de service
compris). Ces grandeurs seront déterminées dans le paragraphe suivant.

3. Méthode intégrale

3.1. FEquation intégrale du temps d’attente

Envuedelaconstruction de I'équation intégrale du temps d’attente
relative au phénomeéne défini au paragraphe 1, il est judicieux d’indi-
vidualiser les unités qui passent dans le systeme comprenant le centre
d’attente et le centre de service. A cet effet, les unités seront numeérotées
dans leur ordre d’arrivée

a partir de 'instant initial ¢t = 0, et les définitions suivantes seront
itroduites:

Soit
t, I'instant d’arrivée de I'unité n;
T, = b —id, 4 I'intervalle de temps entre les arrivées des unités
n—1etn;
w, le temps d’attente de I'unité n dans la file d’attente;
v, la durée de service de 'umité n;
", = W, + v, le temps d’attente de 'unité n dans le systeme.

Il est supposé que les unités qui entrent dans le systeme dans leur
ordre d’arrivée en sortent également dans le méme ordre.
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On vout facilement que:

w, =0 st u, ,— 1, <0,
’wn — urk—l — T s1 u"..,[ — Ty ; 0
Soit
F.(x) = Pr{u'” < :r}
respectivement

G} = Fr {u" = 1}

la fonction de répartition du temps d’attente de I'unité n dans la file,
respectivement la fonetion de répartition du temps d'attente de I'unité n
dans le systéme.

Soit encore
a(x)dz = Priz <1, < z+dx} = 2e™dx

respectivement
A(x) = Pr{r,, - :c} = g%

la densité de probabilité respectivement la fonction de répartition com-
plémentaire relative & 'intervalle 7, entre les arrivées des unités n—1
et n dans le systéme. Dans ces deux derniéres relations, I'indice n peut
étre supprimé, puisque par hypothese (voir paragraphe 1 du présent
article) les intervalles entre les arrivées des unités dans le systéme sont
indépendants les uns des autres et sont distribués selon une méme loi
exponentielle. D’autre part, les variables u,_, et 7, sont aussi indépen-
dantes I'une de 'autre. En effet, u,_, représentant le temps d’attente de
I'unité n— 1 dans le systéme ne dépend que des intervalles de temps

T, 1s Toas - - -» desquels la variable 7, est indépendante. Il vient donc:

Pr {u,t_l —1, <} = I-Pr {E E dé} Pr {zcn_l <z+ .f}
£20

ou, pour x =0

(D) E(z) = [a(8) G,y (x+ 8) dE.
0
Soit
s(z)dx = Pr {a: <v, <z+ dm} = uedr
respectivement

S(x) = Pr{v,> 2} = e
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la densité de probabilité respectivement la fonction de répartition com-
plémentaire relative a la durée de service v, de I'unité n, cette durée étant
également indépendante de n par hypothése. On a alors:

(1) G,(x) = Pr {un < 1}
= [Pr{e<v, <&+ d8) Priw, < z—§)
0
— [S(§F (x—&) d&.
0

Les équations (D) et (E) permettent de déterminer de proche en

proche les fonetions F(z) et G, (x), compte tenu des conditions initiales
Fyz) = 1

(F) : i
(II(I) = 1—¢e

lesquelles expriment (en supposant que le nombre initial d'unités dans le
systéeme est nal) que I'unité n = 1 a un temps d’attente nul dans la file,
et par conséquent un temps d’attente dans le systéme égal a la durée de
service.

3.2. Régime permanent

Les fonctions F et G étant indépendantes de n en régime permanent,
les équations (D) et (E) deviennent alors:

(D) F(x) = [al&Gz+8ds = [26Gla+ &) de,
0 0

(&) Gl2) = [s(9)Fla—8 dE = [pe™ Fla—5) dé.
] 0

En posant e b

il vient pour (D)

ou encore

F(z) = Ae**

Fe_” G(t) dt— [ e G(t) dt] .

0 0
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En particulier, pour z = 0, on a:

F(0) = 2 [¢7G(t) d.
0
I1 vient alors:
[ F( 3
F(z) = Le* {——(—l - fe‘“G(t) dt] .
0

En appliquant la méthode de transformation de Laplace a I’équa-
tion ci-dessus et a ’équation (I3*), on voit aisément [3] qu’elles peuvent
se mettre sous la forme explicite:

A ,
(T)”) F(’D) == F(()) [MK’LL_ e e 8_(#—)—)1!

p— A w—2

’

(E") Glx) = 1— ¢ W h=,

En posant v = 4/u, 1] vient pour (D”)

1 ‘ ) =
F(x) = F(0) [1 YV gwenz|

Comme Im F(z) =1 et (u—A4) > 0, on en déduit:

=00

F0)=1—vy = p,.

r

il vient finalement pour (D)
(D" F(z) = 1 —ype W=,

Il résulte de I'équation (D'') que la probabilité que la durée d'une attente
dans la file soit supérieure & z est égale a

—(u—A)z

pe

En régime permanent, le temps moyen d’attente d'une unité dans la
file est égal a

- ~ 1
w= |zdF(x) = — ———.
of H 1—’/’



— 170 —

De I'équation (E') on déduit qu'en régime permanent le temps
moyen d’attente d’une umté dans le systeme est égal a:
- ° 1 1
u = ‘:z:dG(,zf) s
§ o l—y

Le temps moyen de service d'une unité est égal &

Dans le cas ou le phénomene d’attente envisagé se trouve en régime
permanent, ce résultat était facilement prévisible.

4. Remarques finales

Le but du présent article était d’illustrer, a 'aide d'un exemple
particulierement simple, les méthodes utilisées dans la théorie des phé-
nomeénes d’attente. Ces méthodes ont été appliquées avec succés a des
phénomenes plus généraux et ont pernus d’aboutir & des résultats
valables dans la pratique. Le lecteur s’intéressant a de tels problemes
pourra se reporter aux ouvrages figurant dans la liste bibliographique
indiquée ci-apres, notamment a l'ouvrage [3]. Dans cet ordre d’idées, il
n'est pas inutile de mentionner les recherches entreprises ces derniéres
années par certains auteurs [1, 2, 5] en vue d’arriver & un traitement
mathématique unifié de la théorie des phénomeénes d’attente dans le
cadre de la théorie moderne des processus stochastiques.
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Zusammenfassung

Mit Hilfe eines einfachien Modells legt der Verfasser die analyvtischen Methoden
dar. welche in der Theorie der Warteschlangen zur Anwendung gelangen.

Summary

Resting on a simple example, the author expounds the methods of analysis used
in the theory of queues.

Riassunto

L autore expone. basandosi su un semplice esempio, 1 metodi di analisi usati
nella teoria dei fenomeni di attesa.
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