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Calcul des reserves des pensions d'invalidite dans

une caisse ä taux de cotisation unique. Application sur

ordinateur IBM 1620 ä disque1

Par J.'P. Beausoleil et R. Bretscher

Resume

Les auteurs exposent un programme de ealcul des reserves mathematiques

pour une caisse de pensions ne prevoyant que la couverture du risque d'invalidite. On

examine les cas d'un salaire constant et d'un salaire croissant en progression arith-
metique, cela pour trois formules de rentes et, pour chacune d'elles, deux taux de

cotisation. Les resultats ne sont pr6sentes que sous forme de graphiques. Les tables

numeriques peuvent etre demandües aux auteurs

Dans une caisse a taux de cotisation unique (prime moyenne) on

peut calculer pour chaque membre actif ä chaque age une reserve

mathematique prospective qui est l'exces des engagements statuaires
de la caisse a l'egard du membre sur les engagements de celui-ci ä l'egard
de la Caisse.

Nous avons envisage une caisse couvrant le seul risque d'invalidite2
alimentee par des cotisations proportionnelles aux salaires selon un
taux unique: pour fixer les idees on a pris pour ce taux unique le taux

pour Tage d'entree 25 puis pour Tage d'entree 35.

Trois formules de pension parmi les plus simples ont ete considerees

I) Pension proportionnelle au salaire ä l'entree en invalidite.
II) Pension proportionnelle au salaire ä l'entree en invalidite.

et ä l'anciennete lors de l'entree en invalidite.

Ill) Pension proportionnelle au salaire ä l'entree en invalidite selon un
facteur d'abord constant puis proportionnel ä l'anciennete lors de

1 Travail effectue au Centre de reoherches de la Faculte SES de l'Universite de

üeneve et presente ä la 58e assemblee generale ordinaire de l'Association des

actuates suisses ä Neuchätel le 22 octobre 1966.
2 Le cas d'une caisse n'assurant que des retraites a 6t6 traite dans une

communication presentee ä Paris au Colloque des 75 ans de l'Institut des actuaires fran-
pais. Avril 1966.
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1'entree en invalidite mais plafonne ii 60% (cette formule ejt en

vigucur dans EVK et des formules semblables ont ete adoptees
dans do nombreuses autres cai*ses suisses).

Los cas classiques du salaire constant ayant d'abord ete rappele*
on a traite le calcul de la reserve mathematique prospective dans l'hvpo-
these d'un salaire croissant en progression arithmetique.

Pour chacun des six cas que l'on a ainsi ete amene a traiter ont etc

caleulees les reserves mathematiques prospectives
i) a l'entree pour tous les ages d'entree de 20 a 61.

ii) au cours de la carriere pour chacun des ages d'entrees.

Trois seulement de ces dernieres (pour les ages d'entree 20, 35, 50

ou 55) ont pu etre figurees sur chacun des 6 graphiques.
En conclusion nous nous sommes efforces

a) d'elaborer un procede systematique de calcul du bilan actuariel

pour une caisse de pension (qui s'appliquerait avec quelques
modifications a une caisse couvrant ii la fois les risques vieillesse,
invalidite, survivants) ii l'aide de l'ordinateur de faible capacity dont
nous disposions;

b) d'etendre les tommies classiques au cas d'un salaire variant en

progression arithmetique;
c) de fournir les bases «experimentales» a l'etude de revolution au

cours de la carriere d'un membre de sa reserve mathematique
prospective: l'etude theorique qui reste ä faire devant permettre de

determiner Failure de cette evolution, c'est-a-dire les intervalles de

croissance, de decroissance, Fexistence et la position du maximum
et le sens de la concavite. La comparaison des differentes conrbes

met en evidence l'influence d'une variation clu taux de cotisation.
celle de la formule de pension enfin et surtout celle de la croissance
du salaire.

Ainsi que Font montre des etudes recentes se rattachant aux tra-
vaux du Groupe de travail sur l'assurance du personnel la connaissance
de revolution de la reserve individuelle est indispensable si l'on veut
obtenir une vue profonde du probleme des sorties anticipees c'est-ii-dire
de la situation qu'il convient de faire aux assures qui quittent la caisse

avant la realisation de Fun des risques. On sait que du point de vue
technique ce probleme commande la recherche d'une solution rationnelle a

la question dite du libre passage.
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Premiere partie. Formules et graphiques

I. Pension d'invalidite

P ksu

- Notations:

äge d'entree en assurance avec le salaire se

X äge au bilan avec le salaire sx

u äge d'entree en invalidity avec le salaire ?„
k constante
C(*e) taux de cotisation ä l'äge d'entree

y taux inoyen de cotisation

W[*e] -^xe reserve mathematique prospective
A raison de la progression arithmetique

- Formules:

Taux de cotisation a l'äge d'entree c(x,i

1) Salaire constant: su se sx

VOi

k —(12) y«A : 65 -xt

2) Salaire en progression arithmetique: su sx + (u—x) A

(12) ya _i_ 1 (12) oa
e x xe : 65—xe

1 'JXg — 1. 65—xg-l

Keserve mathematique prospective (y)

1) Salaire constant: su — se sx

fi- y«»' — v (12) ya 1

T\a l J ' i. 65-x I

X

2) Salaire en progression arithmetique: su sx + (u—x) A

-— \k(s Xai-^ASai 1 —•Ws (12'Y° -L q (i2)o« \i
j\a ['lV6xiNx 1 "* x. 65-x 1: 65-x-1 )\

X
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Application numerique:

05 — x.
a: 20,21. ...64 k

00

x xe, xe 4- 1.... 64 y --= c(25): y c

s=s=l A 0,00

II. Pension d'invalidite

P k (u—xe)su

- Notations: Comme pour le cas I.

- Formules:

Taux de cotisation ä 1'age d'entree c(xe)

1) Salaire constant: su se sx

Sa'
7 X« — 1

(12) ya-y xe: 65—.re |

2) Salaire en progression arithmetique: s„ sr+ (u—x) A

{se+A)S°l_xP iAV^.,
q (12) yo __ _L 4 iia; oa

fi " :65—* Xg—1 : 65~/e-l

Reserve mathematique prospective _z_x (y)

1) Salaire constant: su se sx

-1 [/C { S- L,~ (x xe) N"J } — 7 l2'X": b5_J ]

2) Salaire en progression arithmetique: su sx-'~ (u—x) A

1

\k;(,r xe) s, X? -{sx- (T-xe~l) A } s°i, -f 2.4 T"J }

— y (Sx il2)^: 65-.,

04

avec TaJ V ,s'»;

Les sonnnations X, S,T, s'arretent a x 04 et par suite Sx Tr — t

pour x > 64.
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- Application numerique:

xe, x, se, sx, y et A coinme pour le cas I.

III. Pension d'invalidite

P 0,35 su si ONiu—xe ^ 10

/ u—x.—10 \
P 0,35 + 6

su si 10 < u — xe < 35
\ 100 / " — e~

P 0,60 su si 35 Asu~ xe 64

- Notations: Coinme pour le cas I.

- Formules:

Taux de cotisation ä l'äge d'entree c(xe)

1) Salaire constant: su se sx

0,35 NH+ 0,01 (S"(+u —S®j+36)
'

(12) AT«
xe: Q5—xe

2) Salaire en progression arithmetique: su sx + (u—x) A

Mi+ASZi^+OWA (Tll^--Tfe+37)+0,0l{(serllA) S^n~-(se+mA) S£+se}

o (12) 7VT«
•

_L A (12) oa
"e 1 ^xp-\: 65—xP~\

Reserve mathematique prospective 'Xe]+X-Xe(y)

1) Salaire constant: su se sx

Si xe <= x <1 xe 10

{0,35 NttJ + 0,01 (SU M1 - tM) - y MN°x: 65_x
X

Si xe + 10 x N. xe + 35

d°
{| 0,35 + (x-xrA0) 0,01] N"J + 0,01 (Sft, - S£ ^-y 65_x }
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Si xe — 35 rg x Ai 64

S*
{0,60 KV-v^Xax:^\

X

•2) Salaire en progression arithmetique: su sx (u—x) A

Si xe <i x sS xe 4- 10

{0,35 (v\^.4STri) 4- 0,01 [{st+A (ll-^-*,))} n -
{sx+A (36 _(x-xe))}S^36] 4- 0,02 A (T^_]2 —T"V.37)

-y(^(12,^:e^4^ :
65-1-1)}

Si xe — 10 <i x 5S xe 4- 35

^t {(0,35 - (x-x -10) 0,01) .sx + 0,01 [Sx- A (26 - (x-xe))\S?ri

„0,01 [Sx-rA (36-- (x ,Te))j - 0,02 A (TJ* 2--T£ 137)

_ v(q (121 yo 4 U*2)o« \l
i V x x: Gh-x ' x 1 : 65-j-l / J

Si xe 35 rg x <i 64

^ {0,60 (s^ -r JSJLO - y & (12;^: 65_x- - .4 ^_1:65_ )}

Les sommations A', S, T s'arretent a x 64 et par suite Sx Tx 0

pour x > 64.

- Application numeriquc: xe, x, se sx, y et A comme pour le cas I.
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Calcul des reserves des pensions d'invalidite dans une caisse a taux de

eotisation unique Graphique 1

y c(*25) 0,036*2 y c(35) 0,0449

65 — x.I <

I. P=(-
\ 60

1) Salaire constant: su se sx

3 ir»[c(23). [20]-*-20]
*2 f35]-t-2— 35]

3 ir"[r'25); [55]-z —55]

1 »'[ri2S, ;[xj]

u'[r(25i;

4 u»[c(35); [20]-1-20]
5 »^[^85), [35] — i— 35]

6 u4'[c(85).[55]-x —55]

II ic»[<rf85); [jJ]

ir»[c(35): [*,]-z — x,]

60 64 x, xt
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Calcul des reserves des pensions d'invalidite dans une caisse a taux de

cotisation unique Graphique 2

y — c(25) 0,0487 y c(35) 0.0556

65—xe \ 2) Salaire en progression arithmetique:
60 ' S"

su sx + (u—x) A
I. P

1 [20]-J — 2>i]

2 ^[0(25), [85]- x -85]

3 *'[c(25):[35]rX-55]

I «'[efasj ;[x,]]

ii*[cr2.5t, [x,] -x-x,]

4 ir*[r 351: [20] — z — 20]

5 ic>[>.«);[35]-i-Sö]

6 «'[cfSSi; [55] -x — 55]

II k*[C<35) ;[/,]]

^[c85:[z,l.z-z.]
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C'alcul des reserves des pensions d'invalidite dans une caisse ä taux de

cotisation unique Graphique 3

7 c(25) 0.0*270 y c(35) - 0,03*20

1) Salaire constant: su -se sxII. P (- - —- s,\ 00 ' '

1 u"l_c(25;: [20J-Z —*20J

2 K"[C(25); [35]-i—35]

3 [55]-x-55]
I «^(25), [x,]]

„'[c(23,,[x,]-x-x.]

4 u»[c(351. [20J~x-20J

5 «^[«(35), [35]-rJr— 35]

6 u*[c{85); [55] — x — 55]

II ,e[c(35);[i,]]

20
i. p.b.
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Caleul des reserves des pensions d'invalidite dans une caisse a taux de

eotisation unique Graphique 4

y c('25) 0,0679 7 - c(35) 0,041-2

u — xe \ 2) Salaire en progression arithmetique:

«x + ("-J) A

1 u — x, \II. P f
1

60 '

II ä
.'[,,20, X.]

4 ,45 [>fl] X" 24»]

> ir>[t SO,; [35] - r - 3ä]

f. .^[<,(35.. [SD] 1-5.-,]

II ,,»[xSä,.[x,]]

.'[riSä.qxj-x-xj

J p-b-
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Calcul des reserves des pensions d'invalidite dans une caisse ä taux de

cotisation unique

y c(25) 0,0-295

III. P 0,35 su

i u — x, — 10\
P - 0,35 -f e

su\ 100
1 "

P 0,60 s„

1) Salaire constant: su se sx

Graphique 5

y c(35) 0,0420

si 0 <i u — xe 5S 10

si 10 <i u— xe 35

si 35 < u— x, < 64

1 u'[c(25); [-20] -1-20]
2 ic'fciiS), [35]-ri- 35]

3 iPfc'do); [50] — x — 50]

I *>[«); [*.]]

u*[c(25); [r,]-x — xj

4 «*[c(85); [20] - x 20]

5 w*[e(85); [35] • x- 35]

6 jtf*[ctS5), [501 • x —5<>]

II u->[c(35) ;[*,]]

k*[C(S5); [*,]-*-,,]

j.p b.
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Calcul des reserves des pensions d'invalidite dans une caisse a taux de

cotisation unique

7 c(25) 0,0404

III. P 0,35

/ u — x —10
P 0,35 - - e

- I s..

Graphique 6

100

7 c(35) 0,0528

si (I u — ce <] 10

si 10 < u ~ i\ < 35

P 0,60 su si 35 ^ u —xe 64

2) Salaire en progression arithmetique: su .sx— (u—x) A
1 25 [20] i — 20J

2 ^20, [35]-,-35]

i iP[«r 35 [20J r —20]

5 [35]-,-35]
u*[c(25) [*.]-*-,.]

1 1 J J
J

1 iP[n2''t [50] x 50] I C i£*[P35 [50] c 50]

I «*[, 25) [*.]] II U'[,r, [,,}]

j o b
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Deuxieme partie. Description du programme de calcul

Machines

Les calculs ont ete effectues avec un ordinateur IBM 1620, mod. I
de l'Universite de Geneve, comprenant:
- Une unite centrale avec une memoire de 20000 positions decimales

(oil 10000 positions alphanumeriques)
- Un lecteur/perforateur de cartes

Une unite h disques interchangeables.

Langage de programmation

Le langage Fortran II-D ne donne pas, a notre avis, une souplesse
süffisante pour une utilisation intensive des disques, tant en ce qui
concerne la lecture ou l'ecriture de donnees que Celles des programmes
ou sousprogrammes. U n'est par exemple pas possible de cbarger un

programme ou un sousprogranmie de la bibliotheque traduite sur
disques sans l'avoir expressement designe dejii lors de la traduction du

programme principal, ni de garder en memoire centrale, sans alteration

des constantes, un sousprogranmie lorsqu'on veut changer le

programme principal.
Pour ces raisons, nous devions utiliser le langage de base, soit pour

notre type de machine le SPS II-D (Symbolic Programming System),
en tirant profit du svsteme de programmes et sousprogrammes utili-
taires (PSE)1.

Definition du probleme

Sur la base d'un maximum de 6 vecteurs-donnees d^x),
i=l,2,..., 6; x 20, 21, 64, calculer une matrice IF(45x45) dans

laquelle chaque terme

lcx,xe fk (x> xe> c< a)> x 20> 21' •••• 64

xe 20, 21, 64

ou a est une constante et c soit une c-onstante (par exemple cotisation
unique ä 85 ans), soit un vecteur ck(xe), xe — 20, 21. 64, x represen-

1 Le Systeme PSE a ete developpe au Centre de calcul de la Chaire d'6cono-
metrie de l'Universite de Geneve dans le cadre d'une recherche menee grace k l'ap-
pui du Fonds national suisse de recherches scientifiques auquel nous tenons ici a

exprimer toute notre gratitude.
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tant 1'äge de l'assure et xe son age d'entree dans la caisse de pensiom.
Ces calculs sont ä effeetuer pour un nombre k de plans de prestations.

Organisation generale du programme

Deux objectifs prineipaux nous ont guides dans le choix de la solution

adoptee: d'une part, il fallait que le programme puisse etre execute
avec Tordinateur IBM 10:20 de seulement 20000 positions de memoire,
une place maximum devant etre reservee pour les fonctions c et IF, et

d'autre part qu'un seul et meme programme puisse etre applicable aux
options c constant ou c(xe), et ceci pour /,' plans de prestations.

Ces eireonstances nous ont amends ä ecrire un programme-cadre
pour le deroulement general des operations et appelant des souspro-
grammes definis par des cartes de contröle pour le calcul de c et de IF.

sousprogrammes que nous appellerons par la suite CX et IFA". Le
programme-cadre se decompose lui-meme en 6 phases A, 13, C, D, E, E,

chaque phase formant un tout et se relayant en memoire centrale par
des chargements successifs a partir du disque. La phase E est appelee
lors de chaque changement de page et la phase F en alternance avec la
phase IFX pour le calcul de chaque u\ ce qui implique plus de 2000

chargements de programmes du disque en memoire centrale pour le calcul

d'une seule matrice IF.
De plus chaque phase peut utiliser elle-meme des sousprogrammes

et des macro-sousprogrammes1 (12 macro-sousprogrammes PSE, 6

macro-sousprogrammes du constructeur en plus des sousprogrammes
du programme moniteur). Par exemple lors de chacune des 2025 executions

de Tun des sousprogrammes IFA", celui-ci se debranche plus de 60

fois dans des macro-sousprogrammes du Systeme. Ou encore pour
chaque nombre caleule, on se debranche, dans la phase E, ii un sous-

programme d'edition qui se debranche lui-meme dans plusieurs macro-
sousprogrammes.

Deroulement du programme

(Toutes les phases font partie de la bibliotheque des programmes
sur disque.)

1 Nous appelons macro-sousprogramme un sousprogramme vers lequel on se

debranche par l'ecriture d'une instruction, en utilisant un code operatoire defini

pour chacun d'eux.
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Phase A

- Chargement de tous les macro-sousprogrammes.

- Chargement, en zone II1, du sousprogramme de chargement des

vecteurs-donnees.

- Lecture, transformation et enregistrement des donnees et constantes

avec construction des mots de contröle des vecteurs-donnees.

- Surimpression, en zone II, du sousprogramme de chargement des

vecteurs-donnees par le sousprogramme d'edition.

- Edition et impression de la premiere page reproduisant l'ensemble
des donnees.

- Lecture de la carte de contröle pour le choix des sousprogrammes de

caicui (CX et ULY) avec construction du sousprogramme de chargement

des phases.

- Si commutateur n° 3 enclenche: appel, en zone I, de la phase B et de-

branchement; sinon: appel en zone I de la phase CX.

Phase B

- Si commutateur n° 8 enclenche: lecture de c constant, transformation

en virgule flottante et report dans toutes les positions du

vecteur c.

- Report en zone de travail du disque, d'une partie des donnees et rein-
placement de celles-ci par la phase C; debranchement.

Phase C

- Chargement en zone I et ijustement de la phase F (y compris le

sousprogramme d'edition de la zone II) et report sur disque en debut d'un
cylindre de la zone de travail.

- Meme travail pour le sousprogramme BLY amene en zone I+II et

reporte sur la seconde moitie du meme cylindre de travail du disque.

- Chargement, en zone I, de la phase D et debranchement.

Phase D

- Reprise des donnees provisoirement enregistrees sur disque et recons-
titution de l'ensemble de celles-ci en memoire centrale.

- Chargement en zone I de la phase E et debranchement.

1 Voir Annexe.



— 82 —

Phase E

- Xouveau chargement, eil zone II. du sousprogramme d'edition.

- Etablissement et impression de beutete de la page de suite.

- Initialisation des parametres et chargement. enzone I II. de la phase
TEA" a partir de la zone de travail du disque.

Phase F

- Edition du resultat ic A 0.99999999-10": si ic 0.99999999-10",
l'edition est supprimee.

- En fin de ligne: impression de celle-ci, etablissement des nouveaux
parametres de ug. chargement de la phase TEA et debranchement.

- En fin de page: impression de la ligne. chargement de la phase E et
debranchement.

- En fin de matrices si commutateur n° 0 enclenche, lecture d'un nou-
veau c constant avec reconstruction du nouveau vecteur c, chargement

de la phase E et debranchement. Une carte c vierge entraine la
fin du travail. Si commutateur n° :3 declenche: fin du travail.

Sousprogramme CX (peut utiliser toute la zone I)

- Calcul et construction du vecteur c.

- Chargement, en zone I, de la phase B et debranchement.

Sousprogramme TEA (peut utiliser l'ensemble des zones I—II)

- Calcul de a partir des valeurs de x et xe.

- Chargement, en zones I-TL de la phase F a partir de la zone de travail

du disque et debranchement.

Inconvenients et avantages de cette solution

Cette methode de decomposition du programme en phases c-hargees

successivement en memoire centrale augmente le temps d'execution sur
Eordinateur IBM 1620 d'environ 80° 0 par rapport a un programme
similaire enregistre entierement en memoire centrale. Ce rapport peut
cependant etre fortement diminue par une application plus poussee de

la methode et il faut relever que celle-ci est a notre sens la seule qui
permette d'atteindre les objectifs fixes, sans depasser la capacite de

memoire disponible, les diverses phases mises bout ä bout represent ant
en effet pres du double de cette derniere.
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L'avantage majeur, qui reste valable meme avec une machine

puissante, semble resider dans le fait que la subdivision du programme
en phases permet d'assembler et de tester separement les differents

aspects du probleme a traiter, avec les facilites de verification et de

correction ulterieures que ce Systeme implique.
D'autre part, il suffit de transcrire simplement les formules de

calcul de c et W pour que le programme soit executable pour un autre
plan de prestations.

Enfin, le fait que tous les sousprogrammes CX et TEA* sont en-

registres simultanement sur disque permet de concevoir qu'il suffit
simplement d'ecrire d'autres programmes-cadres pour que l'ensemble
de tous les plans de prestations deviennent operationnels dans les

applications pratiques des caisses de pensions, elargissant ainsi le cadre

theorique du simple calcul de tables de reserves malhematiques pour
un salaire unitaire.
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Annexe

Programme «Caisses de pensions »

schema d'utilisation de la memoire centrale
/one fi\e du piogramme niomteur.

ooo Tables arithmetiques
Zone de (oiimuimeation des disques
Sousprogrammes Entrees 'Sorties
Sousprogrammes de surveillance des Entrees Sorties
bousprogramnies de chargement
Sousprogrammes d initialisation

!401 Zone des parameties du Systeme de refereni einent et de gestioa
des sorties de documents

Zone des donnees
f7 \ecteuis-donnees de 45 nombres (hacun. ((instantes etc

~s<msprogiamines de (hargement

i Zone des piogianimes de tia\ all

09330 Vltei nati\ ement.
Ii Zone des programmes de tia\ all, du sousprogramme de (harge¬

ment des donnees et du sousprogramme d'edition
11000
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Zusammenfassung

Fur eine Pensionskasse, welche nur die Deckung des Invaliditätsrisikos
vorsieht. stellen die beiden Autoren ein Programm zur Berechnung der mathematischen

Reserven auf. Dabei werden drei Rentenformeln und für jede zwei Beitragssätze

- dies sowohl für konstante wie linear steigende Besoldung - berücksichtigt.
Die Resultate sind nur graphisch wiedergegeben, doch übermitteln die Autoren die
numerischen Tabellen gerne an Interessenten.

Summary

The authors expound a method of calculating mathematical reserves for a

pension fund covering only disability benefits, having regard to salary remaining
constant and salary increasing in arithmetic progression, tliree benefit formulas and,
in respect of each of them, two rates of contribution. The results have been shown

only in graphic form. Numerical tables could be expected from the authors.

Riassunto

Gli autori expongono un programma di calcolo delle riserve matematiohe - per
una cassa pensione che prevede unicamente la copertura del rischio d'invaliditä - per
uno stipendio costante e per uno stipendio che aumenta in progressione aritmetica,
per tre formule di rendite e, per ognuna delle stesse, due tassi di contribuzione. I
risultati sono presentati in forma di grafici. Le tavole numeriche possono essere

domandate agli autori.
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