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Demographische Aspekte des Gastarbeiterproblems

in mathematischer Formulierung

Von Ernst Kaiser, Bern

Professor Dr. Walter Saxer zum 70. Geburtstag gewidmet

Zusammenfassung

Die durch die Gastarbeiter verursachten grossen \Wanderungsiiberschiisze er-
fordern eine Erginzung der herkémmlichen mathematischen Bevolkerungstheorie.
In diesemn Sinne werden in einem ersten Kapitel sowohl das direkte Problem der
Bevolkerungsprognosen als auch das Umkehrproblem der Irneuerung tiberpriift.
was zu verschiedenen Integralgleichungen der Wanderung fiithrt, wovon deren zwei
ein allgemeines und eine weitere ein vereinfachtes Beviolkerungsmodell betreffen.
Dem zweiten Kapitel ist die Erérterung der Wanderungseinfliisse auf die Alters-
struktur vorbehalten; hiezu wird eine Storungsfunktion definiert und deren Dar-
stellung fiir eine relativ-stabile Bevilkerung gegeben.

Einleitung

Dass die grosse Zahl der Gastarbeiter die demographische Struktur
des Schweizervolkes verdndert bat, braucht wohl nicht speziell gesagt
zu werden. Gehoren denn nicht z.B. von rund 3 Millionen Beitrags-
pflichtigen der AHV gegenwirtig im Jahresdurchschnitt etwa deren
0,6 Millionen dem Bestand der «Kontrollpflichtigen ausliandischen Ar-
beitskriften an, wie die amtliche Statistik sich ausdrickt. Das sind
3,5mal mehr als im Einfubrungsjahr 1948 der AHYV. Die Wanderungs-
tiberschiisse der vergangenen zweil Jahrzehnte waren demnach betricht-
lich. Gerade diese Feststellung fihrt uns dazu, der Bevilkerungstheorie
wnter Deriichsichtigung der Wanderungseinfliisse einige eher problem-
aufdeckende als losungsuchende Gedanken zu widmen. Die traditio-
nelle Theorie begniigt sich ndmlich — abgesehen von einigen Ausnahmen,
wie z. B. In jungerer Zeit W. Saxer [1]1, P.Thullen [3] und G.Wiinsche
[4] - mit der Hypothese, dass die Auswanderungen durch entsprechende

1 Fckige Klammern: vgl. Literaturnachweis im Anhang.



Emwanderungen neutralisiert werden, und zwar auf jeder Altersstufe:
diese Hypothese war iiber weite Zeitspannen auch wirklichkeitznahe.

Bekanntlich ist emn wichtiger Sektor der Bevilkerungstheoric,
namlich die Erneuerungstheorte, besonders von namhaften Schweizer
Mathematikern geférdert worden. Im wesentlichen beginnt die For-
schiungskette 1m Jahre 1926 mit Christtan Moser und findet ihr Reife-
stadium etwa 30 Jahre spater it Walter Sazer. und zwar mit der
meisterhaften Gesamtschau des Problemes in seinem Lehrbuch [1]: ein
reichhaltiges Literaturverzeichnis stellt uns nicht weniger alz 70 Autoren
vor; vor allem aber wird hier die Erneuerungstheorie mit neuem Ge-
dankengut durchdrungen. nicht zuletzt dank der Linfithrung stocha-
stischer Aspekte.

F'reuen wir uns, dass die nachstehenden Ausfuhrungen zwun ein-
gangs erwihnten Problem der Wanderungseinfliisse auf die Bevolke-
rungsstruktur mit der Erneuerungstheorie eng verbunden sind und so
dem Jubilar eine smnvolle, wenn auch bescheidene Khrung zugedacht
werden kann. Die Methodik beruht vorwiegend in der Verwendung von
Entwicklungsintensitdten, wober dasz Problem konsequent unter Zu-
hilfenahme eines modifizierten Lexis-Schemas durchdacht wird. Das
erste Kapitel handelt von Fragen der zeitlichen Entwicklung einer Be-
volkerung und das zweite von deren Altersstruktur.

I. Probleme der Bevilkerungsentwicklung

1. Entwicklungsmodelle

1.1. Die Variablenebene ist identisch mit dem bereits erwihnten
Schema von Lexis, in welchem die Zeif t und das Alter x die beiden ortho-
gonalen Koordinatenachsen liefern. Die Differenz der beiden Variablen
definiert die Geburtszeit z, was zu folgender Gleichung der diagonalen
Lebenslinien fithrt :

(1) x=1t—z, mit 2= 0,

wovon eine in nachstehender Zeichnung durch die Strecke AB dargestellt
wird. Die Bedeutung der hervorgehobenen Punkte ergibt sich aus den
beigegebenen Koordinatenpaaren. Die beiden Horizontalen r = 0 und
x = x, konnen als Erneuerungsachsen bezeichnet werden (Geburten bzw.
Zugang der Gastarbeiter im Mindestalter »)).
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Koordinaten der eingezeichneten Punkte, d.h. Definition der nachste-
hend gebrauchten Bezelchnungsweise:

A(z, 0 A2 x)) B(t, x) C(t o)
P, 0) QL 2) J(t, x=t}.

1.2. Die Geburtenzall (¢ hat emner bekannten Integralgleichung zu

geniigen. Es seien:

plo,y;2) die generationsabhdngige Walirscheinlichkeit fur ein neuge-
borenes Midchen, das Alter y zu erreichen,

h(y,ty  die Wahrscheinlichkeit far eine im Zeitpunkt ¢ lebende y-jih-
rige Frau, verheiratet zu sein,

f(y.t) dieaufeineim Zeitpunkt tlebende y-jahrige Ehefrau entfallende
Anzahl aller Mddehengeburten (t-abhéngige Fruchtbarkeit fir
Méadchengeburten).

Dermassen lautet die Integralgleichung der Mddchengeburten (1mei-
stens Integralgleichung der Bevélkerungstheorie genannt) wie folgt:

(2) G(t) = f G(2) plo, y; 2) h(y. t) f(y, t) dz,

~1

wobei hier analog zu (1) y = t — 2 glt; z; und 2, entzprechen so den
Fruchtbarkeitsorenzen jy, und y,. Die Losung dieser homogenen

3
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Gleichung 2. Art wurde unter vereinfachten Annahmen. welche auf
Fredholm'sche Gleichungen fithren. schon in vielen bemerkenswerten
Abhandlungen erortert, wobet als Kernfunktion das Produkt K = phf
auftritt. Die Losungstechnik beruht m der Regel auf den Ialtungs-
kernen K (t—z), welche jedoch in (2) erst dann erscheinen, wenn fur p
generationsunabhingige Sterbetafeln und fur 7 und { Zeitunabhiingig-
keit vorausgesetzt werden konnen, Vereinfachungen, die bel Bertick-
sichtigung der (astarbeiterbestinde sich kaum rechtfertigen lassen.

Der Einfluss der Gastarbeiter auf die erwihnten Zusanmnenhinge
ist ndmlich niecht unerheblich. Zunichst dirfte sich die Einwcirkung auf
h und besonders auf f statistisch nachweisen laszen, was in der numeri-
schen Bestimmung dieser Funktion beriicksichtigt werden kann. Noch
wichtiger 12t aber die Feststellung, dass die Geburtenzahl (:(f) nicht nur
den friheren Geburtenzahlen G(z) entstammt, sondern auch den erst
spater zugewanderten Auslinderimnen. Figentlich miisste deshalb far
diese zwette Nomponente von G(t) eine spezielle Gleichung aufgestellt
werden. in welcher 1m emfachsten lirneuerungsmodell G(z) durch
N(z', y,) ersetzt wird (Ziff. 1.8.). Nun ldsst sich statistisch belegen, dass
die Geburten dieser zweiten Komponente zur Hauptsache nur kurz-
fristig in der Schweiz bleiben und deshalb einer Bevolkerungsprognose
auf weite Sicht nicht einverleibt werden diirfen. Diese Bemerkung wird
eine Vereinfachung der Integralgleichung der Wanderung gestatten
(val. Ziff. 2.2.).

Ist einmal (¢ bestimmt, so lassen sich daraus auch die K naben-
geburten bestimmen, denn es besteht bekanntlich eine auffallende
Konstanz im massgebenden Verhdltnis « Knabengeburten:Madchen-
geburten», welehes immer nahe bei 1.05 liegt. Dann kann auch die
hiernach verwendete relative Verdnderungsintensitit v der Geburten de-
finiert werden, indem gilt:

(2

2 (z) = .
(2') v(2) G

1.3. Bevilkerungsflichen L(t, x). Wir ordnen jedem Punkt t. r der
Variablenebene eine Funktion L(t, r) zu, die im Zeitpunkt ¢ die auf das
Alter & entfallende Bevolkerungsdichte defmiert. Die zu ermittelnde
Flache kann ausgehend von gewissen Anfangsbestinden auf den lir-
neuerungsachsen ausschliesslich durch Entwicklungsintensititen be-
stimmt werden, und zwar durch das bereits eingefihrte horizontal
wirkende y sowle durch:



(3) ME;2) = —u(&;2) - p¢;72)
(3) @(&; 2) = e(&; 2) — aff; 2),

worin die generationsabhidngigen, diagonal wirkenden relativen Ver-
dnderungsintensitaten betreffend Sterblichkeit (u), Einwanderung (e)
und Awuswanderung (o) vorkommen. Die demographische Gesamtinten-
sutit 4 1st demnach additiv zerlegbar und ebenso ihre Wanderungs-
komponente @, was der einschlagigen Theorie von Karup entspricht.
All diese Funktionen mégen mindestens eine Ableitung besitzen. Die
Bestimmungsgleichungen der Fliche L lauten dann:

L'(Z, 0) ,
4 — e (’; 5
v L'(§;2) (£ 2)
s e == A s z) .
vl L(&; 2) *

Die allgemerne Losungsfliche L(t,x) ergibt sich aus diesem System
von 2 linearen Differentialgleichungen durch 2 sukzessive Integrationen
auf der Geburtenachse x = o und auf der diagonalen Lebenslinie z =
const. Sofern fiir e/ die neuere Notation exp f verwendet wird, nimmt
die Flichengleichung folgende Gestalt an:

2 &

(5) L(t,x) = L(2,,0) exp | [ p(5)de+ [ A& 2) dE |,

o

29 4]

worin die Geburtenzahl G(2) implizit erscheint, nimlich durch:
(5") G(z) = L(z,,0) exp J () dE.

Es handelt sich hier um einen sehr allgemeinen kausalen Zusam-
menhang, der sowohl der deterministischen als auch der stochastischen
Betrachtungsweise zugrunde gelegt werden kann. Tatséchlich werden
Finwanderungen und Auswanderungen auf allen Altersstufen betrach-
tet. Gemaiss einer allgemeinen Theorie zusammengesetzter Entwicklungs-
modelle lassen sich Zusammenhénge wie (5) nicht nur durch additive Zer-
legung der Intensititen, sondern auch durch additive Zerlegung der
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Bestandesdifferenzen AL darstellen. Dermassen 1zt es moglich. die ab-
soluten Verdnderungszahlen, wie z.B. die Einwanderungszahl IJ(&:z)
und die Auswanderungszahl 4(&;2) m die Gleichungen einzufithren,
wovon wir unter Ziff. 2.2, hiernach Gebrauch machen werden.

Zum Auffinden nicht allzu komplhzierter Losungen der Frneue-
rungzprobleme kann noch folgende rereinfachte Lisungsfldache L(t. x) in
Erwidcung cezogen werden, bei welcher die Finwanderungen N(:')
mmmer mit dem konstanten Alter x, erfolgen, d.h. auf der Erneuerungs-
achse r = ;. Aus N resultieren iibrigens horizontal wirkende Ver-
anderungsintensititen »(z). dies wie itblich mittels logarithmischer Ab-
leitungen. Die angekiindigte Gleichung der Liosungsfliche lautet nun:

(3") L{t,x) = (i(z) exp | — f,udf — N(z') exp | — ‘ (u—=) d& V.

L o i 41

darin kommt auch zum Ausdruck, dass die Auswanderungen erst nach
dem Alter xr einsetzen. Im ibrigen gilt &’ =2z - v, Fur @ < r, ver-
schwindet die zweite Komponente rechts.

Fiir beide Losungstlichen, die allgemeine und die veremnfachte,
kénnen relativ-stabile Entwicklungsmodelle definmert werden. Hiefir
nehmen wir an, dass die horizontal wirkenden Intwicklungsintensi-
titen v und » konstant bleiben und iiberdies 2 und seine Komponenten
generationsunabhingig sind. In diesem Zusammenhang darf nochimals
auf die Arbeiten Thullen’s [3] verwiesen werden. Solche Modelle werden
hier fur die Erdrterung des Problems der Altersstrukturen herangezo-
gen (Ziff. 4 hiernach).

1.4. Die Globalberdlkerung L(t). Sind die Bevolkerungsflichen be-
stimimt, =0 15t es e leichtes, die entsprechenden Globalbestinde i
einem beliebigen Zeitpunkt t zu berechnen; ez gilt ndmlich

o
(6) L) = | L{t, x) du.
0

Selbstredend muss fir L(f, r) einer der Ausdriicke (3), (5”) oderx
eine andere analoge Relation eingesetzt werden, womit erhellt, dass
auch die Gesamtbevilkerung mittels der verschiedenen Entwicklungs-
mntensititen dargestellt werden kann. Unter Ziff. 4 hiernach werden
wir insbesondere relativ-stationdre Modelle verwenden. An dieser



Stelle sel noch erwihnt, dass ausgehend von (6) auch die Entwicklungs-
intensititen der Gesamtberolkerung ermittelt werden koénnen, und zwar
immer gemiss dem gleichen Verfahren:
. L't

" :

) Alt) = = -
Falls vom Zeitpunkt z, = t — o hinweg die Entwicklungsintensititen
des stabilen Modells wirken, ergibt sich unter Beriicksichtigung des all-
cemeinen Modells (5) ohne weiteres:

(6") J=.

Damit wire das direkte Problem der Bevilkerungstheorie andeutungs-
welse gelost. Es besteht eben darin, aus gegebenen Erneuerungszahlen
(Geburten und Einwanderungen) mit Hilfe aller demographischen
Entwicklungsimtensititen den mutmasslichen kiinftigen Verlauf der
(tesamtbevolkerung I zu ermitteln und ebenzo deren Umschichtungen
nach Alter und Geschlecht: versteht es sich doch von selbst, dass
solche Berechnungen fur Minner und fir Frauen getrennt durchge-
fuhrt werden miissen.

2. Umkehyrprobleme

2.1. Die Integralgleichung der Erneuerung liefert das erste und zu-
gleich klassische Umkehrproblem. Auf eine Landesbevolkerung ange-
wandt, geht es darum, auns einem vorgegebenen Verlauf der Gesamt-
bevolkerung L(f) und bei bekannten Sterblichkeits- und Wanderungs-
verhéltnissen jene unbekannte Geburtenzahl GG(z) zu finden, welche die
Erhaltung des erwiihnten Bestandes I, gewihrleistet. Hiezu betrachten
wir vorerst lediglich den nicht aus dem Anfangsbestand L(0) stammen-
den Bevolkerungsteil B(f) . der wie folgt bestimmbar izt (beziiglich obere
Integrationsgrenze vgl. Zeichnung unter Ziff. 1.1.):

t { b f
) B)= [ Ltt.2)dr = [ |G(z) exp [ ME:2) df | dx = [ G(z) K(x.2) da .

0 . o - 7]

Die Variablensubstitution x = ¢ — z fuhrt schliesslich auf:

t
(7)) B(t) = [ G(2) K(t—z.2) dz .
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Damit sind wir bei der klassischen Integralgleichung der Frneue-
rung angelangt, emer Volterra-Gleichung 1. Art. Da aber in der Kern-
funktion auch die Wanderungsintensititen vorkommen, dirfte die An-
nahme der Generationsunabhéngigkeit, welche zu Faltungskernen
fahrt, nicht wirklichkeitsnahe sein. Leider wird das Aufsuchen der Lo-
sung erschwert, denn die mit den Faltungskernen einhergehende La-
place-Transformation kann so nicht unmittelbar zum Zuge kommen.
Immerhin sind auch andere gangbare Losungsmethoden bekannt, wie
w.a. W.Saxer im eingangs erwilmten Lehrbuch zeigt [1].

2.2, Die allgemeinen Integralgleichungen der Wanderungen. Tat-
siichlich konnen verschiedene Gleichungen zu diesem Problem auf-
gestellt werden. Bel allen wird die Lntwicklung der Gesaintbevolke-
rung L(f) vorgegeben und ebenso Geburtenzahl und Sterblichkeit. Zu
bestimmen 15t dann eine die Wanderungselemente enthaltende unbekannte
Funktion, welche die Frhaltung der vorgegebenen globalen Bevdélke-
rungsentwicklung gewihrleistet. Je nach der Wahl solcher Elemente
nimmt die Integralgleichung verschiedene Gestalt an.

Die allgemeine Integralgleichung der Wanderung ldsst sich ohne viel
Mihe herleiten, sofern anstelle der Intensitiatsfunktionen £ und « die
absolute Wanderungsdifferenz W(&;2) = E(&;2) -— 4(&;2) als unbe-
kannte Funktion in die Bestimmungsgleichung eingeht. (7 Einwande-
rungen, 4 Auswanderungen). Betrachten wir lediglich den weder aus
der Eintrittsgeneration L(0) noch aus den Geburten ((z) stammenden
Teil H(f) der im Zeitpunkt ¢ beobachteten Gesamtbevolkerung L(t).
Wird die Altersgliederung des Gesamtbestandes H(t) beriicksichtigt, so
ergeben sich zunidchst dessen Komponenten H(t,x). Man mége sich da-
bei an die unter Ziff. 1.2. aufgefithrte Bemerkung hinsichtlich der bei-
den Komponenten der Geburtenzahl erinnern. Folgende Integralbe-
ziehungen sind dann offensichtlich:

(8) H(t x)= f W(&;z) exp | — ‘.‘Ju(z;z) de | d&,
(8") Hit) = [ [W(&:2) exp |~ | ul:z) de| dé da,

it
(3" Ht) = [ [ W(g:2) K& a32) dsdr,

T Iy



dies jedesmal mit z =t x. In der Tat erscheint so 11" als Unbekannte
in einer bivariablen Integralgleichung, die allerdings nicht einem klassi-
schen Typus angehdren durfte.

Immerhin sollte es moglich sein, eine Lésungsschar solcher Gleichun-
gen anzugeben. Indem wir eine kiirzlich von G.Pacioni [2] in Erinne-
rung gerufene Integralbeziehung etwas verallgemeinern, kénnte nim-
lich unter gewissen Bedingungen folgende Lésungsschar in Betracht
kommen:

c(é,x;2) H(t
(8" W(&;z2) = - (& ) ()_,_m_.‘ i
[ el& 2:2) K(&,252) dE da
1y

wobel ¢ eine willkiirliche Funktion sei. Durch Einsetzen von (8’”) in
(8"”) diirfte unsere Vermutung erhidrtert werden. Die angedeuteten
Losungen miissten wohl Gegenstand weiterer Untersuchungen bilden,
allenfalls unter Berucksichtigung von geeigneten Nebenbedingungen.
Sofern Generationsunabhédngigkeit zuléssig, wurden dabel ver-
schiedene Vereinfachungen eintreten, insbesondere wire die Unbe-
kannte W nur noch monovariabel. Es wire auch denkbar, nur die Ein-
trittstunktion E als Unbekannte und die Abgangsfunktion 4 als ge-
geben zu betrachten.

Noch ein Wort zum Sinne dieser Wanderungsgleichungen. H darf
hier als Gesamtzahl der Gastarbeiter gedeutet werden; sie wird durch
wirtschaftliche Bediirfnisse bestimmt, und die Kenntnis der Losungen
fur W wiirde gestatten, die Wanderungsiiberschiisse entsprechend zu
planen. Die Wirtschaft ist aber nicht nur daran interessiert, iber einen
gewissen Bestand von Gastarbeitern zu verfiigen, sondern auch den
Einsatz besonders befdhigter Altersgruppen zu verlangen. Die Idee ist
deshalb naheliegend, a priori die gewiinschte Altersstruktur zu geben.
Dadurch wire jedoch in Gleichung (8) die t-abhingige Entwicklung
H(t,x) fiir ein bestimmtes Alter  vorgegeben. Die Unbekannte W wire
dann anhand einer eingeschrinkten Integralglexchung vom Typus:

(8%) H(t,x) = [ W(&:2) K(&,x;2) d§
zu bestimmen, in der natirlich immer z=1t¢— z gilt. Eine derartige

Gleichung diirfte nach G.Pacioni [2] unter gewissen Bedingungen eine
von einer willkiirlichen Funktion ¢(§,r;2) abhingige Lisungsschar:



(8%%) W(&:2) =

[e(t wie) K(g.0:2) A8

Iy

besitzen. Die Mannigtaltickeit der Losungen liesse sich wahrscheinlich
durch Vorgabe gewisser, fiir die Praxiz simvoller Nebenbedingunyen
einschrinken. Wir denken z.B. an die Bindung der zeitlich variieren-
den Altersstrukturen, indem diese sogar konstant bletben kénnten.

2.3. Eine spezielle Integralgleichung der Wanderungen. Es wird wohl
zweekméssig sein. vorerst jene Vereinfachuneen zuzulassen, welche demn
Bevilkerungsmodell im Sinne der Gleichung (5”) zugrunde liegen. Be-
rvitcksichtigt man dieze vereinfachte Bevolkerungsfliche und betrachtet
wiederun lediglich den nicht aus demn Anfangsbestand L(0) stammen-

den Bevolkerungsteil B(t), =0 ergeben sich foleende Zusammenhinge:

! : & i ! F T '
(" B(t) = f(£(z) exp | — ‘ wds (I(l'j*f.\'(:') exp | — ’ (po-2) d&|dr, d.
!
() Bty =Jt) = | N(z') K(x.2) du.

51

Wird noch B —.J = H gesetzt und uberdies die Variablensubstitution

r=t—2 < r vorgenommen, o erhalten wir schliesshch:
{

(9" Hit)y = l NEYKR(t—2,2)d?’, mit : =2+ 2.
{;’1

Damit haben wir aber eine rereinfachte Integralgleichung fiir die
Foueanderungszall N vor uns; sie 13t wie die Erneuerungsgleichung
eine Volterra-Gleichung 1. Art. Die DBestimmung der unbekannten
Funktion N setzt nicht nur die Kenntnis des gesamten Bevolkerungs-
bestandes, der Geburtenzahl und der Sterblichkeit voraus. sondern jene
der Auswanderungsintensitdten e. Somit wire zunichst eine Dekre-
menttafel fir die Gesamtbevolkerung zu erstellen. Noch eine Bener-
kung zur Unbekannten N. Wie unter Ziff. 1.2. dargelect, wirde N zu
einer zweiten Komponente der Geburtenzahl G fithren, welche N-ab-
hiingige Komponente 20 auch in ¢ von (9) erscheinen und die Struktur
der Integralgleichung erheblich komplizieren wiwde. Dank der unter
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Zitf. 1.2, begrindeten Vereinfachung kann diese Klippe, wenigstens in
einer mehr oder weniger guten Niherung, umgangen werden.

Bei weiteren theoretischen Untersuchungen wire zu empfehlen, fiir
a(xr;z) sehr einfache analytische Annahmen zu treffen, z. B. « als lineare
T'unktion von & einzusetzen oder gar als konstant anzunehmen.
Moglicherweise wiirden auch plausible Annahmen tber A4(2";2,) ! zu
interessanten Ergebnissen fithren. Parallel dazu wiren auch einfache
alobale Bevolkerangsentwicklungen L(t) in Rechnung zu stellen, wobei
7. B. die Anwendung der logistischen Funktion sinnvoll wére. Aus solchen
Modellen liessen sich fiir die Praxis wohl richtungsweisende Erkennt-
nisse ermitteln.

II. Probleme der Altersstruktur

3. Storung einer Tafelstruktur durch Geburt und Wanderung

3.1. Normierte Altersverteilungen. Fs sollen nun verschiedene Alters-
strukturen miteinander verglichen werden, nidmlich jene der voraus-
berechneten Gesamtbevolkerung und jene der ihr zugrunde liegenden
Sterbetafeln. Dermassen kann der Einfluss von Geburt und Wande-
rung auf die Altersstruktur einer Bevélkerung eruiert werden. Alters-
vertellungen laszen sich jedoch nur in relativer Form miteinander ver-
gleichen, weshalb zunéchst folgende normierte x-abhingige Hdufigheits-
funktionen definiert seien. Bisher kam dem Alter z vorwiegend die
Rolle einer Entwicklungsvariablen zu, hier hingegen jene einer Ver-
teilungsvariablen. was in den Formeln entsprechend hervorgehoben sei:

- P G

Der Sinn von b als einer mit t varierenden relativen Altersstruktur
der Gesamtberdlkering 1st mit Hilfe der Formeln (5) und (6) ohne weiteres
verstdandlich, dagegen bedarf die den verwendeten Sterbetafeln entspre-
chende relative Altersstruktur a noch einiger Erlduterungen. Anstelle von

1Vel. 1.3, Anwendungszahl 4 (£;2) mit § == r,=konstantes Auswanderungs-
alter.



t kann auch z = » geschrieben werden, so dass [{(r:f) = [{x:2) als Uber-
lebensordnung der Generation z = { — r erscheint. s ailt ndmlich:

(10" [{r:t) = 1(0) exp [m “,Lc(;fzz) d&}, woraus

]
[el]

(10" It = [ sty dx.

I(t) 18t demnach das Ergebnis verschiedener Generationentafeln, wobel
immer die gleiche konstante Ausgangsbasis {(0:2) = l(0) = const. ge-
wihlt werden darf.

3.2. Definition des Storungsfaktors m(t,r) . Tatsiichlich wird die sich
aus den Generationentafeln, d.h. die allein durch Sterblichkeit be-
dingte Altersstruktur durch den Einfluss der Geburten und der Wan-
derungen gestért. Setzen wir:

(11) blz;t) = a(r;t) m(t,z) ,

so ergibt sich der erwilhnte Storungsfaktor m ohne weiteres aus (10)
und (10%): Liz:t) 1)

ar) MDD =L ey

m kann somit allein mit Hilfe grundlegender Entwicklungsintensititen

berechnet werden, da die gleichen Ausgangsbestinde L(z,.0) bzw. (o)
im Zihler und Nenner erscheinen.

4. Stabile Altersstrukturen

4.1. Relativ-stabile Entwicklungsmodelle. Bereits unter 7Zaff. 1.3.
und 1.4. war von solchen Entwicklungzsimodellen die Rede (y konstant.
A = — u — & — x generationsunabhingig}. Die einschligigen Formeln

des relatic-stabilen Bevilkerungsmodells wurden jedoch nicht explizit
aufgefithrt, was hier nachgeholt sei, und zwar ausgehend von (5) und

(6): : : :
(12) L{t,x) = L(z,,0) exp | (z—z,) y= J AE) de |,
(12)  L{t) = L(z,0) exp (t-2,) » [ exp(—yz = [ 2dE) dz.

Die stabilen Uberlebensordnungen sind identizch mit den generations-
unabhiingigen Sterbetafeln. Dermasszen geniigt es, in den beiden For-



meln (10") und (10""") die Parameter ¢t bzw. z wegzulassen. Wichtig ist
dabei die Feststellung, dass I(f) = I = const. wird.

Setzen wir die erwihnten stabilen Entwicklungsgrossen in die
Formeln (10) und (10") ein, so ergibt sich hieraus ohne weiteres die
Zewtunabhdngigkeit von a(x) und b(z) , was den Ausdruck stabiler Alters-
strukturen rechtfertigt.

4.2. Storung evner stabilen Tafelstruktur. Wie sieht nun der gemaiss
Formel (11°) zu berechnende Storungsfaktor m aus, falls die soeben auf-
gezelgten stabilen Entwicklungsmodelle herangezogen werden. Die Be-
rechnung fihrt zunidchst auf einen umfangreichen Bruch; es kénnen
jedoch manche Kiirzungen vorgenommen werden, insbesondere wenn
die in (3) gezeigte Zerlegung 1 = — p + @ beriicksichtigt wird. Im ibri-
gen wird man Zahler und Nenner durch [ dividieren, so dass im Nenner-

Integral f die Altersstruktur a(x) der Sterbetafel als Gewichtungs-
(4]

funktion eingeht, was interessante Mittelbildungen gestatten wird.
Solchermassen ergibt sich zunéchst der Ausdruck:

x

exp [— yz -+ [ g d&]
(13) m(g;) = — , o

‘ exp | — yx -+ f pdé

S

a(x) dz

fiir welchen noch eine einfachere Ausdrucksform gegeben sei, und zwar
als Folge nachstehender Mittelbildungen:

7

[ p(&) dé= 2z 5(x)

0
w

exp [y + 2 g(n)] a(@) do = M {exp[—yz - z ()]} = exp [2(—v+ ).

W

0
w

Dabei wird x zuniichst aus f exp (— yx) a(z) de = exp (-—pZ) bestimmt
und alsdann ¢ aus exp [z (—y -+ ¢)] = M. So gelangen wir schliesslich
tiir m(x) zur Form:

(1) m(x) = exp {z [¢(x) —y]— 2[g—y1}.
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Diese Formel gibt nun etlichen Aufschluss fir den ergleich der
Altersstrulturen a(x) und b(x). Hier einige Hinweise fir eine geeignete
Dizkussionswelse:

~ Neutralisieren sich die Wanderungen auf jeder Altersstufe, so wird
¢ = ¢ = ¢ = 0 und es ergibt sich m(r) = exp [— y{r—zr)], eine
bereits frither veritfentlichte I'ormel [5]. Bei stdndigern Zuwachs
der Geburtenzahl (y > 0) dokumentiert (11) eine Verjungung der
Bevolkerung gegeniiber der Uberlebensordnung und bel stindiger
Abnahme (y < 0) eine entsprechende Uberalterung.

~ Wird dagegen die Annahme y = 0 getroffen, kann der Einfluss der
Wanderung herauskristallisiert werden. Allerdings wird hiefiir eine
nihere Betrachtung der Funktion ¢ (&) und ebenso der Mittel x, ¢
und ¢ notwendig. So kénnen z.B. massive Emtritte in hoheren
Altersstufen eine Uberalterung bewirken und massive Austritte
emme Verjungung. Der Einfluss der Wanderungen auf die Alters-
struktur 1st somnt weniger eindeuntig als jener der Geburtenzahl.
bis durfte aufschlussreich sein, die Untersuchungen durch die Wahl
elementarer Funktionen fiir (&) weiterzufithren, indem z. B. zu-
nichst hineare Abhingigkeit voransgesetzt wird.

Unsere Ausfahrungen moégen gezeigt haben. dass das demographi-
sche Problem der Gastarbeiter der mathematischen Behandlung zu-
ginglich gemacht werden kann, dass aber noch manche offene Fragen
einer theoretischen Lodsung entgegengefithrt werden miissen. Die de-
terministische Behandlung des Problemns ergibt sich ohne weiteres
durch die aufgezeigten kausalen Zusammenhénge, wogegen diese Zu-
sammenhénge far die stochastischen Aspekte der Frage lediglich alz
Ausgangsbasis dienlich sein konnen. Fs ist zu hoffen. dass die so ge-
wonnenen theoretizchen Frkenntnisze auch den Fragen des offentlichen
Lebens nutzbar gemacht werden kiénnen. insheszondere bel der finan-
ziellen Planung unzerer AHV.
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Résumé

Ltant donné les importants excédents migratoires dus a l'arrivée des travail-
leurs étrangers, il est souhaitable de compléter les théories mathématiques usuelles
de la science démographique. C'est dans ce sens qu'un premier chapitre est consacré,
non seulement au probléme direct de la projection d'une population, mais aussi au
probléme inverse du renouvellement, ce qui permet d'introduire plusieurs équations
intégrales, dont deux concernant un modele général de la population, une autre
relative & un modéle simplifié. L’objet d’un deuxiéme chapitre réside dans I'étude
de 'influence migratoire sur la structure d’age, ceci a I'aide d'une fonection pertur-
batrice appliquée, en particulier, 4 un modéle de stabilité relative.

Summary

The excedent migrations due to the arrival of foreign workers being more and
more important, it would be desirable to complete the ordinary mathematical
theories of the demographic science. A first chapter is dealing with this subject, not
only with the direct problem of the projection of a population, but also with the
inverse problem of the renewal, factor which gives the possibility to introduce
several integral equations, two of them cencerning a general model of population,
one being inherent to a simplified model. A second chapter deals with the study of
the migratory influence on the age structure, thanks to the disturbing function par-
ticularly applied to a model of relative stability.
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Riassunto

Data Pimportanza dell’eccesso dimmigrazione dovuto all’arrive dei lavora-
tori stranieri, era necessario completare le usuali teorie matematiche della scienza
demografica. A tale scopo un prime eapitolo & consacrato, non solo al problema di-
retto della proiezicne di una popolazione, ma anche al problema inverso del rinnova-
mento. Questo ci permette d'introdurre diverse equazioni integrali, di cui due con-
cernenti un modello generale della popolazione ed un’altra relativa ad un modello
semplificato. L'oggetto di un secondo capitolo consiste nello studio dell'influenza
immigratoria sulla struttura d'eta e cio a mezzo di una funzione perturbatrice
applicata, in particolare, ad un modello relativamente stabile.
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