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Laplace-Transformation und K. Wettenschwilers

spezielle Losungen der erweiterten Erneuerungsgleichung

Von W. Berghoff, Ziirich

Zusammenfassung

Fiir die allgemeine Uberlebensordnung
P(t) = (ag+ agt + ... + a,t")ko+brt)

wird mittels Laplace-Transformation die Losung der erweiterten Erneuerungs-
gleichung hergeleitet. Als Anwendungsbeispiel erfolgt die Bestimmung der Losungs-
funktion, einschliesslich Berechnung der Koeffizienten, fiir das spezielle Sterbegesetz

P(t) = (1 —;) K.

1. Erneuerungsgleichung und Laplace-Transformation

Im Herbstheft 1964 dieser Mitteilungen versffentlichte K. Wetten-
schwiler einige spezielle Losungen der erweiterten Erneuerungsgleichung

D) = S(t) + f @) p(t—k) dk (1)

mit S(t) = H'(t) + H(0) py(t),

einer linearen inhomogenen Integralgleichung vom Volterraschen Typus
zwelter Art.

In dieser Gleichung bezeichnet H(f) den Uinfang einer oifenen
Gesamtheit zur Zeit ¢, p,(f) und p(t) die Ausscheidefunktionen fiur den
Anfangsbestand H(0) bzw. die Neueintritte @(k) im Intervall (0,).
Nach H'(t) aufgelost, besagt die Erneuerungsgleichung (1), dass sich
die Bestandesdnderung in irgendeinem Intervall dt zusammensetzt aus
den Eintritten @(t) vermindert um die Abgidnge aus Anfangsbestand
und sémtlichen Neueintritten im selben Intervall dt.
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Ausgehend von Sterbegesetzen P(f), die mit der Ausscheidefunk-
tion p(t) durch die Beziehung

dP(t)

p(t) = BT

verbunden sind, gelingt es dem Verfasser nach der Methode der iterierten
Kerne, Losungen fiir die Gesetze

(I) von Dormoy P(t) = a™
und ;
(IT) von Moivre P(t) =1——
w

exakt herzuleiten.

Fiir die aus beiden zusammengesetzte Uberlebensordnung

t
(ITII) von Jecklin und Leimbacher P(t) = (1 ——) k!

w

wird der lésende Kern so kompliziert, dass nur noch eine Auswertung
mittels Reihenentwicklung angegeben werden kann. Dazu bemerkt der
Verfasser: « Wenn geeignete Rechenmaschinen zur Verfugung stehen,
lassen sich mit dieser Methode auch numerische Aufgaben anfassen,
wihrend die eleganten Losungswege mittels Differentiation oder
Laplace-Transformation leider oft nur theoretische Maoglichkeiten bie-
teny.

Fine nihere Untersuchung zeigt jedoch, dass mittels der Laplace-
Transformation die gesuchte Erneuerungsgleichung far die ganz all-
gemeine Form

(IV) P(t) = (ag+ayt+ ... +a,t?) klboth?

exakt gelost werden kann. Einzige Voraussetzung dazu ist, dass die
Partialbruchzerlegung der Bildfunktion fir die Riicktransformation,
die rasch sehr umfangreich wird, praktisch noch gemeistert werden
kann. Fiir das Gesetz von Jecklin-Leimbacher, das in Form (IV) als
Spezialfall enthalten ist, wird unter Abschnitt 5 die Partialbruch-
zerlegung explizite durchgefiihrt.
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2. Herleitung der Losungsfunktion
fiir die allgemeine Form (IV) im Originalraum

Nach Doetsch, Handbuch der Laplace-Transformation, Band 111 %),
lautet die Liosungsfunktion der Erneuerungsgleichung, umgeschrieben
in die Faltungssymbolik

F(t)y = G(t) +
und ihre Bildfunktion

f(s) = g(s) +

K(t) + i I’(t)*"]* G() )

) ®

Die Verbindung mit den Bezeichnungen in Formel (1) ergibt sich aus
F(t) = @), G@) =S{) = H'{) +HO)po(t), K(t) = p(d).
Original- und Bildfunktion sind verkniipft durch den Laplace-Operator
L{F(t)} = f(s), L{G(t)} = ¢(s), L{K(t)} = k(s).

Zur Herleitung der Losungsfunktion fiir die allgemeine Form (IV)
ist auszugehen von ihrer Ableitung

: Zc;fﬁ = —p(t) = (ay + 2apt + ... +na, ) kborhh
+(ag+agt+ ... +a, ) KTy gk,
Wird a k% + apkh b lgk = a,
2a, k% +a kb lghk = a

na, k" +a, kb lghk = a,_,
a, k" b, lg k =0,
und k" = x gesetzt, so reduziert sich — p(f) auf
— p(t) = (g + oy b+ ... +o,t7)

Setzt man ferner nach K. Wettenschwiler fur H(f) = ¢!, so lauten die
beiden Funktionen G(t) und I(f) auf der rechten Seite der gesuchten
Losungsfunktion (2)

G(t) = H'(t) + H(0) po(t) = c'lge— (ag+ oyt + ... + o0, ") 5!

amd Kt)=—(ag+oyt+ ... +a,t") "

*) Siehe [1] des Literaturverzeichnisses am Schluss dieser Arbeit.
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3. Ubergang zum Bildraum

Die Transformation von G(t) und K(f) in den Bildraum kann an-
geschrieben werden, wenn die beiden uneigentlichen Integrale

[ee] L= ]

fl(s):f ~totlgedt und fz()=fe—sta,tvx‘dt

0 0

mit s = z + 1y bekannt sind.

Die Auswertung ergibt fiir

1
fs) = —2

s—lgec 4)

und fiir f,(s), durch geeignete Transformation auf die Gammatunktion
iibergefithrt

o, I'(v +1)
fas) = G—lgn) ™ (5)
G(t) und K(t) haben demnach die Bildgleichungen
o lge X al(+)
L{G{#)} = g(s) = ige *EW (6)
d L 1
" L{E®) = Ke) = — 3 =L 0] M

»=0 (8 1g3¢ w}-l

Um die gesuchte Bildgleichung (3) zu erhalten, sind zuerst g(s) und
k(s)
1—k(s)

Aus (6) ergibt sich fiir

Igc(s—Ig»)""'— (s—lgc) D) vl a, (s—lgx)™
_ v=0 -
o= (s—lge) (s—lga)

Z

g

(s—Ige) (s—Igax)+t’

auf einen Nenner zu bringen.

und aus (7) fir

k(s) —;Z:é vie(s—lgx)™"

1=K e 1gay 4 Dol ay(s—Ig )™
v=0
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Das Ausmultiplizieren des Nenners 1 —k(s) hefert ein Polynom
(n +1). Grades in s mit dem Koeffizienten 1 fiir die héchste Potenz
und kann deshalb als Produkt von n + 1 Linearfaktoren

n+1

I s—¢&,)

v=1
dargestellt werden, wobei die &, die n + 1 Wurzeln des Polynoms sind.
Wird n
— D\ vla(s—lgx)"" = Z,

r=0
gesetzt, so schreibt sich
W) 4
1—k(s) Bl
S— fv)
L

und wir erhalten fur die vollstindige Bildfunktion die Darstellung

K(s) Zgﬂ(s—fv) +ZyZ,
) = 96) + g 900 = - ®

(s—lge) (S—Ig%)"“]]1 (s—¢,)

4. Riicktransformation der Bildgleichung
in den Originalraum

Um die Bildfunktion (8) in den Originalraum zuriickzutransfor-
mieren, muss sie entsprechend den Faktoren im Nenner in héchstens
2n + 3 Partialbriiche zerlegt werden.

Das geschieht am einfachsten nach folgender Uberlegung. Zéahler

und Nenner von f(s) = f](s) sind Polynome in s = z ++y und f(s)
s

demnach eine rational gebrochene Funktion. Der Hauptteil ihrer Lau-
rententwicklung in einem A -fachen Pol o, lautet deshalb
d d d,uh d,ulp

H(o ,h) = et L S TR R . SO S Ut S
(0,:h) §—a, * (s—a,)? i (s—ay)h T (s—a#)"#

Werden die Hauptteile simtlicher Pole H(s,,h) von f(s) abgezogen, so
bleibt eine ganze rationale Funktion iibrig. Beachtet man dazu, dass
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1. jede Laplace-Transformierte f(s), wenn sie existiert, fiir s—oo
gegen Null konvergiert und

2. jede ganze rationale Funktion, wenn sie fiir s co unterhalb einer
festen Grenze bleibt, eine Konstante 1st,

S0 muss f(s)— D> H(o,,h) =0
I
und damit f(s) = > H(o,,h) sein.

I

Damit ist die Partialbruchzerlegung eindeutig festgelegt. Die Fak-
toren d , in H(c,,h), d.h. die Zéhler der Partialbriiche bestimmen sich
tiir einfache Pole aus der Beziehung

Z(o,)

by == 9
(#1 -E\"TI(O_#) ( )
und fiir mehrfache Pole

1 7(s) 1P

REE Cly o

(;",u—h) ' R;g(s) S:O'.u
mit h=1,...,4, und R (s) = -——*—(Sli
' * (s—a,)»

Sind die d,, einmal bestimmt und werden sie fiir sémtliche ein-
fachen und mehrfachen Pole durchlaufend numeriert, so lautet die fir
die Ricktransformation in Partialbriiche zerlegte Bildfunktion

d L d, s LI .
[l ==t B e = (11)
S——lgC r=0 (8_183) r=0 S_}‘;l'!—l

wobei einzelne d, auch Null sein und einzelne &, ,, Losungen von Mehr-
fachwurzeln sein kénnen. Fur jede Mehrfachwurzel & tritt dann an
Stelle des Gliedes

d”“.?_“i_f,..
$— §v+1
der Ausdruck
_.d’.lf"g“*"” d”ﬂq’ﬂ“"l + + dnjﬁa‘wj;“
§ Ry __E)i”'
§— " (8 ;,u) (8 1w

Das Rucktransformieren der von (8) auf (11) umgeformten Bildfunktion
in den Originalraum ergibt sich nun unter Verwendung der Integrale
(4) und (5) fast von selbst.

n
g {
ZJ grrti dn-l—3+r’ (12)
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wobei auch hier wieder einzelne Glieder Null sein kénnen und an Stelle
eines Gliedes e»+1'd, . im Falle einer Mehrfachwurzel der Ausdruck

dn+3+,uj—1y

(A,—1)!

{ £t i A —1 t
entd, g Fteutd, g+ 1 ecu
zu treten hat.

Mit Formel (12) ist die allgemeine Lésung der Erneuerungsgleichung
fir die Form (IV) gefunden.

5. Bestimmen der Losungsfunktion

fiir das Gesetz (III) von Jecklin und Leimbacher

Werden in Form (IV) die Koeffizienten

e by =0, by =1

gesetzt, so erhalten wir Gesetz (I1I) von Jecklin und Leimbacher

P{t) = (1—-22—) K.

Diese Spezialisierung, auf die Bildfunktionen (6) und (7) ange-
wendet, ergibt fir

1 lgk
gk B*
B lge ) w
g(s) = + +
J s—lgec s—Ilgk (s—Igk)?
und ’ ol
——lgk il
w w
k(s) = ;
(5 s—lgk + (s—Ilgk)?
ki(s)

Wird aus k(s) der Ausdruck —— gebildet und hernach der

Nenner in Faktoren zerlegt, so ist ~ (s
i ) lgk

= : (13)
h =) 3[3 — (lg k+ %)}
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g(s) auf einen Nenner gebracht und mit (13) multipliziert, fiithrt
zu der Bildfunktion fir Gesetz (ILI):

() = 9(s) + =~ mit
Z(s) = (—i— —lg k) lgc(s—Igk)® + (—i— —lg k)z(s —lgk)2(s—lge)

1 Ik gk
+2<~ﬁ—lgk>£—(s——lgc) (s—lgk) + 2 lgc(s—lgk)?
w w

w

lgk\?
+ (_gﬁ) (s—lge) und

w

N(s) = s(s—1ge) (s—1g k)zis—— (lgk +- &)

In Partialbriiche zerlegt, ist demnach

dl dZ d3 d4 dﬁ

) =g(s) = s ¥ s—lgc i s—lgk " (s—Ilgk)? * 1\
s—"(lgk +ﬁ—>

w

(14)

Die Bestimmung der Zéhler d, nach den Formeln (9) und (10) aus
zum Teil umfangreichen Berechnungen, besonders fiir die Doppelwurzel
lg k, ergibt fur

dl = 0,
1
(lgk)P—lgclgh + o
w
d2 == 1 ’
lge—lghk——
w
1
da = —(———“lgk),
W /
gk
g = B
)
1
Cw?
Ige—I1gh ——

w
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Werden diese d, in Formel (14) eingesetzt und g(s) auf die rechte
Seite genommen, so erhalten wir als Laplace-Transformierte

1

1 (g c—lgk)? 1 o
f(s) = . -
s—lgec 1 1 1
lge—lghk —— s—(lgh+—) lge—lgk——

w w

w

Wieder in den Originalraum iibertragen, muss demnach die Losung
der Erneuerungsgleichung fiir die Ausscheideordnung

t
Pl = (‘-ﬁﬁ)k‘
()]

heissen: i
lg c—lg k)? T
Fly = ot 8O 8 )1 Rt o)
lgc—1ghk—— lge—Ilgk——
w )

Aus ihr miissen sich die von K. Wettenschwiler auf ganz anderem
Wege gefundenen Resultate durch Spezialisierung ergeben. Der Grenz-
iibergang w — oo liefert fiir Gesetz (I) die Losung

Ft) =c' (—lgk +1gc)

und wenn k = 1 gesetzt wird fiir Gesetz (II)

+e

1 1

lge— — lge——
w

w

was mit den in Arbeit [6] gefundenen Liosungen ubereinstimmt, wenn
man beachtet, dass in der ersten Formel k durch ¢! und in der zweiten

1 :
Formel — durch a zu ersetzen ist.
w
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Résumé

Pour la loi générale de mortalité
P(t) = (ag+ ayt + ... + apt)kibotbrt),

la solution de 1'équation de renouvellement élargie est établie & I'aide de la trans-
formation de Laplace. A titre d’exemple, la détermination de la fonction résolvante,
comprenant également le calcul des coefficients, est indiquée pour la loi particuliére
de mortalité

o= 121

Summary

For the general law of mortality
P@t) = (ag+ayt+ ... + a,t") kibotbrt),

the solution of the extended renewal equation is deduced by means of the Laplace
transform. Then follows, as an example of application, the determination of the
solution function, including the calculation of the coefficients, for the specific law
of mortality

P(t) = (1 - (f—)—) K

Riassunto

Per la legge generale di mortalita
Pt)=(ag + ajt + ... + apt?) kot t),

la soluzione dell’equazione di rinnovo estesa viene derivata mediante la trasforma-
zione di Laplace. A titolo di esempio la determinazione della funzione risolvente,
compreso il calcolo dei coefficienti, ¢ indicata per la legge particolare di mortalita

P(t) = (1 —;) K.
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