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Uber eine einheitliche Darstellung
der Verbleibs- und Ausscheidewahrscheinlichkeiten

fiir eine beliebige Zeitdauer

Von P. Nolfi, Ziirich

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der wahrscheinlichkeitstheo-
retischen Darstellung der Entwicklung eines Versichertenbestandes beliebiger Zu-
sammensetzung unter Berlicksichtigung mehrerer Ausscheideursachen. Die mathe-
matischen Formeln werden unter allgemeinen Bedingungen hergeleitet. Alsdann
wird auf die praktische Bedeutung verschiedener Spezialfille und nebenbei auf
ihre formale Ubereinstimmung mit den Ergebnissen anderer wahrscheinlichkeits-
theoretischer Probleme hingewiesen.

Einleitend sel hervorgehoben, dass bei den nachstehenden Aus-
fithrungen nicht die Meinung besteht, die abgeleiteten mathematischen
Formeln seien neu; bei der stark anwachsenden Literatur tiber Wahr-
scheinlichkeitsrechnung ist durchaus anzunehmen, dass gleichlautende
Ergebnisse bereits vorgebracht wurden. Das Ziel der vorliegenden Aus-
fithrungen war vielinehr, auf eine allgemeine Darstellungsmethode hin-
zuweisen, die In versicherungstechnischer Hinsicht gewisse Vorziige
besitzt. Diese zeigen sich:

Hrstens einmal in der rein formal vermittelten Méglichkeit von
Gesamtheitsbetrachtungen. Sie wird durch die gleichzeitige Erfassung
sémtlicher Ursachen eines Austrittes aus einem Personenbestand bzw.
eines Verbleibens erreicht.

Zweitens kommt hinzu, dass im Gegensatz zu vielen anderen ma-
thematischen Darstellungen die vorliegende sich auf eine frei wihlbare
Zeitspanne bezieht und nicht bloss auf eine bestimmte Dauer, z. B. ein
Jahr. Auf weitere Vorziige soll spéter an Ort und Stelle hingewiesen
werden.

Fiar die Leser der Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Ver-
sicherungsmathematiker diirften die folgenden Ausfithrungen insofern
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gelegen kommen, als bereits im vorletzten Heft durch Herrn Prof.

Aug.Urech eine Abhandlung unter der Uberschrift: «Considérations
sur la probabilité np;y;.__[:% que, de m tétes, zyz...w, r exactement
solent en vie aprés n années» publiziert wurde. Wie nachstehend gezeigt

wird, handelt es sich dabel um einen besonders interessanten Spezialfall.

1. Umfassende Darstellung; mehrere Ursachen

Angesichts der Tatsache, dass in der Lebensversicherung nicht nur
eine Abgangsursache, sondern mehrere vorkommen, muss auch die
Fragestellung entsprechend formuliert werden. D.h. gefragt wird nach
der Wahrscheinlichkeit, dass von m im Anfangsbestand vorhandenen
Personen nach einer gewissen Zeit ¢ m, infolge Todes, m, infolge Invali-
ditét, mg infolge freiwilliger Aufgabe der Versicherung usw. ausgeschie-
den sind. Bezeichnet man mit m, die noch vorhandenen Versicherten
zur Zeit t, so gilt allgemein:

mI:m0+ml+m2+--- —’;—mk,

worin k die Zahl der unterschiedlichen Abgangsursachen angibt. Die
gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir die angefithrte Aufteilung des Bestan-

des nach Ursachen sei:

Prot ..+ mk
(@1, -+ zm) ?

wobei die Alter der m unter Beobachtung stehenden Personen mit
Ty, 2y - . . X, bezeichnet werden.

Zur expliziten Darstellung von PgRe---7, fihren wir die Grosse
v(1,7) ein, welche die Wahrscheinlichkeit angibt, dass der Versicherte ¢
infolge der Ursache 7 wihrend der Zeit ¢ aus dem Anfangsbestand
ausscheidet, + = (1 ...m) und 7 = (1 ... k). Zur Vereinfachung der
Schreibweise lassen wir die Variable ¢ jedoch weg. Die nachstehenden
Formeln gelten somit fiir eine beliebige Zeit t, die jeweils vorgegeben
werden kann. Mit v(7,0) soll insbesondere die Verbleibswahrscheinlich-
keit fiir den Versicherten 2 bezeichnet werden. Dann gilt allgemein:

(3,0) + o5, 1) + ... +v(k) = 1, (1)

weil vorausgesetzt wird, der 7-te Versicherte werde entweder austreten
oder dann in den Endbestand eingehen. Auf Grund dieser Festsetzungen
kann die Wahrscheinlichkeit, dass m,, my ... m;, Personen infolge der
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Ursachen 9 = (1 ... k) wihrend der Zeit ¢ ausscheiden, wie folgt ge-
schrieben werden:

Pig iy = 210(0,01) - - - 0t f) - (2)
Das unter dem Summenzeichen stehende Produkt erfasst insgesamt

m Wahrscheinlichkeiten v(1,j), fiir jeden Versicherten eine. Die Sum-
m!

mation erstreckt sich iiber sdmtliche mdglichen
Mme! my! ... omy!
Produktbildungen, die man fir die vorgegebenen Anzahlen m, ... m,
formieren kann, wobei my+ ... 4+ m;, = m sein muss. Wie man weiter
erkennt, ist die gesuchte Wahrschemhoﬂkelt P2k, ein bestimmtes

“Zm)
Glied aus der Entwicklung: )
{p@,0)+ ...+ @0, 0)}Ho2,0)+ ... +v@R)} ... fo(m0) +...+v(mk)} = 1.

Hiemus fo]crt auch, dass die Summe sidmtlicher Wahrscheinlichkeiten
PiRo ok gleich 1 sein muss, weil gemdss (1) jeder einzelne Faktor
OIelch 1 1st Weiter erkennt man, dass die Anzahl der Glieder in (3)
gleich k™ wird.

Fir die weitere Entwicklung der Formel (2) beniitzen wir die
erzeugende Funktion, wie sie bereits von Laplace eingefithrt wurde
(fonetion génératrice). Die fiir die Ursache § geltenden Wahrscheinlich-
keiten v(1,5) werden mit dem Faktor A; vereinigt. I‘ormel (3) geht als-
dann in die Produktbildung

ﬁ{l v(1,0) + A, v(5,1) + ... + Akv(fo',k)} iber. (4)

Die Ausmultiplikation ergibt dann die Summe aller Produkte von der
Rt Ao A ... A Prio Mk (5)

Man erreicht aut diesem Wege, dass die gesuchten Wahrscheinlichkeiten
fur jede mogliche Aufteilung des Bestandes m = my+ ... + m, als
Koeffizienten der 4 mit den gleichnamigen Hxponenten erscheinen.

Es se1 daran erinnert, dass aus dieser Formel sich die Hrwartungs-
werte in einfacher Weise herleiten lagsen. So erhélt man den Krwar-
tungswert der Zahl der Personen, die infolge der Ursache j wihrend
der Zeit ¢ ausscheiden, indem man (4) und (5) nach A; differenziert und
nachher 4, = 4, = ... = 4, = 1 setzt:

Sm Py = o(L) +0(@) + ... +o(mg). (6)



Die Summation auf der linken Seite von (6) erstreckt sich iiber simtliche

Moglichkeiten fiir m,, insgesamt somit iber (;:) unterschiedliche
i

Werte. Fir 7 = 0 erhédlt man aus (6) den Erwartungswert fiir ein

Verbleiben, d.h. fiir ein Eingehen in den Endbestand. Er lautet:

Smg P, = 9(1,0) + 9(2,0) + ... +0(m,0). (7)

Durch Formel (7) wird die Zahl der Lebenden nach einer bestimmten
Zeit t herausgegriffen, wihrend die Formeln (2) und (5) die Wahrschein-
lichkeiten bzw. die Erwartungswerte fur simtliche Kombinationen zu
berechnen gestatten.

2. Spezialfall: Ursache und Gegenursache

Nach den getroffenen Festsetzungen ist die Wahrscheinlichkeit fiir
den Versicherten x;, infolge der Ursache j auszuscheiden, »(1,7), ins-
gesamt gibt es somit m solche Higenwerte. Die Gegenwerte, d.h. die
Wahrscheinlichkeit, dass der Versicherte x; nichi infolge der Ursache ¢
austritt, 1st 1—wo(1,9). Wie durch (1) bestatigt wird, gilt:

S olie 2 5) = 1—oli). ®)

o

Die Summation erstreckt sich itber sémtliche Werte von o mit Aus-
nahme von o« = §. Durch eine solche Zusammenfassung der Gegen-
urgachen reduziert sich die Betrachtung auf zwei. Wir bezeichnen die
Gegenursachen von § mit —j. Die Grundwahrscheinlichkeiten fiir den
Versicherten ¢ lauten dann

v(t,7) und v(1,—9) = 1—0(1,j).
Dieser Spezialfall ist von besonderem Interesse und in der abgeleiteten

Grundformel (2) enthalten. Setzt man zur Vereinfachung der Schreib-
weise m; = r, $o erhilt man:

Ploy...amy = 2, 00000) « - 00, 0) 00y g,—1) - 00, —0) . (9)
Die Summe erstreckt sich nunmehr iiber sémtliche unterschiedlichen
Gruppierungen der Versicherten zu r-Tupeln. Die Anzahl der iiber-
haupt moglichen Glieder fiir ein vorgegebenes § ist in Ubereinstimmung
mit dem allgemeinen Fall 2™. Der Ausdruck (9) antwortet auf die Frage
nach der Wahrscheinlichkeit, dass genau r Personen infolge der Ur-
sache 7 wihrend einer vorgegebenen Zeitspanne t ausscheiden.
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Fragt man einschrinkend nach der Wahrscheinlichkeit, dass r vor-
bestimmte Versicherte und nur diese infolge der Ursache ausscheiden,
z.B. 2,2y ... x,, so erhilt man einen bestimmten Summanden von
(9), nédmlich

P(rj) = v(L,)) v2,) - .. o(r) {1 —o@r+1,5} ... {l —o(m,)}.

Die Ausmultiplikation auf der rechten Seite fithrt zu einer Summe von
Produkten mit r, r+ 1 ... m Faktoren von der Form v(1,7). Was fir
ewnen Summanden in (9) gilt, muss auch fir die ibrigen gelten, da alle
den gleichen Aufbau haben. .

Man erkennt damit, dass (9) als eine Summe von Produkten mit
r bis m Faktoren dargestellt werden kann. Wird die Summe aller Pro-
dukte von der Linge r + A mit K,Z7 ., bezeichnet, so gewinnt man
aus (9) die Rethe:

Pl o =K ZI+ K7 +...+K, 7 (10)

(g +n- m—r “m*

r

Hierin sind die Werte A, noch unbekannt. Um sie zu berechnen,
bemerken wir, dass Gleichung (10) auch fir den Fall gleichgrosser
Wahrscheinlichkeiten: v(v,9) = p fiir + = (1...m) richtig sein muss.
Das (4 +1). Glied geht alsdann iiber in

. m ,
Zrva = (r+ A)p =
Anderseits geht (9) iiber in

r m T m—r
Play..com = (T)P (L—=p)™". (10a)

Durch die binomische Entwicklung von (10a) und Gleichsetzung der
Koeffizienten der Potenzen von p™*4 wird

()= () (" ) e

A

und damit:

r

In (10) eingesetzt, erhalt man die fiir eine Ursache allgemein giiltige
Darstellung:
PT

(fl...xm

):zz_(rt1)zi+1+—...+(—1)m—f(T)z;. (11)
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Die in (11) angefithrte Entwicklung vermittelt die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass r Personen unterschiedlichen Risikos wihrend der
Zeit t wegen der Ursache 7 aus dem Anfangsbestand ausscheiden. Setzt
man in (11) insbesondere § = 0, so erhélt man die Verblewbswahrschein-
lichkeut fur einen Endbestand von r Personen. Dieser Spezialfall § = 0
18t identisch mit der eingangs erwéhnten, von Herrn Urech betrachteten
und mit der von ihm unter Beschrinkung auf elementare Hilfsmittel
bewiesenen Grundformel. Es sei noch bemerkt, dass (11) sich auch auf
anderen Wegen beweisen lésst, so z.B. durch Rekursion.

Die abgeleiteten Formeln in ihrer durch (10) und (11) gegebenen
Gestalt erscheinen uns besonders deshalb von einiger Bedeutung, weil
sie sich auf eine beliebig lange Zeitspanne beziehen. Dadurch gewinnt
man einerseits einen grosseren Uberblick und anderseits auch besser
fundierte Unterlagen als bei Betrachtungen, die sich nur auf ein Jahr
beschrianken. Die Aussagekraft der Formeln wird erhoht.

Fir den Erwartungswert und die Varianz erhilt man die bekann-

ten Grossen:
m

Ay = o(lg) + -+ o(mg); o = D o(ig) o(i,—]) -

i=1
Sie erlauben, fiir jede beliebige Zahl » von Beobachtungen die Un-
gleichung von Bienaymé-Tschebycheff anzuwenden,

, 1
W(‘v——flji = x%0;) gg, (12)
hierbei 1st % in Streuungseinheiten auszudricken. Wir haben diese gut
bekannte Abschétzung hier angefithrt, weil sie infolge ihrer Hinfach-
heit verlagsiger erscheint als verfeinerte Methoden, die unter idealisier-

teren Voraussetzungen gelten.

3. Hinweis auf Analogien

1. Fall. Es erscheint iiberraschend festzustellen, dass man formal
zu gleichlautenden Ergebnissen gelangt bei ganz anders gearteten Pro-
blemen. So ergibt sich die gleiche Reihenentwicklung wie (11), wenn
man unter allgemeinen Bedingungen nach der Wahrscheinlichkeit fragt,
dass von m mdglichen Kreignissen genau r auftreten. 7, , ist in diesem
Fall die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten von r+ A der in Be-
tracht fallenden Ereignisse.
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Folgendes Beispiel erscheint in diesem Zusammenhang besonders
amiisant. Gegeben sei ein Kartenspiel von 36 Jasskarten, die unter
4 Spieler verteilt werden. Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit
fiir das Auftreten von Quadrupeln. Darunter versteht man vier gleich-
wertige Karten, z. B. vier Koénige oder vier Damen usw. Be1 9 Hand-
karten eines Spielers konnen 0, 1 oder 2 Quadrupel gleichzeitig auftreten.
Insgesamt gibt es 9 unterschiedliche Quadrupel. Die Wahrscheinlich-
keiten von mandestens 0, 1, 2 Quadrupeln auf 9 Handkarten sind:

_ (36) 36)"‘_ 1. _ (32) (36)‘1 nd - (28) 36\~
po - 9 ( 9 - 3 pl - 5 9 u pz o 1 ( 9 ) .
Mehr als 2 Quadrupel sind nicht realisierbar, die entgprechenden Wahr-

scheinlichkeiten sind Null. Die Wahrscheinlichkeiten fur das Auftreten
von genau 0, 1 oder 2 Quadrupeln sind:

1 0
P, — ZO—-( )zl+( )zz,

0 0
2
P =2 —(;) 2.
. B\ (hs—sr\ /shy\™
Py =2, — Z’—(r) (hmsr)(h)'

Dabei ist k die Zahl der Handkarten und s die Zahl der Spieler. Fir
36 Jasskarten gilt:

P, = 0,9807.. .,
P, = 0,0192.. .,
P, = 1,07 - 107,

2.Fall. Ein anderes amiisantes Beispiel, das ebenfalls zur Reihen-
entwicklung (11) fihrt, ist folgendes: Hine Sekretdrin hat im Laufe
eines Tages N Briefe und die dazugehérenden N Kuverts geschrieben.
Da gie es beim Biiroschluss sehr eilig hat, steckt sie die Briefe rein zu-
fallsméssig in die Kuverts, ohne auf den Adressaten zu achten. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie genau r Briefe richtig ein-
gepackt hat? Die Wahrscheinlichkeit, dass auf N Briefe wenigstens r
bestimmte Briefe richtig eingesteckt werden, ist Lz%i, die Zahl

der unterschiedlichen Moglichkeiten ist (Ij), und damit wird

, _ (N—m! NI 1
" Nl (N—plel ol
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass alle N Briefe richtig eingeordnet

werden, 1st somit ﬁ; sie ist bereits fiir N = 10 sehr klein und erreicht

nicht einmal ein Millionstel.
Damit erhalt man die Wahrscheinlichkeit, dass exakt » Félle auf-

treten vermittelst der Reihenentwicklung (11). Insbesondere wird die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau (N—1) Fille auftreten:

N
Pyy1=2y,— (N—l) Ziy =0,

wie es sein soll.

Man erkennt, dass der Formel (9) ganz allgemein und nicht nur in
der Versicherungsmathematik Bedeutung zukommt. Interessante Fr-
weiterungen ergeben sich aus der Betrachtung des allgemeinen Be-
setzungsproblemes.

4. Erweiterung von Formel (11)
auf s Ursachen und Gegenursachen

Aus Formel (2) lassen sich noch weitere Spezialfille herleiten. Sie
gestatten, die Frage zu beantworten, wie gross die Wahrscheinlichkeit

1st, dass genau _ _
r, Personen infolge der Ursache 9,

ry Personen infolge der Ursache 7,
r, Personen infolge der Ursache 7,

austreten, sofern die Zahl der Ursachen s << & und
rt+re+ .., =r<<m ist.

Um diesen Fall kurz darzustellen, fassen wir alle mit j;, 7, - - . 7,
nicht erfassten Ursachen mit —j, zusammen. Die gesuchte Wahrschein-
lichkeit kann alsdann wie folgt ausgedriickt werden:

PRt = > 0(iyfy) 0(8fy) - - - 0(0psfs) 0(ryg5—T,) -+ 00y, —15,) . (18)
Hier erstreckt sich die Summation tiber sdmtliche

m!

! (m—r)!

Produktbildungen der Wahrscheinlichkeiten, die iiber den Versiche-
rungsbestand z, ... z,, gebildet werden konnen. (m—r) bezeichnet die



Zahl der Personen, die infolge der nicht in Betracht gezogenen Ur-
sachen, also infolge der Gegenursache —j., ausgeschieden sind. Der
Ubergang in den Endbestand — die Verbleibsursache j, — erscheint rein
formal gleichgeordnet wie im Spezialfall.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Versicherte z; micht an den 7,
bis 9, betrachteten Ursachen stirbt, ldsst sich berechnen. Sie lautet:

(t,—J5) = 1—0(0]y) — ... —0(3],). (14)

Aus (18) geht hervor, dass im angeschriebenen Produkt m—r Fak-
toren der Form (14) auftreten. Ihre Finsetzung und Ausmultiplikation
lasst (13) in eine Summe von Produkten iibergehen, in denen nur die
direkten Wahrscheinlichkeiten v(2,7) auftreten; (18) wird auf diese Weise
in eine Summe von Produkten mit », v+ 1 ... bis m Faktoren um-
gewandelt, wobei insgesamt

m! m—r!

A = - R
rlrtortim—r)! Al4,0 ... A (m—r—A4)!

m!
A e 15
r gt LA A A (m—r— A (15)

Produkte mit r+ A Faktoren auftreten, fir 4 = (1,2 ... m—r). Wir
fassen alle Produkte mit gleicher Anzahl Faktoren in einem Summan-
den zusammen und schreiben dafiir

j1eeeds
KAIF ...—f—KIS ZT}*FJ]_..,?'S*FAS' (16)

Dabei ist A, +Ay+ ...+ 4, =4 und K, , ., ene Konstante,
d.h. unabhéngig von den Wahrscheinlichkeiten. Sie gibt die Anzahl
der gleichlautenden Werte von Z, .,  , ., an und kann aus (15)
gerechnet werden, indem man die dort angefithrte Zahl 4 durch die
Anzahl der unterschiedlichen Werte B teilt, also durch

B ~ (17)
oA+ A (m—r—A)t |
Die Division ergibt:
ii_ - K - (T1+A1)I g (frs—i_As)’ o (Tl T Al) (TZ -+ AZ‘ (rs + As)
B Y AT N Ty ) re /0



Beriicksichtigt man noch, dass (16) Produkte mit negativen Faktoren
enthilt, so kann man sich auf die Betrachtung von positiven Werten
mit dem Vorzeichen (—1)? beschrinken. Damit geht (18) endgiiltig
itber 1mn: (18)
Pty =S (TR () L Wzt
1 2 s

Die Summation erstreckt sich iiber den positiven ganzzahligen Wert-
vorrat der 4, ... A, unter der Bedingung: 4 < m—r.

Gleichung (18) driickt die Wahrscheinlichkeit aus, dass genau
7; Versicherte an der Ursache 7 ausscheiden, mit 7 = (1 ... s), wobei
jedes einzelne Mitglied der in Betracht gezogenen Gesamtheit 2 ... z,,
ein anderes von allen tibrigen unterschiedliches Risiko darstellen kann.
Hg handelt sich somit bei Gleichung (18) um einen umfassenden Aus-
druck; er gilt fiir einen gemischten Bestand mit beliebig vielen einander
ausschliessenden versicherten Hreignissen.

Gleichung (18) ladsst sich auf verschiedenem Wege verifizieren.
Wird eine Ausscheideursache ausser acht gelassen, z. B. 7, so erhélt man
wegen 7, = 0 formal den gleichen Ausdruck wie (18). Lésst man ins-
besondere alle Ausscheideursachen bis auf eine wegfallen, so erhdlt man
Gleichung (11), die wir direkt bewiesen haben.

Die praktische Auswertung der Wahrscheinlichkeiten P7l-:''s |
fithrt bereits bel einer kleinen Anzahl Personen unterschiedlichen Risi-
kos auf eine kaum zu bewiltigende Zahl von Rechenoperationen, so
dass man auf Néherungsverfahren angewiesen ist.

Ts



Résumé

Le présent travail se propose de représenter, a I'aide de méthodes stochas-
tiques, I’évolution d'une collectivité de personnes constituée d’une maniere arbi-
traire et soumise & plusieurs causes d’extinction. Les formules sont établies sur la
base d’hypothéses trés générales. L'importance pratique de certains cas spéciaux
est mise en évidence; en particulier, les résultats obtenus présentent une certaine
analogie avec ceux provenant de problémes stochastiques classiques.

Summary

The present paper deals with the evolution of any population of insured
persons by applying the methods of the theory of probability and by taking into
account several causes for withdrawal. The mathematical formulas are derived
under general conditions. The practical significance of several special cases is out-
lined and their formal congruity with the results of other problems in the theory
of probability is pointed out.

Riassunto

Questo lavoro si propone di presentare, mediante metodi stocastici, I'evolu-
zione di una collettivita di assicurati cogtituita in maniera arbitraria, tenuto conto
di numerose cause di estinzione. Le formule matematiche sono stabilite in base
a condizioni generali. Inoltre & messa in evidenza I'importanza pratica di diversi
casi speciali e in particulare la loro concordanza formale con risultati di altri pro-
blemi stocastici.
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