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Abhingige und unabhingige

Ausscheidewahrscheinlichkeiten

Von Bernhard Romer, Basel

Zusammenfassung

Die sogenannten «abhingigen» und «unabhéngigen» Ausscheidewahrschein-
lichkeiten werden auf ihre gegenseitigen Beziehungen untersucht. Es ergibt sich ein
strenger Zusammenhang, wenn man die Abgénge wihrend der Zeiteinheit genau
verfolgt. Unabhingige Wahrscheinlichkeiten bei vertriglichen Ereignissen geméss
der Wahrscheinlichkeitstheorie sind hingegen Grossen anderer Art, mit denen man
gewohnlich bei Untersuchungen iiber Ausscheideursachen nicht operieren kann.
Schliesslich wird noch der Zugang einbezogen.

I. Einleitende Bemerkungen

« Gliederungswahrscheinlichkeiten» und «Verlaufswahrscheinlich-
keiten» sind in sehr verschiedenem Ausmasse mit Problematik be-
frachtet. Beziehen sich die erstgenannten Wahrscheinlichkeiten 1) auf
den Zustand einer in Teilmassen zerlegten Gesamtmasse zu einem be-
stimmten Zeitpunkt, so haben es die zweitgenannten mit Vorgéingen an
einer solchen Gesamtmasse wiahrend eines bestimmten Zeitraumes zu
tun. Je nach Lage und Lénge der Zeitstrecken, je nachdem, ob die
Vorginge die Finbusse eines oder mehrerer Merkmale bei den Ele-
menten bewirken, je nachdem, ob das Wiedergewinnen urspringlicher
Merkmale ausgeschlossen ist oder nicht, je nach der Zuldssigkeit von
Zugéngen usw. bereichert sich die begriffliche Fassung durch zum Teil
recht heikle Fragen.

Es kreist im Zusammenhang mit versicherungstechnischen Auf-
gaben bereits eine stattliche Literatur um die zweitgenannte Gattung

1) Wir sprechen hier von Wahrscheinlichkeiten, weil es sich um vorgestellte
Modellgesamtheiten handelt, die sich einem Urnenschema mit gewissen Entnahme-
vorschriften angleichen lassen.
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von Wahrscheinlichkeiten, und zwar fast ausschliesslich um den Be-
griff der Ausscheidewahrscheinlichkeit. Manche Schweizer Autoren
haben zur Kldrung der Sachlage beigetragen, zum grossen Teil in diesen
«Mitteillungen». Dabei ist deutlich geworden, dass sich auf zwel ganz
verschiedenen Seiten der Zutritt ins Problemfeld erschliesst. So kann
man gewissermassen mikroskopiseh vorgehen — indem man Bestandes-
vorgdnge innerhalb sehr kurzer Zeitstrecken untersucht — oder makro-
skopisch — wo man ohne Grenziiberginge «ins Kleinste» auskommt.
In jener Methode 1st die Intensitdt der beherrschende Begriff, dessen
elegante Handhabung aber durch einengende Voraussetzungen erkauft
wird; in dieser hingegen stiitzt man sich auf den isolierbaren Einzel-
vorgang, der sprunghaft auftritt. Fs handelt sich also, anschaulich ge-
sprochen, dort um ein Ausmessen von Abfluss- und Durchflussmengen
einer Stromung, wo die einzelnen Ereignisfille eine abgegrenzte Menge
der stromenden Masse verkorpern, hier statt dessen um das Abzéhlen
von individuellen Vorgéngen. Beide Behandlungsverfahren finden sich
1im verallgemeinerten Begriff der Integral-Ausscheideintensitit zu
héherer Einheit ((8], [3]) 1).

Der vorliegende Artikel gilt vornehmlich den gegenseitigen Be-
ziehungen zwischen den verschiedenen Darstellungsweisen fir die
Ausscheidewahrscheinlichkeiten bei mehreren Ausscheideursachen. Die
Bedingungen sollen dabei tunlichst wenig spezialisiert sein, entgegen
dem, was tiblicherweise geschieht durch Annahmen wie Kleinheit der
Wahrscheinlichkeiten, gleichméssigen Verlauf des Geschehens usw. Wir
halten uns an die Untersuchung diskreter Dinge und Vorfille und
gehen auf moglichst elementare Darstellung aus.

II. Der Ausgangsbestand und seine Bewegung

Hine wohlbestimmte Anzahl von Elementen (Dingen, Personen)
besitze zu Beginn eines Zeitraumes gewisse gemeinsame Stamm-
eigenschaften (Hauptmerkmale, Kennzeichen). Diese Elemente sind in
namlicher Art und Weise Ereignissen ausgesetzt, die zweierlei Folgen
haben konnen:

1) Eckige Klammern bedeuten die Nummern des Literaturverzeichnisses am
Schluss.



1. Das jeweils betroffene Element entzieht sich vollig der weiteren
Beobachtung, sei es, dass es untergeht (Tod, Erloschen), sei es,
dass es einfach aus der Beobachtung entschwindet (z.B. bei Ver-
sicherungsbestinden durch Vertragsablauf und durch Ricktritt
vom Vertrag; in der Bevilkerung beispielsweise durch Auswande-
rung).

2. Das jeweils betroffene Element wird einer Stammeigenschaft be-
raubt, lasst sich jedoch weiter verfolgen. An die Stelle des urspriing-
lichen Merkmals tritt ein Ersatzmerkmal — das unter Umstéinden
ein kontriares Alternativmerkmal sein kann, so dass es eine dritte
Tigenschaft 1m selben Begriffskreis nicht gibt (gesund — krank,
aktiv — invalid) ; manchmal geht jedoch die begriffliche Aufgliede-
rung weiter (verschiedene Arten des Zivilstandes, daher auch mehr
als zwel Arten des Wechsels; ebenso Berufswechsel, Wohnsitz-
wechsel, Invaliditdtsgrade usw.).

Die Wechsel mehrerer Merkmale konnen sich an einem und dem-
selben Element hintereinander vollziehen oder gar genau gleichzeitig
vorkommen. Dann wird man aber zwischen den Ereignisféllen der
Wechsel einerseits und den davon Betroffenen anderseits zahlenméssig
wohl zu unterscheiden haben.

Ist ein Klement infolge eines Merkmalswechsels aus dem Ursprungs-
bestand ausgetreten, so kann es gedanklich in einen Tochterbestand
eingewiesen werden, der alle gleichartig umgebildeten Mitglieder der
Anfangsgesamtheit aufnimmt ([15],[2]). Er baut sich mit der Zeit
allméhlich auf und gleichzeitig wieder ab infolge des Austritts von Ele-
menten, welche weitere Anderungen durchmachen. In der Uberlagerung
von Zu-und Abgangliegt die Besonderheit der Tochterbestande. Wichtig
1st dieser Begriff dort, wo zwischen mehreren Bestinden ein gegen-
seitiger Austausch von Elementen stattfindet, wo also die Riickkehr
in eine einstmals verlassene (Gesamtheit (bzw. das Wiedergewinnen
verlorener Eigenschaften) vorkommt (Aktive — Invalide, Verheiratete —
Unverheiratete).

Es gibt auf Grund des bisher Gesagten keinerlei Wiederholung des-
selben Ereignisses am niamlichen Flement, es sei denn, zwischenhinein
habe ein « Gegenereignis» die urspriingliche Anderung riickgingig ge-
macht.
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Hig erscheint hier angebracht, einige Worte dem Begriff « Abhdngig-
keit» zu widmen, weil er zumindest zwei-, wenn nicht mehrdeutig ist
und nicht immer gesagt wird, welche Bedeutung man meint: Eine Aus-
scheideursache bzw. das von ihr hervorgerufene FEreignis 4, ist von einer
zweiten Ausscheideursache bzw. einem zweiten FEreignis 4, abhéngig

1. auf Grund einer Funktions- oder Korrelationgsbeziehung, wenn sich
die Masszahlen fiir 4, nach gewissen Masszahlen fiir 4, (im ndm-
lichen Bestand) richten — entweder streng nach Art einer eindeuti-
gen Zuordnung oder stochastisch nach Art eines Erwartungswertes
mit Streaung 1);

2. im Sinne der bedingten Héufigkeit oder Wahrscheinlichkeit, wenn
das Ereignis 4, verhdltnismaéssig 6fter oder seltener auftritt, sofern
das Ereignis 4, (vorher oder nachher) an denselben Elementen
ebenfalls vorkommt.

Ob 4, unmittelbar einen Einfluss auf 4, ausiibt oder ob es ein
Sachzusammenhang «auf Umwegen» ist, beschéftigt ung hier nicht.
Jedenfalls wird man beide Arten der Abhingigkeit auseinanderhalten
miissen 2). Abhédngigkeit im ersten Sinn zeigt sich z. B. bereits dort, wo
entsprechende Ausscheide-Masszahlen zweler verschiedener Ursachen
im gleichen Bestand durch gleichartigen Verlauf miteinander ver-
bunden erscheinen (Beispiel: Sterben und Invalidwerden geméss dem
erreichten Lebensalter in einem Ménnerbestand). Man konnte sogar
soweit gehen zu fragen, ob dann nicht die Masszahlen fur 4, unmittel-
bar als Funktions- oder Korrelations-Grossen von entsprechenden Mass-
zahlen fiir 4, ausgedriickt werden diirften. Unter Umstdnden wiirde so
beispielsweise der Formelapparat und die Frrechnung der Ausscheide-
Ordnungen von Aktiven vereinfacht (4, wire hier das Ausscheiden
durch Tod, 4, das Ausscheiden durch Invalidwerden); denkbar ist ein
solcher Zusammenhang in der Gestalt q(x+1¢) - f(z+1t) = 1 (x+1) mit
f(z+1¢) als Bindungstaktor 3).

1) Der Funktionsbegriff verlangt zwar nur eine eindeutige Zuordnung zwischen
Argument- und Funktionswerten; wir fordern jedoch dartiber hinaus, dass ein
sachlich begriindeter Zusammenhang bestehe oder vermutet werden konne.

%) Zur gegenseitigen Beziehung der Abhéngigkeits- bzw. Unabhangigkeits-
begriffe siehe auch Richter [4], 8. 71 und 74.

%) So ist auch die Ausscheide-Intensitét fiir eine bestimmte Ausscheideursache
im erstgenannten Sinn abhéngig von den iibrigen, und zwar wegen des Nenners
(jeweiliger Bestand). Vgl. Zwinggi [5], S. 26/27, Formeln (1.24), (1.28).



Begniigt man sich damit, Ereignisse zu zdhlen, die als erste oder
gar als einzige wihrend der ganzen Beobachtungsdauer ein bisher un-
berithrtes Mitglied der Ursprungsgesamtheit treffen, so entgeht man
ginzlich dem Problem der zweitgenannten Abhéngigkeit. Diese letztere
erscheint erst, wenn die zeitlich zweiten oder noch spéter folgenden
Ereignisse am selben Element beobachtet und gezéhlt werden.

Es hat keinen Sinn, von Abhéngigkeit der zweiten Art zu sprechen,
sofern es sich bei 4, um Ausscheideursachen handelt, welche die Ele-
mente selber zerstoren. Ein Toter kann weder invalid werden, noch
kann er es sein. Und geht es um Ausscheideursachen, welche die Elemente
aus der Beobachtung werfen, ohne sie zu zerstdren, so vermag man
hochstens auf Grund gewisser Annahmen ein Modell des weiteren indi-
viduellen oder kollektiven Verhaltens solcher Elemente zu erstellen.
Das 18t solange tberflissig, als man sich darauf beschrinkt, die Ele-
mente nur wihrend ihres Verbleibens in der Ursprungsgesamtheit und
auf ihr erstes Ausscheiden hin zu verfolgen.

Wir formulieren nun unsere Voraussetzungen fiir die weitere Unter-
suchung:

1. Zu einem genau bestimmten Zeitpunkt kann nur em bestimmtes
Ereignis ein und dasselbe Element treffen. Es handelt sich somit
um einander ausschliessende Ereignisge in einem engeren Sinn.
Wiirden wir die Elemente auch verfolgen in den Phasen nach dem
Eintreffen eines ersten Ereignisses (Tochterbestéinde), so diirfte von
einander ausschliessenden Ereignissen nicht mehr gesprochen wer-
den. Solange wir nur die Ursprungsgesamtheit betrachten, werden
durch obige Bedingung aus sonst vertrdglichen Kreignissen ein-
ander ausschliessende. Dass sich die Bedingung nicht von selbst
versteht, erkennt man leicht, wenn man als Ereignisse Merkmals-
dnderungen zu berticksichtigen hat, die sich koppeln lassen: Zivil-
standswechsel — Wohnsitzwechsel, Invalidwerden — Berufswechsel
und dergleichen.

2. Als Beobachtungs-Zeitstrecke gilt die Zeiteinheit (das Jahr), be-
ginnend zur Zeit ¢ = 0 und laufend bis ¢ = 1.

8. Um die Uberlegungen moglichst zu vereinfachen, halten wir uns
vorerst an den Fall von bloss drei wirkenden Ausscheideursachen.
Spéter werden wir noch einen zusammengefassten «itbrigen Ab-
gang» miteinbeziehen.
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Die drei Ausscheideursachen bestehen in

der Ursache 4, die volliges Entschwinden aus der Beobachtung
nach sich zieht,

den Ursachen B und C, welche jeweils einen bestimmten Merkmals-
wechsel veranlassen und dadurch das Element in Abgang bringen;
die weitere Beobachtung sei moglich.

4. Der Ausgangsbestand sei L,, der Endbestand der wihrend der
Zeiteinheit unbehelligt gebliebenen Elemente sei L.

Wahrend dieser Zeit werden betroffen

ausschliesslich vom «Hreignisy 4 F(4) FElemente,
» » » B F(B) » 3
» » » ¢ F(C) »

Ziwel verschiedene beobachtbare Ausscheideereignisse zeitlich hin-
tereinander treffen F(BA), F(CA4), F(BC), F(CB) Elemente, mit der
in den Klammern angegebenen zeitlichen Ereignis-Reihenfolge.

Drei verschiedene beobachtbare Ausscheideereignisse hinterein-
ander treffen F(BCA), F(CBA) Elemente, mit der innerhalb der
Klammern angegebenen Ereignis-Reihenfolge.

Das Ereignis 4 stort die beliebige Tauschbarkeit der Reihenfolge,
weil es nur hinter den andern oder allein beobachtet werden kann. Von
den insgesamt 15 moglichen Anordnungen entfallen sechs, ndmlich

AB, AC, ABC, ACB, BAC, CAB.

Die gebrduchlichen Masszahlen des Ausscheidens sind bekanntlich
die partielle oder unabhéngige Wahrscheinlichkeit; wir bezeichnen sie
mit W(d4), W(B), W(C);
die totale oder abhéingige Wahrscheinlichkeit; wir bezeichnen sie mit
w(A4), w(B), w(0).

Wir gehen aus von den Wahrscheinlichkeiten w. Hiner Ausscheide-
ursache werden dabei alle diejenigen Hreignisfélle zugerechnet, welche
entweder als einzige oder doch als erste ein Element des Ausgangs-
bestandes treffen. Bezugszahl ist L.

Wir haben fir die Zahl der Ausscheidenden

Low(d) = F(4), (1a)
Lyw(B) = F(B) + F(BA) + F(BC) + (BCA), (1b)
Low(C) = F(C)+F(CA) +F(CB) + F(CBA). (le)



AR g1y = Lo[w(4) + w(B) +u(0)], )
wie es der Additionsvorschrift fiilr Wahrscheinlichkeiten einander aus-
schliessender Kreignisse entspricht.

w(4), w(B), w(C) haben den gewichtigen Mangel, dass bei der Zih-
lung der durch eine darunter — z.B. durch 4 — Betroffenen, die durch
die iibrigen Ursachen — B und ¢ — vorweggenommenen Austritte aus
L, unbeachtet bleiben. Je starker und frithzeitiger die andern Aus-
scheideursachen wirken, je zahlreicher und je frither also die sonstigen
Ereignisfille stattfinden, desto bedeutungsvoller wird dieser Umstand.
Er darf nicht ausser acht bleiben, wenn die Verhéltniszahlen nicht stark
verfilscht werden sollen. Die zu kleinen Wahrscheinlichkeiten w sind
infolgedessen zu erhohen, indem die durch die restlichen Ausscheide-
ursachen veranlassten Abgénge wieder wettgemacht werden. Die «vor-
zeitig und anderweitigy Ausgeschiedenen sind so zu erfassen, wie sie
im Ursprungsbestand noch héitten vorhanden sein miissen, sofern die
andern Ausscheideursachen nicht dazwischen gegriffen hétten. Hs gilt
also das ungestorte Wirken einer Ausscheideursache zu ermitteln. Darauf
beziehen sich die Wahrscheinlichkeiten W.

Betrachten wir die Ursache 4. Neben den wirklich erfassten I'(4)
Elementen hitten noch weitere von A zuerst betroffen werden kénnen,
nédmlich die, welche aus den inzwischen anderweitig ausgeschiedenen
Lg[w(B) +w(C)] Elementen hitten stammen miissen. Die «bereinigte»
und auf 4 allein zugeschnittene Ausscheidewahrscheinlichkeit W (4)
lasst sich dadurch etwas genauer fassen. Unterstellen wir nidmlich, 4
wirke mit gleicher Stirke auf die jeweils verbleibenden Flemente der
Ursprungsmenge, wie 4 auf die inzwischen anderweitig ausgeschiedenen
Elemente gewirkt hitte, wenn sie weiterhin im Ursprungsbestand ver-
harrt hitten — eine einleuchtende, ja zwingende Annahme — so wéren
zusitzlich weitere W(4) Ly[w(B) +w(C)] Elemente infolge 4 aus-
geschieden. Die Uberlegung geht aber insofern fehl, als der Anfangs-
bestand zwar durch B, C' vorzeitig geschwiicht worden ist, aber nicht
unbedingt von Anfang an, also nicht fur das volle Jahr. Andersherum
gesagt: Der wegen B und C fehlende 4-Abgang muss nur korrigiert
werden, soweit und solange in der Ursprungsgesamtheit ein Ausfall
fir 4 durch B und C sich iiberhaupt ergeben hat. Der « Nebenabgang»
Ly [w(B) +w(C)] darf somit unter Umsténden nur zu einem Bruchteil
angerechnet werden. Es empfiehlt sich, eine Funktion 7',(B,C),
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T (B C’) < 1, einzufithren, welche den Teil angibt, zu welchem
w(B) (0)] die Abgénge A beeintriachtigt hat. So kommen wir
beremlgten Gesamtabgang durch 4 mittels der Gleichung

Lyw(4) + Lo T, (B,C) [w(B) + w(C)] W(4) = LyW(4). (3a)

0=
L[
um

Genau entsprechend hat man
Lyw(B) + LyT5(4,0)[w(4) +w(C)]W(B) = L,W(B), (3b)
Low(C) + Ly Ty (4,B) [w(4) +w(B)]W(C) = L,W(C). (3¢)

Daraus ergibt sich

w(4)

W(d) — .

DT BO B e (O] .
w(B)

Wwy”1mm (4,0) [w(4) + w ()]’ ()

W(C) = uie) (40

Schreibt man die Gleichungen (3) um zu
Loyw(d) = W (4) Ly{1—T4(B,0) [w(B) + w (0]},
Lyw(B) = W(B) Ly{1—T5(4,C) [w(4) +w(C)]},
Low(C) = W (0) Lo {1—To (4,B) [w(4) +w(B)]},

so 1st man imstande, die Darstellung darauthin umzudeuten, dass der
wirkliche Abgang durch eine bestimmte Ausscheideursache tiberein-
stimmt mit dem erwarteten oder vermuteten Abgang geméss der
«bereinigten» Wahrscheinlichkeit, letztere aber bezogen auf einen ver-
kleinerten Bestand.

T,(B,C), Tz(4,0), Ty(4,B) sind drei verschiedene Grossen zwi-
schen Null und Eins 1), in denen sich jedoch nicht nur die verkiirzte
Verweildauer im Hauptbestand spiegelt; in sie geht auch, bei zeitlich
veranderlicher Stdrke der Ausscheideursachen, diese Verdnderlichkeit
ein mit einem Mittelwert iiber die verflossene Zeit 2).

1) Sie liessen sich daher ebenfalls als Wahrscheinlichkeiten deuten.
%) T entspricht einem Integral-Mittelwert, wenn man sich die w und W durch
eine Integralgleichung verbunden denkt. Vgl. Wyss [15], S. 191 sub C.
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Wir stellen hier fest, dass die Ursache 4 keine Sonderrolle spielt, da
es sichnicht darumhandelt,irgendwelche bedingte Wahrscheinlichkeiten
zu ermitteln, sondern vielmehr darum, den Beitrag von B und C zur
Berichtigung der verfélschten Ausscheide-Masszahl fiir 4 zu bestimmen;
dies alles unter der Voraussetzung, diese anderweitig ausscheidenden
Elemente wiren jeweils unangetastet im Ausgangsbestand verblieben.

Einzelne T werden Null, wenn die Ausscheide-Ereignisse der darin
vereinigten Ursachen erst am Jahresende stattfinden (keine « Ausfall-
zeit») ; der Bestand ist dann wihrend der ganzen Zeiteinheit storungs-
frei geblieben. Wie es sein muss, ergibt sich dann, dass entsprechende
w und W iibereinstimmen.

Einzelne T werden zu Hins, wenn die in T’ vereinigten Ausscheide-
ursachen gleich zu Jahresbeginn ihren vollen Jahresabgang bewirken.
Nehmen wir an, dies sei der Fall fiir B und C. W(4) wird dann

w(4)
1—[w(B) +w(C)]

Sind ausserdem A, B, (' so beschaffen, dass sie L, innerhalb des
Jahres ginzlich entleeren (L, = 0), so ist w(B) + w(C) = 1 —w(4) und
somit W(4) = 1. Damit erreicht W(4) seinen Hochstwert. Ahnlich
lisst sich @berlegen zu B und C.

Obiges Maximum Hins ist sinnvoll; es bedeutet — wenn man von
der Gleichung (3a) ausgeht —, dass der wirkliche Abgang durch 4, ver-
mehrt um den geméss W (A4) erwarteten Abgang aus dem Restbestand
(ohne diesen wirklichen Abgang durch A4), gleich sein soll dem er-
warteten Abgang aus dem Vollbestand; das ist nur moglich, wenn das
erwartete Ausscheiden gewiss ist.

Die Ermittlung der «bereinigten»?) Wahrscheinlichkeiten W(4),
W(B), W(C) spitzt sich darauf zu, die richtigen Funktionen T ,(B,C),
Ty(4,0), T,(A4,B) zu finden. Sie hingen ab von der Verteilung der Ab-
gange wihrend der Zeiteinheit. Aus Einfachheitsgriinden ist es iiblich
geworden, mit 7',(B,0) = Tp(4,C) = T(y(4,B) = } zu rechnen, und
zwar auf Grund der Annahme, dass gleichméssige Verteilung der
Abgéinge herrsche. In vielen Fillen wird dies annidhernd zutreffen.

W(4) =

') In seinen « Technischen Grundlagen fiir Gruppenversicherungen», Bern 1931,
spricht auch das Hidgendssische Versicherungsamt in ahnlichem Sinn von «er-
fahrungsméissigen» statt abhingigen und von «korrigierten» statt unabhéingigen
Wahrscheinlichkeiten (ebenda S. 5%/6%).
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Gibt es neben 4, B,C noch weiteren Abgang U, der in Sammel-
posten erfasst wird, so wird man die Gleichungen (3) bzw. (4) etwas
erweitern. Dieser sonstige Abgang umfasse I'(U) Elemente wihrend der
Zeiteinheit. s lassen sich die nidmlichen Uberlegungen anstellen wie
frither, indem wir davon ausgehen, dass jeder der Ursachen 4, B,( fiir
den Jahresrest, wihrend welchem sich die einzelnen der F'(U) Elemente
bereits ausserhalb des Ursprungsbestandes befinden, die Gelegenheit
fehlt, «zum Zuge» zu kommen; da diese F'(U) Abgangselemente nicht
unbedingt von Anfang an vollzdhlig da sind, sondern sich allméhlich
bis zum Jahresende vermehren, wird dieser Restabgang nur zu einem
Bruchteil den «bereinigten» Abgang infolge 4 bzw. B bzw. C schmélern;
wir nennen diesen Bruchteil T',(U) bzw. T'5(U) bzw. T',(U) und haben

Lyw(A4) + LyT 4(B,C) [w(B) +w(C)]W(4) + F(U) T, (U) W(4) = L,W(4), (5a)
Low(B) + LT (A4,C) [w(4) +w(C)] W(B) + ( O)Tx(U)W(B) = L,W(B), (5b)
Low(0) 4+ LyTo(A4,B) [w(d) +w(B)]W(C) + F(U) Ty(U) W(C) = LyW(C). (50)
Da alle Abgéinge F(U) ebenfalls aus L, stammen, ldsst sich schrei-

ben F(U) = Lyw(U), wo w(U) eine nichtbereinigte Wahrscheinlichkeit
darstellt. W(A4), W(B), W(C) ergeben sich formal miihelos.

(Gelten hingegen die bereinigten Wahrscheinlichkeiten W(4), W(B),
W(C) als gegeben, desgleichen w(U) und die verschiedenen T', so er-
rechnen sich aus den Gleichungen (5) w(4), w(B), w(C) sehr einfach.
Bezeichnen wir der Kiirze halber |

T,(B,C)W(A4) mit H(4),
FO)T,(U)|L, mit H'(4),
Ty(A,0) W(B) mit H(B),
FO) 150 Lo mit 1),
Ty(A,B)W(C) mit H(C),
F(U)To(U) | Ly mit H'(C),
so lauten die Gleichungen (5)
w(d) + H(4) w(B) + H(4)w(C) = W(4)[1—H'(4)], (6a)
H(B)w(4) +w(B) + H(B)w ( ) W(B)[1—H'(B)],  (8b)
H(C)w(4) + H(C)w(B) +w C) [1—H'(0)]. (6c)

H
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Die Cramersche Regel liefert dann w(A), w(B), w(C). Die im Nenner
der Losungen auftauchende Determinante der Koeffizienten dieser drei
Unbekannten

1— H(B) H(C)— H(B) [H(4) — H(4) H(C)] + H(C) [H(A) H(B)—H(A4)] =
1— H(A) H(B) H(C)—
[(1 — H(A) H(B) H(C) + (1—H(B)) H(4) H(C) + (1—H(C)) H(4) H(B)]

wird im allgemeinen grosser als Null sein; denn der Ausdruck lésst sich
als zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit aus den Grundwahrschein-
lichkeiten H(A4), H(B), H(C) deuten.

ITI. Bestand und Bewegung innerhalb der Zeiteinheit

Der Verlauf des Ausscheidens unter dem Jahr soll nun einlésslicher
betrachtet werden.

Bs werde vorausgesetzt, die Kreignistille 4, B, C finden zu gewissen
diskreten Zeitpunkten statt. Jeder von 4, B, C betroffene Bestandes-
angehorige wird gezéhlt. Im {ibrigen gelten die fritheren Voraus-
setzungen weiterhin. Es scheiden durch die Ursachen 4, B, C folgende
Anzahlen von Mitgliedern des Ursprungsbestandes aus:

im Zeitpunkt t, =0 fy(4), £i(B), H(0),
im Zeitpunkt &>t fy(4), fu(B), £(C),

i.m Zeit];;unkt tn_-gul fn&A), fn-(B), fn&C’),

und es sei

B = Lo—é‘i [1,(4) +£,(B) +7,(0)]. M)

Die einzelnen Mitglieder werden durch die Freignisse erstmals oder
sogar nur ein einziges Mal tangiert. Die Grossen f kénnen auch zum
Teil Null sein; es ist méglich, dass zu einem bestimmten Zeitpunkt nur
Abgénge einer einzigen Ursache auftreten, ja dass es sich bloss um ein
einziges ausscheidendes Element handelt.
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Da zwischen den Zeitpunkten ¢, 1,, . . ., t, keine Bewegung irgend-
welcher Art stattfindet, bleibt dazwischen der Bestand vollig starr. In-
folgedessen wird auch keine Abgangsart durch Zwischenabgang anderer
Art gestort und verzerrt. Wie in Abschnitt IT schon erwéhnt, st unter
solchen Umsténden die «bereinigte» oder «berichtigte» Wahrscheinlich-
keit W fiir derartige Zeitrdume gleich der entsprechenden «nicht-
bereinigten» 1w.

Wir vereinfachen noch weiter und nehmen an, wir hiatten es nur
mit einer Zweiteilung des Jahres zu tun, mit Abgingen zur Zeit t,
0 <t <1, und zum Zeitpunkt 1. Die Verallgemeinerungen bieten sich
dann von selbst an. Es ist der Restbestand unmittelbar nach dem

Abgang in ¢ _
Ly = Ly—f,(4) —f,(B) —[,(C). (Ta)

Ausserdem gilt, wenn wir die bereinigten Wahrscheinlichkeiten W
in der Schreibweise etwas modifizieren,

f1(4) = LyW,(0,t) = LU(I—PA(O,t)), (8a)
fz(B) == Lo WB(OJt) == Lo(l_PB(O’t))s (Sb)
1,(C) = LoW(0,) = Lo(1—Fy(0,8)). (8e)

Die Grossen P geben die Verbleibens-Wahrgcheinlichkeiten bei den
einzelnen Ausscheideursachen an.

Wir bezeichnen nun mit ;W , (a,b) die bereinigte Wahrscheinlich-
keit, dass ein Flement am FEnde des abgeschlossenen Intervalles (a,b)
infolge 4 ausscheide, jedoch bezogen auf die Zahl der Verbliebenen im
Ziettpunkt ¢ < a, und wobei bis a nur die infolge 4 Ausgeschiedenen
abgezogen werden ; wir kommen damit auf

Ly—fi(4) (4)

Tat) = LI pogman,  ow

alet) = IO poy ey, v
0 t

Tty = OO poyman. oo

Wir setzen also eine « Uberlebensordnung» fiir jede einzelne Ausscheide-
ursache voraus, eine Uberlebensordnung, die den jeweiligen gesamten
Restbestand durchwaltet. ine Wahrscheinlichkeitsnachwirkung oder



-ansteckung schliessen wir aus. Die Anzahl der infolge einer Ursache
Ausscheidenden sei iiberdies zum Bestand am Anfang des Intervalles
verhiltnisgleich. Wiirde im Zeitpunkt ¢ kein «anderweitiger» Abgang
erfolgen, so wire daher die Zahl der Abgéinge aus der Ursache 4 bzw.
B bzw. C im Zeitpunkt 11) erhoht auf f,(4), fi(B), f,(C) und zwar
im Verhéltnis

entsprechend (9a) usw.

Nun haben wir
PA(071) = I“OWA(O,I) == 1_OWA(07t)_"OWA(t?1) =
(_H ) Lo—fi4) fi(4) _ Ly—fi(4) L—h(4)

L, E, s E; B
P,(0,t) P,(t,1) (10a)

und entsprechend
Lo—1(B) Li—h(B)

Py(0,1) = = ;o = B0) Pyt1),  (10D)
P,(0,1) = L"_Lf C) L‘“;fl(c) = P,(0,t) P,(t,1). (10¢)

Es liegt also multiplikative Verkntipfung der Verbleibenswahr-
scheinlichkeiten vor. Ausgedehnt auf den genannten Fall mehrfacher
Ausscheide-Zeitpunkte ¢,, t,, ..., t,, gilt, wie man leicht feststellt,

P,(0,1) = 1— JW,(0,1) = ﬁ %—_1;72(*4) - ]:z (1— fE(A)), (11a)

s

Pp(0,1) = 1— Wy(0,1) = H L
i=1 i-1

4=1

2 Loy —Hi0 .
PG(Oﬁl) = 1_0WC(071) - H ]Lj’( ) — H
i=1 i—1 i=1

n L—fi(B) ( f:(B)
(

1t ) (11¢)

i—1

L, bedeutet dabei gemiss (7) den durch alle drei Ursachen 4, B, C
abgebauten Bestand I, unmittelbar nach dem Abgang zur Zeit t,.

1) Allgemeiner: im Restintervall zwischen ¢ und 1; denn der anderweitige
Abgang in t wire nicht an den nichsten moglichen Ausscheidetermin 1 gebunden.
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Multiplikative Verkniipfung fiithrt bekanntlich beim Grenziibergang
(t;, t; 1) > 0 zu Exponentialverlauf iiber die Zeit; zum Formelsystem
mit den Intensitdten bedarf es von hier aus nur weniger Schritte.

Der Riickgriff auf die Gleichungen (4) liefert die Gleichsetzungen

PIT Uﬂ f’i (‘4‘) (‘A)
oMa(0:1) 1—¢=1 (I_L,ﬁml) 1—T,(B,C) [w(B w(C)]’ (12a)
0 B(O,l) e 1_izmzl (1——;:> = O [,M)( [ ( )] 7(}-2b)

” 1:(C) w(C)
w0 = 1= 1 (1= % 1 = T oty oy 02

=1

Dabei ist, im Finklang mit den Gleichungen (1),

Das sind die strengen, fiir die verschiedenen T erhéltlichen Bezie-
hungen. Dabei werden ausschliesslich Uberlegungen angestellt, die um
den Ursprungsbestand und das «erste» Ereignis kreisen, gleichgiiltig,
was mit den ausgeschiedenen Elementen dann weiterhin geschieht.

1V. Unabhéngige Wahrscheinlichkeiten gemiss
der Wahrscheinlichkeitstheorie

Gibt es nur zwei Ausscheideereignisse B und C und sind diese mit-
einander vertraglich, d. h. kommen sie zeitlich hintereinander auch bei
einem und demselben Element vor, so ergeben sich mit den bisherigen
Bezeichnungen die Wahrscheinlichkeiten W *(B) und W*(C) dafiir, dass
Elemente widhrend der Zeiteinheit tiberhaupt betroffen werden, als

LyW*(B) = F(B) + F(BC) + F(CB),

(13)
LyW*(C) = F(C) + F(CB) + F(BC).
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Man greift hier also iber die «ersten» Ausscheideereignisse hinaus,
indem man auch die zweiten beriicksichtigt. Denn in W*(B) werden
Elemente einbezogen, obwohl an ihnen bereits das andere Ereignis C
gewirkt hat, und in gleicher Weise verfihrt man bei W*(C). Man stdosst
dadurch in die Tochterbestédnde vor.

Nun ist
Ly—L, = F(B)+ F(C)+ F(BC)+ F(CB) =
LyW*(B) + LyW*(C)—F(BC)—F(CB). (14)
Handelt es sich um unabhingige Wahrscheinlichkeiten W* im Sinne
der Wahrscheinlichkeitstheorie, so muss die bedingte Wahrscheinlichkeit

fir die Ereignisse der Art B unter allen denjenigen Ereignissen, wo C
iiberhaupt vorkommt, iibereinstimmen mit derjenigen fiir B iiberhaupt,

w0 FBO+POB) 1)
F(C)+F(BC) + F(CB)
oder F(BC)+F(CB) = LyW*(B) W*((), (16)
und damit bekommt man fir (14)
Ly = L(1—W*B))(1—-W*(C)). (17)

Mit diesen Beziehungen zu operieren, verbieten jedoch zwei Griinde:

a) Die Unabhingigkeit im obigen Sinne wird selten zutreffen; im
Gegenteil steht meist zu erwarten, dass die Wahrscheinlichkeit fur
C, nachdem bereits das Ereignis B einem HElement zugestossen ist,
eine andere sein wird als diejenige fiir C iiberhaupt; dasselbe gilt
von B. Ursprungsgesamtheit und Tochterbesténde haben gewohn-
lich Wahrscheinlichkeits-Strukturen, die sich merklich voneinander
unterscheiden.

b) Hat man es nicht nur mit Ereignisarten zu tun, die in ihrer zeit-
lichen Reihenfolge ohne inneren Widerspruch vertauschbar sind,
sondern auch mit solchen, nach denen kein anderes mehr folgen
kann (Tod) — wir haben sie bisher unter der Ausscheideursache 4
subsumiert —, so wird die Beziehung (15) unbrauchbar?). Und da
sozusagen bei jeder Untersuchung eine endliche Lebensdauer der
Elemente vorausgesetzt wird, kommt man kaum je darum herum,
auf Gleichsetzungen wie (15), (16), (17) verzichten zu miissen.

1) Wenn ein Ereignis A ein anderes hindert, nachher ebenfalls einzutreten, ist
Unabhingigkeit im obigen Sinn nicht mehr vorhanden.
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Es besteht eine gewisse Gefahr, die bereinigten Wahrscheinlich-
keiten W mit den W* zu verwechseln. Das ist schon deshalb méglich,
weil sich die W* zu den nichtbereinigten Wahrscheinlichkeiten w un-
gefahr ebenso verhalten wie es die bereinigten Wahrscheinlichkeiten W
tun. Hg 1st fiur jede Ereignisart sowohl W* > w als auch W >w -
abgesehen von Grenzféllen, wo das Gleichheitszeichen gilt, die man
jedoch eher als «Entartungsfille» ansprechen darf. Stiitzt man sich,
abgesehen von diesen Ungleichungen, zur Bestimmung der W* bloss
darauf, dass Gleichung (17) erfiillt sein soll — deren Verallgemeinerung
auf mehr als zwel Ausscheideursachen sich ohne weiteres ergibt — so
bleibt eine gewisse Wahlfreiheit zur Bestimmung der W* tibrig; denn
mindestens zwel Wahrscheinlichkeiten werden durch eine einzige Re-
lation verkniipft. Fir beide Wahrscheinlichkeitsbegriffe W und W*
kann das Feld der Unbestimmtheit gewohnlich nicht vollig mit Hilfe
von Beobachtungszahlen tiberdeckt werden, sondern wird durch ge-
wisse Annahmen tiberbrickt. Unter Umstédnden fihrt dies dazu, dass
die Wahrscheinlichkeit W als W*, und umgekehrt die W* als W
auslegbar gind 1).

V. Austauschbestinde

Bestehen zwei Gesamtheiten nebeneinander mit wechselseitigen
Austritten von Elementen, so bieten die Verflechtungen ein etwas ab-
gewandeltes Bild. Fir einen Bestand an z-jdhrigen aktiven oder in-
validen Ménnern gebe es an Ausscheideursachen das Invalidwerden
(Ereignis B), das Aktivwerden (Ereignis C) und das Sterben (Ereignis 4).
Der Anfangsbestand der Aktiven des Alters x sei L, derjenige der
Invaliden I,. Abginge aus L, selen ungestrichelt, aus L, hingegen
mit Strich versehen.

Man hat

Ly—L, = F(A) + [F(B) + F(BA) + F(BC) + F(BCA)]—[F'(C) + F(BC)] =
Lyw(d) + Low(B) — F'(C)— F(BC)  (18)

1) Der Multiplikationssatz bei den Intensitédten mehrerer Ausscheideursachen
ist ein solcher sui generis und hat nichts zu tun mit dem Multiplikationstheorem
unabhéngiger (bedingter) Wahrscheinlichkeiten; er geht vielmehr zuriick auf den
zeitlichen Exponentialverlauf des Ausscheidens einerseits und das Additions-
theorem der Intensitéten anderseits. Zwinggi [5], S. 28 ff.



und ebenso

Li—L, = F'(4) + [F'(C) + F'(CA) + F'(CB) + F'(CB4)] —
[F(B)+F'(CB)] = Liyw' (4) + Lyw' (C) —F(B)—F'(CB).  (19)

F(BC), F'(CB) sowie I'(BCA), F'(CBA) werden iiblicherweise als
Abgénge mit einander im gleichen Jahr aufhebenden Zustandsinde-
rungen vernachlissigt 1). In den obigen Formeln machen wir bei den
Wahrscheinlichkeiten keinen Wesensunterschied zwischen den von
Jahresanfang an invalid gewesenen und den wihrend des Jahres invalid
gewordenen Personen. Bekanntlich sind bei solchen Austauschsystemen
zusammengesetzte Wahrscheinlichkeiten verschiedener Art fir die
Praxis bedeutungsvoll, so z. B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein
Aktiver invalid wird und der Invalidgewordene bis Jahresende im
Bestand L’ verharrt. Diese Wahrscheinlichkeit entspricht in unserer
Schreibweise dem Ausdruck F(B)/L,; sie wire durch Wahrscheinlich-
keiten w(4), w(B), w'(4), w(C) und/oder durch entsprechende berei-
nigte Wahrscheinlichkeiten W(4), W(B), W'(4), W'(C) darzustellen.
Weil man hier ohne zusétzliche Annahmen tiber den Verlauf unter dem
Jahr schlechthin nicht auskommt, begniigen wir uns an dieser Stelle mit
dem Hinweis.

VI. Der Zugang und seine Erfassung

Schon im Abschnitt V kommt Zugang vor. Da er aber als Abgang
aus einem andern wmiterfassten Hauptbestand hervorgegangen ist,
liefert dieser Umstand keine Schwierigkeiten. Anders verhilt es sich
bei Zugang aus unbekannter Quelle. Es bleibt dann kein Ausweg als
der, zu unterstellen, dass die Zuziiger von ihrem Eintritt an wesens-
massig mit den bereits vorhandenen Elementen iibereinstimmen,
wenigstens was die untersuchte Eigenschaft betrifft. Nur unter solcher
Voraussetzung ist es statthaft, die Reste des Anfangsbestandes und den
Zugang statistisch zu verschmelzen. Andernfalls wird man tunlichst
den Abgang in seine Herkunft aus Ursprungsgesamtheit oder Zugang
zu trennen versuchen.

1) Ein mehrfaches Pendeln zwischen L und L’ schliessen wir aus.
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Auf die in Abschnitt ITT behandelte unterjihrige Bewegung des
Bestandes hat A.Linder fiir den Fall der Sterblichkeit unter obiger An-
nahme allfilligen Zugang aufgerechnet ([12], S. 51, Gleichung (36)).
Die gewonnenen Beziehungen gelten nicht nur fiir die Sterblichkeit.
Bezeichnet man den Zugang im Zeitpunkt ¢; mit E;, den gleichzeitigen
Abgang anderer Art als durch Tod mit U,, den Tod mit 4, und verwendet
man die bisherige Terminologie, so ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit
P(0,1) nach Linder

P(o,1)=ﬁ 1— — ) : (20)
Ly+ > [E,— U, —f,(4)]
A=1

sie enthélt unsere Gleichung (11a) als Sonderfall.

Verzichtet man darauf, den Vorgéingen wihrend des Jahres genau
zu folgen, so empfiehlt es sich, auch beim Zugang durch Funktionen Z,
0 <7 <1, die durch den spiteren Eintritt verkiirzte Verweildauer
der einzelnen Zuziiger und ithre Wirkung auf die Abgéinge pauschalisiert
wiederzugeben.

Es moégen nun die Ausscheideursachen 4, B,C wirken sowie der
restliche Sammelabgang U, und zwar mdge die Wirkung der Abgénge
sich auch auf den Zugang I erstrecken, sobald die Elemente einge-
treten sind. Die abgehenden Elemente seien nur gesamthaft bekannt,
also nicht nach ihrer Herkunft trennbar. Gleichwohl denken wir uns
die im Gesamtabgang vorkommenden Elemente aus dem Zugang vor-
erst abgehoben und mit dem Index I versehen. Man gewinnt fiir sie
folgende selbstdndige Zusatzgleichungen

EZ,w(d) = Fy(4), (21a)
EZgw(B) = Fy(B) + Fy(BA) + Fy(BC) + Fy(BC4),  (21b)
EZ, w(C) = Fy(C) + Fy(CA) + Fy(CB) + Fy(CBA), (21¢)
EZyw(U) = Fy(U). (21d)

Za, 2Ly, 2y, Ly werden Eins, wenn der volle Zugang I in einem
Schub gleich zu Beginn des Jahres sich in den Bestand ergiesst; sie
werden Null, wenn alle Zuziiger erst am Jahresende erscheinen.

His liegt auf der Hand, die Relationen (21) mit (5) zusammen-
zufiigen zu Gesamtgleichungen fiir den Totalabgang aus jeder Ursache.
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Die Beziehungen zwischen den bereinigten und nichtbereinigten
Wahrscheinlichkeiten griinden sich dann auf die sinngemésse Erwei-
terung der Gleichungen (5) durch den Zugang F, der im allgemeinen
weniger lang den «abgangsauslésenden Umstdnden» ausgesetzt ist.
Man hat somit

Lyw(d) + EZ, w(d) = (Ly+ BZ,) W(A)—(L +EZ D TL(B,C,TU) -

[w(B)+w(C)+w@],  (22a)
Low(B) + EZgw(B) = (L,+ EZ,) W(B)— (L0+ EZ,)Ty(4,0,0)-

[w(4) +w(C) +w(U)], (22D)
Lyw(0) + EZ,w(C) = (Lo+ EZg) W(C)— (L0+ EZ,)Ty(A,B,U) -

[w(4 +u(U)]. (@20

HEg erscheinen durch die verkiirzte Expositionsdauer geitens des
Abganges und seitens des Zuganges die Schwéchungsfunktionen T' und
Z. Austithrlichere Untersuchungen iiber ihre Wirkung und Bedeutung
lassen sich nur auf dem Weg iiber die Lindersche Gleichung (20) an-
stellen.
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Résumsé

L’auteur examine les relations mutuelles entre les probabilités de sortie
nommées «dépendantes» et «indépendantes». Si I'on considére exactement les élé-
ments sortant pendant I'unité de temps, il s’ensuit une connexion rigoureuse. Les
probabilités indépendantes pour des événements compatibles — indépendantes
selon la théorie des probabilités — sont des nombres d'un autre genre dont on ne
peut généralement pas faire usage en étudiant les causes de sortie. L’auteur con-
sidére enfin les effets résultant des entrées.

Summary

The author examines the mutual relationship between the so-called dependent
and independent exit probabilities. When exits are examined with accuracy during
a certain unit of time, there is a rigourous relationship resulting. On the other
side, independent probabilities with compatible events according to the theory of
probability are elements of a different nature which cannot generally be used in
studies of exit causes. At the end of the paper, the entrances are also taken into
consideration.

Riassunto

I’autore esamina le relazioni esistenti tra le probabilitad di uscita cosiddette
«dipendenti» e «indipendenti». Se si considerano esattamente le uscite durante
I'unité di tempo ne risulta una connessione rigorosa. Per contro le probabilitd in-
dipendenti per degli eventi compatibili conformemente alla teoria delle probabilita
sono delle grandezze di un altro genere, con cui non si pud generalmente operare
per le ricerche sulle cause di uscita. Da ultimo I'autore considera gli effetti risultanti
dalle entrate.
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