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Uber eine Anwendung

gewogener geometrischer Mittelwerte

Von H. Jecklin, Ziirich

Zusammenfassung

Ausgehend von der Frage, ob es der Natur moglich sei, einen mittleren
Menschen hervorzubringen, wird gezeigt, wie sich bei der Mittelbildung von &hn-
lichen Figuren und von dhnlichen Koérpern die Anwendung gewogener geometrischer
Mittelwerte ergibt. Anschliessend wird das Problem der Bildung von medizinischen
Konstitutionsindizes kurz gestreift.

In dem schonen Aufsatz iber Mittelwerte, den P. Nolfi dem Verfasser
zum 60. Geburtstag widmete 1), zitiert er ein amiisantes Beispiel, das
Josef Bertrand gegeben hat um darzulegen, dass es der Natur nicht
moglich ist, einen Menschen mit mittleren Koérpermassen zu produ-
zieren. Gemeint ist hiebeil offenbar, dass bel demselben alle verschie-
denen Korpermasse Mittelwerte gleicher Art, nédmlich arithmetische
Mittel, aus den beztiglichen Massen der Einzelindividuen einer mensch-
lichen Gesamtheit sein sollten. Um die Fragestellung auf ein verein-
fachtes Modell zu iibertragen, werden zwei geometrische Kreiszylinder
betrachtet. Der eine hat eine Grundfliche von einem Quadratmeter
und eine Hoéhe von einem Meter, der andere je doppelt so viel. In arith-
metischer Mittelung weist dann der mittlere Zylinder eine Grund-
fliche von 1,5 m? und eine Hoéhe von 1,5 m auf. Sein Volumen betrigt
2,25 m3, wahrend dag arithmetische Mittel aus den Inhalten der beiden
andern Zylinder 2,5 m3 betrégt. Bestehen die drei Zylinder aus gleichem
Material, so gelangt man fiir den mittleren derart auch zu zwei ver-
schiedenen Gewichten, wobei offensichtlich das durch arithmetische
Mittelbildung aus den Gewichten der beiden andern Zylinder erhaltene
Resultat falsch ist.

1) Neue Ziircher Zeitung Nr. 2322 vom 20. Juni 1961.



An sich ist das Beispiel durchaus zweckentsprechend und ausser-
dem zeigt es, dags man auch in scheinbar einfach gelagerten Féllen mit
der uniiberlegten Verwendung eines Durchschnittswertes vorsichtig sein
muss. Deshalb mag das Beispiel Anlass zu einigen Uberlegungen geben.
Da wiire vorerst auf einen gewissen Schoénheitsfehler hinzuweisen, in-
dem der mittlere Zylinder gewonnen wird durch arithmetische Mittel-
bildung aus den Grundflichen der beiden gegebenen Zylinder einerseits
und aus deren Hohen anderseits. Es werden also zweidimensionale und
eindimensionale Illemente in gleicher Behandlung zusammen verwendet,
was einiges Misstrauen erwecken kann. Und hieraus resultiert sofort
die Frage, ob es denn angemessen 1st, durchwegs mit dem arithmetischen
Mittel zu operieren.

Wir wollen von einem noch einfacheren Beispiel ausgehen. Hs
seien zwel Quadrate gegeben, das eine mit Seitenldnge a, das andere mit
Seitenlidnge b, wobel a == b. Dann ist die I'léche F; des Quadrates mit
Seitenlinge 1 (@ + b) offenbar
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wenn wir die Flichen der beiden gegebenen Quadrate mit I}, resp. I,
bezeichnen. Eg i1st also die Flidche eines Quadrates, dessen Seite das
arithmetische Mittel der Seiten zweier anderer Quadrate 1st, gleich der
Halfte von arithmetischem Mittel plus geometrischem Mittel der
IMéchen dieser zwei Quadrate. Nachdem jedoch das geometrische Mittel
kleiner ist als das arithmetische Mittel, ist sicher

I+ F i B+ E
g:¢<1;2+VEz}<12?JMa¢b. (I1)
Man wird sich sofort fragen, ob die einfache Beziehung (I) in der allge-

meinen Fagsung
E::(E+E
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+VER) (1)
auch fiir andere Figuren als Quadrate gilt. Alle Quadrate sind bekannt-
lich éhnliche Figuren, und so liegt die Vermutung nahe, dass die Be-
ziehung (ITI) fiir dhnliche Figuren schlechthin zutrifft, was leicht zu
zeigen ist. Zwel ebene Figuren sind dhnlich, wenn der Abstand zweier
beliebiger Punkte der einen Figur und der Abstand der zwei entsprechen-
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den Punkte der andern Figur durchwegs ein konstantes Verhéltnis %
aufweisen. Daraus ist zu folgern, dass bei dhnlichen Figuren alle ein-
ander entsprechenden linearen Gebilde (Strecken, Seiten, Umfang
usw.) ein konstantes Verhéltnis k haben. Weiter folgt, dass die I'léchen
oder entsprechende Teilfldchen dhnlicher ebener Figuren im konstanten
Verhéltnis k? stehen. Nehmen wir als Beispiel zwel Kreise:

Radius ¥y == il vy = b Pylra =oib =ik
Umfang u, = a7 thy = Db gty =alb =&
Viertelssehne s; =)/ 2a? ss=1) 22  sfs, =ab =k
Fléche B, = g%n Fy = o ¥y By = o?(b® = K2,

Nunmehr ist der Beweis von Gleichung (III) einfach. GGegeben seien
zwel ebene dhnliche Figuren. Als Funktionen linearer Gebilde ist die
Flédche der ersten Figur darstellbar als I, = a - af, und ist b in der
zweiten Figur das dem Gebilde a der ersten Figur entsprechende Ge-
bilde, so ist die Fliache der zweiten Figur Fy = b - bf. (Beim vorherigen
Kreisbeispiel ist also f = z.) Die auf Basis des Durchschnitts - (a + b)
gebildete dhnliche mittlere Figur hat offenbar die Flidche

+b\ [af+b 24 p2 N A—
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was zu zeigen war. Im Hinblick auf (IT) kénnen wir somit festhalten:
Das arithmetische Mittel der Flichen zweier &hnlicher ebener Figuren
18t grosser als die aus dem arithmetischen Mittel einander entsprechen-
der linearer Gebilde gewonnene mittlere Flache.

Die Ubertragung auf den Raum ist unschwer. Korper sind dhnlich,
wenn alle einander entsprechenden linearen Gebilde in konstanter
Proportion k stehen. Hinander entsprechende Flichen stehen dann im
konstanten Verhdltnis k%, und die Volumen oder einander entsprechende
Volumenteile im konstanten Verhéltnis k3. Oder umgekehrt: Zwei
Korper mit den Volumen V, und V, sind dhnlich, wenn entsprechende
Volumenteile im konstanten Verhéltnis V, /V stehen einander ent-

sprechende Flachen im konstanten Verhéltnis v V2 / ]/V , und einander
5
entsprechende lineare Gebilde im konstanten Verhéltnig [/ Vi/ I/V2 .
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Haben wir zwei dhnliche Korper, so sind deren Volumen V| und
V, offenbar wie folgt darstellbar

Vlga'af-ag:a3fg,
V,="b-bf-bg = b3yg.

Bilden wir nun einen mittleren Koérper auf Basis arithmetischer Mittel-
bildung einander entsprechender linearer Gebilde, so 1st dessen Volumen
V, darstellbar

- EENE- -,
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In Verallgemeinerung auf » Dimensionen haben wir geméss binomialer
Entwicklung: Sind gegeben zwel n-dimensionale dhnliche Korper mit
den Volumen ,V; und ¥, und bildet man einen mittleren Korper,
ausgehend von arithmetischer Mittelbildung einander entsprechender
linearer Gebilde, so hat der mittlere Kérper das Volumen

1 n SE—

n 7 N—H
(n)VS - on ek (k) V(n)Vl }(n)Vlzc . (V)

Fir n = 1 entspricht dies dem arithmetischen Mittel.

Kehren wir nun zum anfinglichen Beispiel von Kreiszylindern
zuriick, aber wahlen diese so, dass sie dhnlich sind. Der erste habe
einen Radius der Grundfliche von r; = 1 und eine Hohe h; = 1, sein
Volumen V] ist also rjzhy = m. Der zweite habe einen Radius r, = 2
und die Héhe h, = 2, sein Volumen ¥, ist mithin 75zh, = 8x. Bilden
wir nun einen mittleren Zylinder mit Radius 7y = L(r;+17) = 1,5
und Hohe hy = L(h,+hy) = 1,5, so ist sein Volumen V; offenbar
rimh, = 3,375 7. Nach unseren Darlegungen muss aber auch gelten:

1 3 ]
Fom L7 o7 o T

3 3
= (1+8/8+8)/6as8) = T (11641248 — 33757,
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Erstreckt sich die Mittelbildung auf mehr als zwei dhnliche Kérper,
so erhalten wir zu (V) analoge Mittelwerte auf Basis polynomialer
Tntwicklung. Prinzipiell ist es also moglich, ein dimensionsabhingiges
Mittelwertsystem aufzustellen, bei dem sich bei Konstruktion eines
mittleren Kérpers bei sinngemisser Mittelwertzuordnung kein schein-
barer Widerspruch ergibt. Aber auch unter Beizug eines solchen
Mittelwertsystems wiirde die Konstruktion eines mittleren Menschen
scheitern an der Tatsache, dass die Menschen in geometrischer Sicht
nicht &hnlich sind, von andern unterschiedlichen Eigenschaften ganz
zu schweigen.

Trotzdem hat unser Problem mdglicherweise einen gewissen Zu-
sammenhang mit der Risikotarifierung in der Lebensversicherung.
Durch die sogenannten Konstitutionstabellen wird bekanntlich das
normale menschliche Kérpergewicht in funktion von linearen Kérper-
massen (und eventuell des Alters) angegeben. Im allgemeinen sind diese
Schatzformeln eine lineare Funktion mehrerer Variablen, also wenn
a, b, ¢, ... Konstanten

g=a+bx+cy+dz+ .... (VI)

Eine der neuesten derartigen Tafeln ist von H.Déring publiziert wor-
den ). Daneben gibt es auch einfachere Schitzfunktionen. Bekannt ist
die allzu einfache Regel: Gewicht in Kilo gleich Kérperhohe in em minus
100. Hiernach wiirde einem em Liéngendifferenz ein Kilo Gewichts-
differenz entsprechen. Doring nennt als besseren einfachsten Ansatz

g(x) = 0,793z — 60,83, (VID)

wenn ¢ = Gewicht in kg, = Korperhohe in cm. Bel Zunahme der
Koérperhohe um ein ecm erhoht sich hier also das Gewicht um 0,793 kg.
Im Falle der Annahme gewohnlicher linearer Beziehung gilt natiirlich,
dass das Gewicht einer aus x; und z, gemittelten Korperlinge gleich
dem gemittelten Gewicht ist, ndmlich

1) H.Doéring: Zur Bestimmung des Korpergewichts mit Hilfe von Korper-
massen. (Blitter der deutschen Gesellschaft fiir Versicherungsmathematik, Bd. IV,
“Heft 2, April 1959.)
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Auf Basis der Annahme einer in erster Nédherung zuldssigen geome-
trischen Ahnlichkeit der Probanden miisste sich fiir die Beziehung
zwischen Gewicht und Korperlinge nach vorherigen Ausfithrungen
jedoch eher ein kubischer Ansatz eignen, etwa

gla) = oz (VIII)

Dies 1st fiir # > 0 eine monoton wachsende konkave Funktion, also

;() < L {glm) + glan)-

Sollte sich mit dem kubischen Ansatz gegeniiber der einfachsten linearen
Schitzfunktion eine wesentliche Verbesserung ergeben, so wiirde dar-
aus z.B. folgen, dass bei Normalgrésse Ubergewicht strenger zu be-
urteilen ist, als dies auf Basis linearer Schiitzfunktion gebotenerscheint.
Doch seien keine voreiligen Schlisse gezogen. Die Annahme der geo-
metrischen Ahnlichkeit ist ja nicht haltbar, denn es trifft sicher nicht
zu, dass mit einer Anderung der menschlichen Kérperlinge durch-
schnittlich eine proportionale Anderung der Kérperradien (z.B. des
Brustkorbes) einhergeht. Hs ist darum nicht erstaunlich, wenn die
bekannte Schitzformel von Davenport mit quadratischem Ansatz fir
die Beziehung zwischen Gewicht und Lénge (also gewissermassen eine
mittlere Wahl zwischen linearem und kubischem Ansatz) sich als gut
geeignet erweist. F'ur européische ménnliche Individuen gilt hiernach

g = 224+3), (IX)

g = Gewicht in Kilo, z = Linge in Metern. Der Quotient aus Gewicht
und Lédngenquadrat ist also eine fixe Indexzahl.

Wenn man bedenkt, dass lineare Schitzfunktionen fiir das Kérper-
gewicht auf geographisch oder rassisch beschrinkte Gebiete anzu-
wenden sind und wirklich befriedigende Resultate nur liefern, wenn als
Bezugsgrossen ausser der Kérperlinge noch Alter, Brustumfang und
Bauchumfang beigezogen werden, so scheint es doch eine wertvolle
Aufgabe zu sein, Indexzahlen der Art J = g/2” nach Geschlecht, Rasse
und Konstitutionstypus zu berechnen. Dabei wiire statistisch noch zu
sondieren, ob fiir die Kérperlinge = besser ein quadratischer oder ein
kubischer Ansatz zu wihlen ist.



Résumé

En partant de la question de savoir si la nature est en mesure de créer un homme
de constitution moyenne, l'auteur montre que I'établissement de moyennes entre
des figures semblables et des corps semblables conduit & des moyennes géométriques
pondérées. Pour terminer, le probleme de la recherche d’indices médicaux relatifs & Ia
congtitution humaine est abordé.

Summary

Starting from the question whether it is possible to nature to produce a middle
human being, it is shown how the taking of averages for similar forms and bodies
results in an application of weighted geometrical means. Subsequently the problem
of forming medical constitution indices is briefly discussed.

Riassunto

Prendendo avvio dalla questione se & possibile alla natura creare un essere
umano medio, I'autore mostra come nella determinazione di un valore medio per
analoghe figure e per analoghi corpi trovano applicazione valori geometrici medi
ponderati. Infine tratta brevemente il problema della fissazione di inizi di natura
costituzionale.
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