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Aquivalenzrechnung

Von L. Yntema, Amsterdam

Zusammenfassung

Verfasser legt dar, dass die unterrichtsmissige Darstellung von Finanz- und
Versicherungsmathematik erneuert werden sollte. Er schligt eine analytische Be-
handlung des Stoffes vor, wobei das Aquivalenzprinzip in allgemeinster Form als
Ausgangspunkt zu nehmen ist. Es konnten dann Finanz- und Versicherungs-
mathematik unter gleichem Gesichtspunkt als ein Ganzes behandelt und auch andere
dem Aquivalenzprinzip unterzuordnende Anwendungsgebiete miteinbezogen werden.

0 Einleitung

Wiihrend bei Disziplinen, die sich noch vollauf in Entfaltung be-
finden, der Unterricht anhaltend Erneuerungen ertihrt, trigt er auf den
(Gebieten, die mehr oder weniger konsolidiert sind, einen stetigeren
Charakter. Die Gefahr, dass diese Kontinuitit zum Konservatismus
erstarrt, ist selbstverstindlich grosser, wenn es sich ausserdem um
logisch zusammenhingende und abgerundete Disziplinen handelt, wie
es auf dem Gebiete der Mathematik so oft der Fall ist.

Die Finanzmathematik (und, in etwas geringerem Masse, die Ver-
sicherungsmathematik) 1st eine solche Disziplin und es ist daher iblich,
die jiingere Generation in diesem Stoff derart zu unterrichten, wie man
es selber von der vorigen gelernt hat. Is mag zwar niitzlich sein, die
arossviiterliche Gelehrsamkeit an die Iinkel weiterzugeben, es ist aber
nicht weniger einsichtsvoll sich dabei zugleich von seinem Steckenpferde,
umstindlicher Argumentation und undurchsichtiger Fachsprache zu
distanzieren.

Is ist z. B. unnitig, vier verschiedene Symbole fiir im Grunde eine
und dieselbe Angelegenheit, wie eine Annuitit, zu verwenden. Man stosst
weiter auf Umstindlichkeiten, die durch die Verwendung des anderswo
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in der Mathematik gebriiuchlichen Aquivalenz-Zeichens bequem zu
beseitigen wiren. Statt « Barwert des nach n Jahren filligen Kapitals 1
betrigt 4, » konnte man ganz einfach schreiben:

[1]n ~ [ATT]O :

Diese Schreibart liesse nicht bloss die nur halbformalisierte Finanz-
mathematik (und Versicherungsmathematik) an Ubersichtlichkeit ge-
winnen, sondern wiirde auch die Einsicht fordern. Das fiktive Aufzinsen
und Abzinsen igt sodann zu einer Bewertungsmethode zu entwickeln und
das Aquivalenzprinzip fungiert auf diese Weise tatsichlich wie ein Grund-
satz, von dem bel allen Betrachtungen explizit auszugehen ist. Somit
1st der Weg tir eine analytische Behandlung geebnet, die bel dem der
Kursrechnung zugrunde liegenden Bewertungsprinzip beginnt, und worin
die Zinsrechnung als Sonderfall enthalten ist. Diese analytische Behand-
lung ersetzt die (ibliche) synthetische Methode, bet welcher die Probleme
durch Argumentation ad hoc gelost werden, und die Allgemeinproble-
matik erst allmihlich (mehr oder weniger) deutlich wird.

Iis gibt, ausser Vorteilen didaktischer Art, noch weitere Erwigun-
gen, die fiir eine Bevorzugung des Aquivalenzprinzips sprechen. Man
kann dieses namlich in soleher Weise formulieren, dass daraus nicht nur
die Formeln der Finanzmathematik folgen, sondern das Problem der
Beziehung zwischen in zwei verschiedenen Zeitpunkten erfolgten Be-
wertungen derselben Zahiung in seiner Allgemeinhert fiir Berechnung
zuginglich gemacht wird. So konnen z. B. Versicherungsmathematik
und Finanzmathematik aus demselben Ausgangspunkt behandelt wer-
den. Die Verwandtschaft zwischen beiden Disziplinen findet auf diese
Weise eine naturgemissere Krklirung, als in der bizarren Aussage, dass
«bei der Finanzmathematik die Sterbenswahrscheinlichkeiten Null
sind», und die in beiden Disziplinen auftretende Formel 4 = 1-—ra
ergibt nicht linger eine undurchsichtige Koinzidenz. Weiter treten in
den letzten Jahren im Versicherungswesen Frscheinungen hervor, die
nicht mit dem Formelnsystem der konventionellen Versicherungsmathe-
matik behandelt werden konnen. Man denke an «wertbestidndige» Ver-
sicherungen, oder an die Anwendung des Umlageverfahrens. Auch in
diesem Zusammenhang bildet das (allgemein formulierte) Aquivalenz-
prinzip den zweckdienlichsten Ausgangspunkt. Wer mit solchen Novi-
taten zu tun hat, entdeckt (nicht selten zu seiner Verwunderung), dass
er sich erst der wesentlichen Absicht des tiberlieferten Verfahrens bewusst
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werden muss, bevor er an diese neuen Probleme herantreten kann.
Sogar hinsichtlich einer spielerisch aufgeworfenen Frage, wie jener der
Berechnung einer Annuitét bei einfacher Verzinsung, 1st dies der Fall.

Aus dem Vorstehenden ergibt sich, dass eine allgemein zu formu-
Lierende L'Xquivalenzrechnung, die dann auf bestimmten Gebieten naher
ausgearbeitet wird, erwiinscht ist. Im Nachfolgenden 1st dieser Ent-
wurf skizzenhaft angegeben.

1 Das Aquivalenzprinzip

Ahnlich wie die Minzeinheit, in einem gegebenen Zeitpunkt, in
geographischer Hinsicht 1m Werte variabel ist, so 1st dieser Wert, an
einem bestimmten Ort, in chronologischem Sinne variabel. Wie nun der
Geldkurs 1m ersten Fall einen Zusammenhang zwischen geographisch
auseinanderliegenden Miinzeinheiten legt, so legt das Aquivalenz-
prinzip einen solchen Zusammenhang in chronologischem Sinne. In
beiden Fillen ist man bestrebt, eine Glewchwertigkent festzustellen, was
u. a. beinhaltet, dass es sich weder um eine Gleichheit, noch um eine
Wertschiatzung, sondern nur um ein Wertverhdltnis handelt.

Diese Wertdnderung ist von verschiedenen, nicht unbedingt in die
Betrachtung hineinzuziehenden Faktoren abhingig und erfolgt meistens
in abnehmendem Sinne. Aus diesem Grunde wird 1m Nachstehenden
einfachhalber fortwihrend von « Entwertung» gesprochen; die Betrach-
tungen sind jedoch mutatis mutandis auch bei Aufwertung giltig.

Unter einer Entwertungsfunktion A(f) verstehen wir eine (nicht-
steigende) Funktion, die den Wert der Miinzeinheit im Zeitpunkt ¢ im
Verhiltnis zu dem Wert im Zeitpunkt 0 angibt. Sowohl diese F'unktion
wie der Zeitpunkt 0 sind in Abhéngigkeit der gegebenen Situation zu
wihlen; in ein und derselben Betrachtung muss die einmal getroffene
Wahl jedoch ungeindert bleiben.

Zwel Geldbetrige, bzw. in Héhe von K, und K,, zu betrachten in
den Zeitpunkten ¢, und t,, konnen nun fir gleichwertig gehalten werden,

oder i
[£4],, ~ [Ks],, (1.1)
talls
K A{t) = Ky A(L); (1.2)
so dass - A(y) J
Kl ~|K,——]. 1.3
s~ [ |



— 296 —

Far K, =1, t;, = 0 und {, = n ergibt sich hieraus

1
1] ~ A(n)»] (1.4)

und mithin [A(n)]o - [l]n, (1.5)

solches 1m Finklang mit der Definition der Funktion A(f). Die Gleich-
heat (1.2) ist erforderlich, damit die Gleichwertigheit (1.1) gelten moge.
Die hiermit ibereinstimmende Relation (1.5) bezeichnen wir als «das
Aquivalenzprinzipy.

Das Aquivalenzprinzip wird bedeutsam, wenn die oben betrach-

teten «Betrige» sich auf Zahlungen beziehen. So wird jemand, der in
den Zeitpunkten ¢,,1,, ..., t,, ... die Zahlungen K, K,, ..., K,, ...
erwartet, diesen im Zeitpunkt 0 den Wert > A(t;) K; beimessen. Hier-

1

durch findet das Aquivalenzprinzip seine bedeutendsten Anwendungen
auf dem Gebiete der Schuldtilgungen, wo ja zwischen den zu gewihren-
den und einzunehmenden Betriigen Gleichwertigkeit vorliegen muss.
Dennoch hat das Aquivalenzprinzip, wie vorhin dargelegt, mit Begriffen
wie Anlehen (und Zins) im wesentlichen nichts zu tun.

2  Entwertungsfunktionen

Die Entwertung der Minzeinheit kann durch verschiedene Faktoren
herbeigefithrt werden. Bei dem Anlehen 1st es besonders von Bedeutung,
dass, je spiter iiber einen Betrag verfiigt werden kann, um so kiirzer
er zu gewinnbringenden Zwecken verwendbar ist. Es wird vorausgesetzt,
dass diese Entwertung ein passendes Modell findet in der Funktion

1
S s 2

A= 2.1)
worin r eine Konstante von der Grosse einiger Prozente darstellt. Bel
aktuariellen Problemen gilt die Erwigung, dass je spéter eine Zahlung
vorgenommen wird, desto grosser die Wahrscheinlichkeit wird, dass sie
nicht stattfindet, weil entweder der Zahler oder der Empfinger nicht
mehr am Leben sind. Hiezu entspricht die Entwertungsfunktion

A = p., (2.2)
worin ,p, die Wahrscheinlichkeit darstellt, dass der in ¢t = 0 z-jdhrige
Beteiligte nach ¢ Jahren noch am Leben 1st.
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Man kann weiter, unter Beriicksichtigung einer Inflation, als Ent-
wertungsfunktion annehmen

All) =~ 2.8)

worin k(t) irgendeinen Lebenskostenindex darstellt.

Bei bestimmten Altersversorgungen kann es wichtig sein, dass die
Altersrentner im Verhidltms zu den Aktiven stirker an Zahl zunehmen,
so dass die von den Letzteren behufs der Ersteren zuriickzulegenden
Miinzeinheiten allmihlich an Wert einbiissen. Diese « Ergreisungsent-
wertung» wire zu bezeichnen durch

y(0)
A = 227, 2.4
(t) (0 (2.4)

worin yp(t) das Verhiltnis der Anzahl der Rentner zu jener der Aktiven
darstellt.

Welche dieser (oder sonstiger) Funktionen in einer bestimmten
Situation anzuwenden ist, hingt in erster Linie davon ab, welche Ent-
wertung in dem Falle fiir wirksam gehalten wird, wihrend weiter die
erwiinschte Genauigkelt von Bedeutung ist. Das heisst, dass bel ein
und demselben Problem verschiedene Beurteiler verschiedene Funk-
tionen verwenden konnen, was z. B. bei den Schuldtilgungen hinsicht-
lich des Glaubigers und des Schuldners der Fall sein kann. Winscht
man gleichzeitig mehrere Faktoren zu beriicksichtigen, so kann dies
erfolgen, wenn man das Produkt der diesbeziiglichen Entwertungs-
funktionen einfithrt. So wird in der Versicherungsmathematik die Kom-
bination von (2.1) und (2.2), d. h. die Funktion

A == %5
Y (1+7r) angewendet. (2-5)

3 Die exponentielle Entwertungsfunktion

Von den hier oben als Beispiel genannten Entwertungsfunktionen
hat die erstgenannte (2.1) eine besondere Eigenschaft. Aus (1.3) ergibt
sich tur diese Entwertung nimlich:

(K], ~ [E A+, (3.1)

woraus hervorgeht, dass die Wahl des Anfangspunkts des Zeitmasses
hier nichts zur Sache tut; an der rechten Seite tritt ja nur die Differenz
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t,—t; auf. Keine einzige weitere Entwertungsfunktion hat diese Eigen-
schaft. Wenn man niémlich verlangt, dass fiir sdémtliche ¢, und ¢, der

Quotient 4(;)— aus (1.3) nur von t,—t; abhingen soll, so gilt fur
< 2

samtliche ¢ und At¢: A+ Ab)

T = fay

A(t)
und so ist At+Ay—A) 4 fAn—1

At o At
At — 0 ergibt: dA )
S = A0 F0).

was durch Integration tatséichlich (2.1) ergibt, wenn man setzt f'(0) =
—1In (1-+7), und die Nebenbedingung A(0) = 1 beriicksichtigt wird.

Dass die Wahl des Anfangspunktes bei dieser Entwertungstunk-
tion nichts zur Sache tut, vereinfacht die Berechnungen erheblich, so
dass sie ofters auch dort angewendet wird, wo die Wahl einer anderen
Entwertungsfunktion eher der Wirklichkeit entsprechen diirfte. Wenn
es erlaubt scheint, Entwertungsphinomene, wie durch (2.3) oder (2.4)
dargestellt, durch (2.1) zu approximieren, so hat man den Vorteil, dass
auch eine Kombination der Entwertungsfunktionen bequem in die
exponentielle Form gebracht werden kann. Fir geringe Werte » und s
ist ja (1+7)7"(1+5)" niherungsweise gleich (14 7+ )"

Wir werden die Funktion (2.1) im Nachfolgenden als die «expo-
nentielle Entwertungsfunktion» bezeichnen und dafiir das tbliche
Zeichen Ay verwenden. Also

.. 3.9)
t‘,*(l_{»,r’)it?' -4
Der Kiurze wegen definieren wir
a(n) = ZA(j) (3.3)
j=1
und in dhnlicher Weise 1
{ s
z n 1 i) (1+7)" L=l
a, = 2 A:H — 2 i - =,
j=1 j=1 (1—}-7”) 1+T 1 1 T

1+

Im Falle exponentieller Entwertung hat man mithin die Beziehung
Am = I—TU,E‘I. (34)
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4 Riickkauf bei Umlageverfahren

Als Beispiel einer weniger iiblichen Anwendung geben wir hier die
Grundsiitze an, nach denen bei einer wertbestindigen sozialen Pensions-
versicherung, die nach dem Umlageverfahren finanziert wird, eine
Riickkaufsregel aufgenommen werden kénnte. Nehmen wir z. B., dass
jemand in den Zeitpunkten ¢4-1, t-+ 2 und ¢+ 3 die von ithm schuldigen
Umlagepramien P, P, und P, entrichtet hat, und im Zeitpunkt ¢ + 4
die Versicherung, z. B. wegen Auswanderung, beendigen muss. s soll
dann ein Riuckkaufswert I fir die entrichteten Prédmien (unter Ver-
fallserklirung der daraus hervorgehenden Rechtsanspriiche) gewihrt
werden. Dieser Ruckkaufswert A muss der Beziehung:

[K]ica ~ [Pl + Bl e+ [Plias
geniigen. Legen wir den Anfangspunkt in ¢+ 4, so ist gemdss (1.3)
K =P A—3)+FA—2)+ P A—1).

Es fragt sich nun jedoch, welche Entwertungsfunktion 4 (¢) hier fiir an-
wendbar gehalten werden muss. Da dag Umlageverfahren befolgt wird,
sind die Entwertungen (2.1) und (2.2) hier nicht wirksam. Die Real-
wertbestandigkeit der Pensionen fordert jedoch, dass der Zunahme der
Lebenskosten Rechnung getragen wird, wilhrend weiter die Verlingerung
der Lebensdauer eine allmahliche Steigerung der Pramie bewirkt. Wir
werden daher als Entwertungsfunktion das Produkt der Funktionen
(2.8) und (2.4) verwenden miissen. Im Prinzip ist die Frage hiermit
gelost. Approximieren wir die I'unktionen (2.3) und (2.4) mittels der
exponentiellen Entwertungsfunktion, so ist z. B. zu setzen

ko) 1 200 1
k() 1,02t y(t) 1,015 °
mithin iT 1
Al = 1,085

Das heisst, dass als Riickkaufswert die entrichteten Pramien mit einer
Entwertungsentschidigung zu 315 9, jihrlich zuriickerstattet werden.
Diese Entschidigung wire jedoch micht als Zinseszins (im iiblichen
Sinne des Wortes) zu betrachten.
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5 Anlehen und Entwertung

Unter emnem Anlehen verstehen wir eine Transaktion zwischen
zwel als Glaubiger und Schuldner zu bezeichnenden Parteien, wobel
sich das Folgende ereignet. Tm Anfangspunkt 0 gewihrt der Gléubiger
dem Schuldner einen Betrag '; der Schuldner wird in den Zeitpunkten
b5 Bos owss by »ua5 by, dem Glanhiger die Beteige P s Fyy 555 By g B
zahlen. Diese GI'Obh("ll kénnen alle im Finverstindnis g(‘\\'ii.hrt Werd(,n,
die Zahlungen beider Parteien miissen jedoch im Anfangspunkt 0

dquivalent sein: N

[K], ~ }_‘I [P]:, - (5.1)
1=1
Ils muss also gelten "
K= > A@®)P, (5.2)

1=1

wo A(t) eine fir beide Parteien akzeptable Fntwertungsfunktion dar-
stellb. Da A(t) fur ¢ > 0 kleiner als 1 ist, ergibt (5.2), dass >\ P, > K.
Die Differenz N P,— I kann betrachtet werden als eine dem Gliubiger
von dem Schuldner zu gewihrende Entschidigung tur die Entwertung,
die wihrend der Dauer {, des Anlehens auftritt. Ausser im Fall n = 1,
konnen die Betriige P, aus (5.2) nicht ohne Nebenbedingungen bestimmt
werden.

Die von den Parteien akzeptierte Funktion A (f) braucht nicht it
der Funktion zusammenzutreften, nach welcher der Glaubiger die
kiinftigen Einnahmen P, fiir sich bewertet. Kennzeichnen wir letztere
mit dem Zeichen A(t), so sind die Einnahmen P, fiir den Gliubiger
cleichwertig mit dem Betrag

P

L/:

N'A(L) P (5.3)

1’

.
p—

Nennen wir 4 (t) die objektive (oder ¢nominelle») Entwertungstunktion;
dann ist A() als subjektive (oder «effektives) Entwertungsfunktion zu
bezeichnen. Demgemdiss 13t I der objektive (oder «nominelley) Wert
des Anlehens; K konnen wir als den subjektiven (oder «effektiveny)
Wert bezeichnen. Der Quotient

)

(t)

_»I(t)P
VA

M [

heisst der Kurs des Anlehens.



— 301 —

Beispiele:
a) Wenn wir setzen t; = 1 und simtliche P, gleich P, so folgt aus
(5.2) und (3.3): "
K = > A1) P = Pa(n),
so dass K
P=_——, (5.5)
a(n)

Bei diesem Anlehen findet wihrend n Jahren am Fnde des Jahres die-
selbe Zahlung P statt. Wir nennen dies eine n-jihrige (gleichbleibende
postnumerando) Zeitrente. Der Kurs betrigt:
a(n
— N (5.6)
a(n)
b) Wieder setzen wir ¢, = ¢ und fordern weiter:
Sémtliche P; sind gleich P, ausser P,, das = K + P sein muss.
Aus (5.2) folgt dann:
K = Pa(n) + K A(n)
also 1— Aln
P=K —(—) (5.7)
a(n)

Wir nennen dies vorldufig eine n-jihrige « Normal-Anlethe». Der Kurs

betrigt: 1 n
x:—Kw_\:A()P —A[Pa )+ K An)],
also - 1-—A( 0 o
= Am) 4+ — ~~a(n). (5.8)

a(n)

6 Zins und Tilgung

Bet der Normal-Anleihe wird der im Zeitpunkt n dem Glaubiger
gezahlte Betrag K gewohnlich als eine Riickzahlung des geliehenen Be-
trags interpretiert. Die Zahlungen P, die in den Zeitpunkten 1,2, ..., n
erfolgen, bilden somit eine jihrliche Entschadigung fiir die Entwertung,
die der Betrag K wihrend n Jahren erfihrt. Diese jihrliche Entschéidi-
gung wird Zins genannt und die Riickzahlung des geborgten Betrags
heisst Tlgung.
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Unter einer wn n Terminen zu tilgenden Anlethe mit jihrlicher
Zinszahlung verstehen wir nun die Summe von n Normal-Anleihen,
gross bzw. K;, K,, ..., K, und bzw. 1, 2, ..., n Jahren dauernd.
Der Gesamtbetrag K der Anleihe wird definiert als

K =YK, (6.1)

wobel zu bemerken wiire, dass einige dieser K, gleich 0 sein diirfen.
Bei der Normal-Anleithe ist z. B. nur K, =+ 0, und wir kénnen diese
daher als eine auf eonmal zu tilyende Anlethe bezeichnen.

Die Zahlung P, 1m Zeitpunkt v 1st gleich der alsdann zur Tilgung
gelangenden Teilschuld A, nebst dem Zins wegen der noch nicht zur
Tilgung gelangten Anlehen K, IX;, , ..., I¥,.

Also, im Zusammenhang mit (5.7):

& e 1—40)

=K.+ 5 K. e
P], IX’I +’_:__iIL] a(?‘) 4 (flﬂ' 1 = 19 2; LR LR | rn)_

(6.2)

Bei gegebenen Werten A, (6.1) geniigend, sind also die Zahlungen
P, bestimmt (wir legen gleich dar, dass sie (5.2) geniigen). Umgekehrt
konnen ber gegebenen P, (5.2) genugend, aus diesen n Gleichungen
teisto] v =) 2 =)
die Werte K, bestimmt werden und es zeigt sich, dass dieselben (6.1
] te] )
gentigen 1).
Aus (6.2) ergibt sich:

@1 . ’n\ N 7 nﬁ . n1 - 1—f1(1)
MA@ P, = D A@) K, + D>V A>0) D K, e £
i=1 i=1 i=1 =i a(y)
n 1—A(j) J
= N @ K+ MK, D <5
= = alj)

Im Zusammenhang mit > A(i) = a(j) findet man auf der rechten

n 1=1
Seite EKy Also

f=1 n_‘ nj
LlA(q,) P, = Llffi.
1= 1=

Wenn demnach eine der beiden Seiten = K, 1st auch die andere
Seite = K, q. e. d.

1) Hs steht jedoch nicht fest, dass simtliche K; und P, — K, positiv sein
werden. Hieraus ergibt sich, dass die Gliederung der Zahlungen in Zinsendienst
und Riickzahlungsquote etwas Kiinstliches an sich hat.
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Beispiele:

K
a) Wenn simtliche K; gleich sind, und folglich - betragen, sprechen
' ' n
wir von einer n-jdhrigen gleichmdssig zu tilgenden Anlethe.

Die Jahreszahlung betrigt nun

K — 4
P =" [ P ml. (6.9)
n = alj)
b) Bei der Annuitidtenanleihe sind sdmtliche P, gleich, = )
a(n
Nach (6.2) ailt also
e 1—A4( 1—A(
K+ S, A0 By S St
j=i a(y) =1 | a()
ithi 1—AQ@ ,
mithin K, + K, 2" (v) — Hg,
a1

und die Tilgungen gentigen den Rekursionsformeln:

K, , =K, [1+ 1—____1_.{_1__()|.

a(1)

Sie konnen also bequem berechnet werden, wenn man noch er-

(6.4)

wigt, dass Iy ( i
- = I L
K, + K, ) =
a(n) a(n)
sein muss, so dass N

K = — . . 6.5
" amti—dm P

7 Anlehen bei exponentieller Entwertung

Wenn man das Vorhergehende in Anwendung bringt fiir die Fnt-
wertungsfunktion 4, finden wir die bekannten Krgebnisse:

a) Fur die Annuititenanleshe 1st die Jahreszahlung nach (5.5):

v : . ; "
P = - . Im Zusammenhang mit (3.4) geniigen die Riick-
a
n

zahlungsquoten laut (6.4):
K, ,=K@1+7 (7.1)



— 304 —

und bilden also eine geometrische Reihe; gemiiss (6.5) ist die letzte
s =
Tilgung gleich

K P
—— =, (7.2)
(l;(\l -L T) 1 +r
b) Bei der auf einmal zu tilgenden Anleihe betrigt der jihrlich zu
1— A
zahlende Zins laut (5.7): K ‘1 "' Im Zusammenhang mit (3.4)
(

n|

18t dies = r /.

Der in der exponentiellen Entwertungsfunktion auftretende Parameterr
oibt also an, welcher Bruchteil des Kapitals jihrlich als Zins zu zahlen
1st. Dies erklirt, aus welchem Grunde r der Zinsfuss genannt wird.

¢) Bei der gleichmissig zu tilgenden Anlevhe ist der im Zeitpunkt 1 zu
zahlende Zins laut (6.3) gleich:

Kol—d; K

s R L= (e 4 1),
n {= a5 n ( )
mithin K K ,
P, = +—(m—1+1)r.
n n

Wir bezeichnen den im Zeitpunkt ¢ = 0 einer Rethe von Zahlungen
zu n,n—1, ..., 2,1, vorzunehmen in den Zeitpunkten 1, 2, ..., n,
gleichwertigen Betrag mit dem Symbol Da(n).

Der im Zeitpunkt ¢ = 0 gleichwertige Betrag der obengenannten
Zahlungen P, 1st dann zu schreiben als

K K
7 + —r Da,; .
n : n

Da dieser Aquivalenzwert — K sein muss, finden wir also

I K
K = —ag+ —1rDag
n n '

und mithin n— d

Da- =

n|

(7.8)
.
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8 Kursberechnung

Die Formeln (5.2) und (5.3) konnen wie folgt verallgemeinert
werden :

K= N 4GP, 8.1)
~ S
K= S AGP, (8.2)
Alk) 53

Hiermit findet man den objektiven, bzw. subjektiven Wert der k +1)-ten
bis zur letzten Zahlung zu dem Zeitpunkte, da die k-te Zahlung gerade
stattgefunden hat.

Der Quotient L= (8.3)

heisst der Kurs in dem betreffenden Zeitpunkt. Der objektive Wert , K

n
ist im allgemeinen necht gleich dem Schuldrest > K. Wohl ist dies
1=kt 1
fiur &k = 0 laut dem Satz des Paragraphen 6 immer der Fall, aber fir
k=1,2,...,n gilt dies nur, wenn far A(f) die exponentielle Ent-
wertungsfunktion gewihlt wird. Dann gilt ja

AW
gy AR
und die rechte Seite von (8.1) wird sodann
n n—k n—k
> A@i—k) P, = RAWDP, = o .

i=k+1 i=1 =1

Wenn man die Formel (8.1) gleichfalls far % + 1 aufstellt, und dann
von (8.1) subtrahiert, so findet man:

y Ak)
e = A1) WK — By (8.4)
und in dhnlicher Weise
A(k)
ik = Z(Hl“)_kK”PkH- (8.5)

In Worten: der neue objektive (bzw. subjektive) Wert ist gleich dem
aufgewerteten alten Wert, abziiglich der erfolgten Zahlung.
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Hieraus folgt weiter:

Am .

— K = T K—, K. (8.6)

A(k)
K
Ak +1)

Die Differenz , X —, K = ;A bezeichnen wir als das Disagio, und die
Differenz 4 —, 4 = ,d heisst die Abschreibung vom Disagio. Wegen

~ ~

kd — kK_“kK_ (k+1K_k-\-1K) - (k 'rilz_k];’) _ (lgHK“f;K) (8 .7)

ist diese Abschreibung gleich der Differenz zwischen der Anderung in
subjektiven und jener in objektiven Wert. Im Zusammenhang mit
(8.6) 1st dies zu schreiben

- | Ak - A(k) Kl
A

A= J— - (- |
St E+D*  Ak+1)

v

und mithin
rI 7 ] ;4 ]ﬂ 7
(k) 1]~,L_K\ ) ~1‘.

d=.,K|. : - 8.8
U {‘4(1,%1) (5.8)

Ak +1)

Die Abschreibung vom Disagio st gleich der Differenz zwischen
den Betrdgen, die erforderlich sind, um die subjektiven und objektiven
Werte vom Niveau k zum Niveau k + 1 aufzuwerten. Laut der Termi-
nologie des Paragraphen 6 bezeichnen wir diese Betrige als «Zins» und
man kann somit (8.8) wie folgt in Worte fassen: die Abschreibung vom
Disagio 1st gleich der Differenz zwischen dem subjektiven Zins des sub-
jektiven und dem objektiven Zinsg des objektiven Wertes.

Durch Finsetzen der Funktion 4;;in diese Frgebnisse fiir A (/) und
durch Ersatz der Worte subjektiv und objektiv durch effektiv und
nominell, ermittelt man die bekannten Fazite. Hierbei 1st zu beachten,
dass fur die objektive Funktion 4 (f) in der praktischen Anwendung tat-
sichlich meistens die exponentielle Entwertungstunktion gewihlt wird.
Els 1st jedoch bei weitem nicht immer reell, dies auch fir die subjektive
Entwertung anzunehmen. Der Glaubiger mdochte z. B. berticksichtigen,
dass der erhobene Zins nicht gewinnbringend, sondern konsumtiv ange-
wendet wird, oder bestimmte Wahrscheinlichkeiten in seine Bewertung
hineinkalkulieren. Dies moge Anlass dazu geben, dem einfachen Zins
und der Versicherungsmathematik noch einige Betrachtungen zu
widmen.
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9 FEinfacher Zins und Zinseszins

Im Paragraphen 6 haben wir die Zahlungen P, (des Schuldners an
den Gliaubiger) in Riickzahlungsquoten K; und Zinszahlungen P, — K,
aufgegliedert. In den Anleihebedingungen kann nun, gleichviel aus
welchem Grunde, bestimmt werden, dass diese jihrlichen Zinszahlungen
nicht sofort erhoben, sondern bis zu einem bestimmten Zeitpunkt gut-
geschrieben werden, um z. B. gleichzeitig mit der letzten Tilgung aus-
gezahlt zu werden. Hinsichtlich dieses « Gutschreibensy» sind zwei Ver-
fahren iiblich. Im ersten Falle wird angenommen, dass die als Zinsen
eingehenden Summen gleichfalls einer Entwertung unterliegen, und
wird somit fiir eine zu spite Zahlung davon eine gleichwertige Ent-
schiidigung gewihrt. Im zweiten Falle wird die Entwertung als nicht-
daseiend betrachtet und es findet die diesbeziigliche Entschiddigung also
nicht statt. Dementsprechend spricht man von Gutschreiben von Zinses-
zins, bzw. von emnfachem Zins. Wenn die Entwertung nicht exponential
verlduft, wird das Rechnen mit Zingeszins bald kompliziert, weil fir
jede aufgeschobene Zahlung des Zinses ein anderer Anfangspunkt der
Entwertungstunktion zur Geltung kommt. Dies erklirt, dass Zinses-
zing in der Praxis immer mit exponentieller Entwertung verbunden 1ist
und damit 6fters in verwirrender Weise identifiziert wird. So wird man
z. B. (7.3) als eine «Formel mit Zinseszins» bezeichnen, obwohl hier der
Zins jihrlich tatséchlich gezahlt, und nicht verzinslich gemacht wird.
Auf diese Weise wird z. B. auch das Problem einer Annuitdtsanleihe
mit einfacher Verzinsung als Scheinproblem entlarvt: denn bei einer
Annuititsanleihe findet Zahlung des Zinses und keine Anlegung des
Zinses statt. Wenn wir die im Paragraphen 5 genannten Normal-Anleihe
unter Anwendung von Zinseszins (bei exponentieller Entwertung) statt-
finden lassen, muss im Zeitpunkt n ausser der Tilgung i noch ein Betrag

X, geniigend "
S [ ~ [X],

=
-

gezahlt werden, woraus folgt

riC anvr
2 1, :
. rag K o
Insgesamt wird also gezahlt K |1+ = 4 solches im Finklang
“n nl

mit der Aquivalenzgleichung (1.5).
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Bei Anwendung einfachen Zinses muss ausser der Tilgung K nur
der riickstindige Zins zu nr K gezahlt werden. In diesem Falle erhalt
der Glaubiger 1m Zeitpunkt » also K (1 +nr) 1m Tausch far seine
Zahlung K 1m Zeitpunkt 0. Man konnte daher Anlage bei einfachem
Zins interpretieren als das Rechnen mit der «hyperbolischen» Ent-
wertungsfunktion:

1
Ar = ———, 9.1
o 1+ rt (9-1)

So aufgefasst bekommt der Begriff « Annuitétenanleihe mit einfacher
Verzinsung» eine ganz andere Bedeutung. Indem wir nehmen

-

(1
[{,; = j Al i (9 . ‘2)
und diesen Wert in die allgemeinen Annuitdtenformel (5.5) einsetzen,
finden wir die Jahreszahlung

geltend ftiir die Annuitidtenanleihe bei hyperbolischer Entwertungs-
funktion. Auch die Zerlegung in Riickzahlungsquote und Zinsendienst
18t gemiss der allgemeinen Formel (6.4) aufzusetzen.

10 Versicherungsmathematik

Zum Schluss mochten wir noch angeben, in welcher Weise die
Versicherungsmathematik in der Aquivalenzrechnung enthalten ist
(wir beschrinken uns auf die Netfopriimien).

Wenn ein 2-jdhriger im Zeitpunkt 0 einem Versicherer einen Betrag
A(n) zahlt, kann 1thm, falls er nach # Jahren am Leben 1st, die Minz-
einheit ausgezahlt werden, falls 4(n) die in dieser Situation geltende
Entwertungsfunktion (2.5) darstellt. Wir deuten diese Funktion mit
dem Zeichen A} an. Fir eine Erlebensfallversicherung, abgeschlossen
von einem z-jihrigen, mit Dauer n, betriigt somit die Rinmal-Priimie:

. (10.1)

“n (1 __%__ T)”
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Vollig analog (3.3) stellt
722‘41'\ (102)

n | zj |

—

~

die Einmal-Primie einer mn-jihrigen (nachschiissigen) Leiwrente in
Grosse 1 jdhrlich, abgeschlossen von einem a-jihrigen, da. Da fir
&+ ] >w (= eine Konstante) die Grossen A,}, verschwinden, gilt far
die lebenslingliche Rente

W—T *
Uy = Qg = 2 Aa:; (10.3)
=1
Wenn ein z-jihriger im Zeitpunkt 0 bis zu seinem Tode dem Ver-
sicherer einen Betrag 1 letht, muss ithm dafir im Zusammenhang mit
Paragraph 7 solange er lebt eine jdhrliche Zinszahlung r erstattet
werden. Der Zins 1st gemiss (10.3) zu ¢t = 0 gleichwertig ra,. Die Ditfe-
renz 1 —ra, 1st daher zu t = 0 dquivalent mit dem im Todesfalle 1)
auszuzahlenden Betrag 1, so dass die Einmal-Prémie fur die lebens-
liangliche Todesfallversicherung betrigt:

A, = 1—ra,. (10.4)

xT

Indem man das obenstehende Anlehen héchstens n Jahre andauern
lisst, erhilt man die Einmal-Primie 4 fiir eine Leistung 1, zu zahlen
nach n Jahren im Erlebensfalle, oder frither im Todesfalle, das ist die
«gemaschte Versicherung». Verminderung dieser Einmal-Pramie um 4 L
ergibt die Einmal-Primie 4}, fur die tempordre Todesfallversicherung.

Die Beziehung (10.2) ergibt weiter die Umrechnung von Einmal-
Primien in Jahresprdamien. Zum Schluss wire zu erwihnen, dass die
Primienreserve ubereinstimmt mit dem, was im Paragraph 8 als der
Objektivwert eines Anlehens definiert worden ist.

11 Schlussfolgerung

Im vorhergehenden ist dargestellt, in welchen Punkten der Ele-
mentarunterricht in der Finanzmathematik und Versicherungsmathe-
matik erneuert werden konnte — und sollte. Selbstverstiandlich konnte
in diesem Rahmen keine Vollstandigkeit erreicht werden und wurden
natiirlich jene Punkte, die abgeiindert werden mussten stirker hervor-

1) Hierbei ist vorausgesetzt, dass der Todestall am Anfang des Versicherungs-
jahres eintritt.
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gehoben als die, welche keine Anderung brauchen. Diese Anderungen
konnen wie folgt zusammengefasst werden:

a) Iirsatz der synthetischen durch die analytische Behandlung, wobei
das Aquivalenzprinzip in seiner allgemeinsten Form als Ausgangs-
punkt zu nehmen ist;

b) Behandlung der Finanzmathematik und Versicherungsmathematik
von demselben Ausgangspunkt aus;

¢) Anwendung des Aquivalenzprinzips auch in anderen, als den ge-
wohnlich in der Finanzmathematik und Versicherungsmathematik
betrachteten Fillen;

d) systematische Formalisierung durch Verwendung des \quivalenz-
zeichens;

e) Verwendung einer klareren Terminologie;

f) Beschrinkung hinsichtlich Formeln und Zeichen.

Résumé

L’auteur fait ressortir que le systéme d’enseignement des mathématiques
financiéres et des mathématiques actuarielles devrait étre réforme. Il propose une
étude analytique de ces matiéres, dans laquelle le principe d’équivalence dans sa
forme plus générale serait pris comme point de départ. Les mathématiques financieres
et les mathématiques actuarielles pourraient ainsi étre traitées comme un tout. D’au-
tres domaines d’application, ot le principe d’¢quivalence intervient, pourraient étre
englobés dans cette étude.

Summary

The author explains that the teaching method for financial mathematics and
actuarial sciences ought to be renewed. He therefore proposes an analytic treatment
of the subject, where the principle of equivalence in its most general form is taken
as point of departure. Iinancial mathematics and actuarial sciences could then be
treated both on the same basis. Other fields of application involving the principle
of equivalence could also be handled in the same way.

Riassunto

L’autore fa risaltare che il sistema d’insegnamento della matematica finan-
ziaria e della matematica attuariale necessita una revisione. Propone quindi uno
studio analitico della materia: il principio di equivalenza nella sua forma pit generale
dovrebbe essere preso quale punto di partenza. La matematica finanziaria e la
maternatica attuariale potrebbero cosi essere svolte in modo analogo. Altri campi
di applicazione che fanno capo al principio di equivalenza sarebbero assoggettati al
medesimo trattamento.
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