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Zum Lucasschen Ehepaarproblem

Von Waldemar Schibe, Miinchen

Zusammenfassung

HEs wird gezeigt, dass die Anzahlfunktion des Lucasschen Ehepaarproblems
einer klassischen kombinatorischen Aufgabe, sich (bei mindestens 4 Ehepaaren)
als niichste ganze Zahl zu

Es handelt sich um die Frage, aut wieviele Arten n Ehepaare so
um einen Tisch Platz nehmen kénnen, dass jeder Mann zwischen zwei
Frauen, aber keiner neben seiner Ehefrau sitzt; mit 4, sei die Anzahl
der Sitzordnungen bezeichnet, die moglich sind, nachdem die Frauen
die ihnen zustehenden Plitze eingenommen haben. Indem gleichzeitig
zwel andere dhnliche Anzahlfunktionen betrachtet werden, bei denen
die Bedingungen einzelne Ausnahmen erleiden, gelangt man nach
E.Tueas [1]1) zu drei simultanen Rekursionsformeln, aus denen sich
fiir A, allein eine kombinatorisch nicht mehr deutbare homogene
Rekursionsformel dritter Ordnung und daraus weiter eine inhomogene
Rekursionsformel zweiter Ordnung

mn—1)4,. = (nz—l)An+(n+1)An_1—l—4(—1’)", (n=3), (1)

herleiten lisst. Die Anfangswerte sind 4, = 0, 4, = 1. Leicht zu-
ginglich ist die bis zur Formel (1) gefithrte Darstellung des Problems
bei H.Dorrie [2]. Der Verfasser konnte zeigen [3], dass bei der Sub-
stitution 4, = 2(—1)"+nb, sich n!b, , als Anfangsglied der n-ten
Ditferenzenfolge der Quadratzahlenfolge 1, 0, 1, 4, 81, 1936, ...,

1) Siehe Literaturhinweise am Schlusse dieser Arbeit.
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o (1)
mIg‘_é o ), (m=0,1,2, ...)

/

allgemein (

ergibt. Diese wichst so schnell, dass ihr letztes in die Differenzenbildung
eingehendes Glied die Grossenordnung von b, allein bestimmt. So
findet man die Grenzbeziehung

A n!—>¢? fir n—> co.

Im folgenden soll eine andere, tiberraschend einfache Formel fir 4,

hergeleitet werden. Wird nimlich unter 4, die ganze Zahl verstanden
n—>k—1)! ) ) o [n—1
;‘g : —) mit Summation von 0 bis ( 5 J,

-l

A;a:\j(“"]- e
o

so ist fir m =4 A, die niichste ganze Zahl bei nd,e® Bei-
spielsweise 1st AL = 5040 —T720 + 60 —4 = 4376, 8- 4376 = 35008,
35008 ¢* = 4737,817..., Ay = 4738.

Fiar n = 4 und » = 5 kann man die Behauptung direkt bestitigen.
Zum Beweise fiir n = 6 setzen wir zwecks formaler Vereinfachung
b, = (—1)" g, so dass (—1)"1 A4, = ng,—2 ist. Aus (1) entsteht
dann (n®*—1) (¢, 1 +0g—Gpy—2) = 0 mit g, = 1, g5 = 1.

Unter Fa, soll der Operator a,, , +na,—a,_, verstanden werden,
der folgende Transformationseigenschatt besitzt:

Ist n=—m, a,=cb,, soist Fa,=—cFh,.

Hieraus folgt fiir ¢ = 1, dass im Falle a, = 0 stets a, = a_, sein muss,
da sich zuniichst @, = «_, unmittelbar ergibt.

Mittels der Rekursionsformel g, = 2 kann die IFolge g, von den
angegebenen Anfangswerten auch ricckwirts fortgesetzt werden. Es wird
=10 =0.

Die homogene Rekursionsformel §a, = 0 ldsst sich durch Zylinder-
funktionen des Arguments 24 vollstindig auflosen. Aus dieser Theorle
stammen die Bildungen

o 1 = (n—k—1)!
N T = Nyt T g,

o Wk T Wi

" Sk (k)

1 1
worin wy = 0 und fir k=1 w, = 1+ o 4+ ...+ " gesetzt 1st.
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Man findet, wenn noch g, = @,— R, eingefithrt wird,

1
Ip, =0, FY,=R,=—, also Fq,=0.
" n!

Es 18t ndmlich fir n =1

%, 1 = 1 1
0= Szt -3 8
SR kD! A Gtk =k (it k—1)!
R R L Y
=kl m+Ek—1)! A K 4k "

= Pns1 TP — Pp -

Ahnlich bestitigt man die anderen Relationen. Sie bleiben fiir alle
=Q,, B_,= R,, q, = q, definiert
wird. Im Sinne elner ublichen Bezeichnung modifizierter Zylinder-

funktionen 1st

ganzen n erfullt, wenn p_, = p,, Q_, =
wobel C die Eulersche Konstante bedeutet.
Aus den Rekursionsformeln folgt sofort
Pria T Pnpry — — (pn G- Pn—t q'n)
llIld daraus (__l)n (pn Qn—l_pnml qn) - COIlSt. - 1’
wobel sich der Wert 1 der Konstanten spiter durch Grenzibergang
n—>co leicht ergeben wird.

Mittels Variation der Konstanten kannnun dieallgemeine Liosung der
inhomogenen Rekursionsformel g, = 21in der Form g, = —p, U, +q,V,
angesetzt werden. Dadurch entsteht g, als Summe der Ausdricke

— Pria (U, ol = U,) + Ot (Vi — W)
T Pt (U=T) + oy V=V ).
Da zwischen U, und ¥V, noch eine Relation frei wéhlbar ist, ver-

langen wir, dass der erstere Ausdruck fiir alle n verschwindet. Ersetzt
man darin n durch n —1, so hat man

— Put (U — U 1) G 1(V V ) 2,
und hieraus, da die Koeffizientendeterminante gleich + 1 ist,

Un_ Un—i = (_1)7&2%“ Vn_«Vn—l - (_1)n2pn
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Werden n = 0 und n = 1 eingesetzt, so entsteht
= —pUp+q Ve =0,
—p1(Uo—2q) + ¢ (Vo—2py) =

I

S = o8
I
=2
<

und hieraus
Vo = o>
also n +n “+n
Un = o +2 E (_1)k U :] : (_1)1»‘(]!“ Vn - }_:1 (_' 1)1: Pr»
k=1 k=—n k=—n
+n n
Jn = —DPn Z ( 1) QIL+ Qn s ( 1) Py - (2)
k=—n k=—n
Durch Multiplikation der Reihe
(_1))5 . 0o (_1)7)1.
mit el="»
’ 1;:0 m?

s
= 1

e
und Substitution I = m + L ergibt sich bei erlaubter Umordnung

mit der Massgabe, dass fur negative & die innere Summe erst bel
m = —Fk beginnt; sie hat fiir zwel einander entgegengesetzte Werte

von k denselben Wert. Ks 1st also
(—1)*p, = ¢ = 0,185335. . ..

8

‘/J T

k=—co

Ahnlich

HL/J%
|
R

I
T

k
Die letzte Reihe kann direkt summiert oder in eine noch bequemere
Form ') transformiert werden, wodurch sich miihelos —0,356717. ..

als Wert der linken Seite ergibt

Nun lasst sich (2) folgendermassen schreiben
P ) (—1)f fbﬁr"qnu (—=1'p, (n=0). (3)
=n+t1

92 .
W — 9 =
k=-—n

1) Vgl. K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 3. Auflage

(1931), Aufgabe 1165.
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.6.
Offenbar 1st p, ~ ol (asymptotisch gleich) fitr n— co und p, < ;:T
fiir n =5, da die Glieder von p, rascher abnehmen als eine geome-

_ 1
trische Reihe vom Quotienten =T Auwsw, <k, wy+w, , <2(n+k)
n
folgt

12
R <2p,, firn=1, also B, < —° 1 fir n = 6.

(n—1)
i
Dem Betrage nach ergibt sich die alternierende Summe > (—1)*R,,
k=-n

wenn man von ihrem oben angegebenen Grenzwert fiir n > co ausgeht,
fur n = 6 als < 0,357+ 0,008 << 2, da alle Glieder mit [kl > 6

12 /1 1 1
zusammen hoéchstens 2 . —— 4+ ——+ ...} < —— ausmachen.
6! 7! ) 125

Ferner liegt es auf der Hand, dass ¢, und daher auch ¢, = (),— R,
asymptotisch gleich (—1)""(n—1)! ist. Also wird (—1)"p,q,  ~
(n—2)!
- nl
benutzt wurde, die Konstante (—1)"(p, q,_; —P,—1¢,) nicht von 1
verschieden sein kann.

~nund (—1)" ' p, q,~1, so dass, wie bereits mehrfach

Nun ist abzuschitzen, welchen Fehler p, man begeht, wenn in (3)

durchwegs ¢, durch @), ersetzt wird. Das Weglassen aller R, bedeutet
1

fiir n = 6 auf der linken Seite den Fehler R ¢® < - 3I > rechts
hochstens fi=sd)i
N 6 12 2 T L
2 L 02 Rn \ Y & 2D L o 5 . . 12
P S kL T onl T =1 e+ 1) (e—1)!

und zusammen

Jetzt nimmt (3) nach Multiplikation mit » und Addition von 2 die
Gestalt an

nQne?—(ng,—2) +ng, = 2+2np, > (-1)*Qp +2nQ, > (-1)*p, 4
k=1 k=n+1
L L
it =< —2 < i = 6.
mi ‘n@n} = 1) = 40 ur 7 =

Der Summand 2 ist wegen ng, —2 = (—1)"' 4, hinzugefiigt worden.
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, g (=13 , N :
Wird ¢, = > ( = ) gesetzt, so 1st {, = 1, weiterhin ¢, = 0 — dies
i=0 -

1st fitr die Abschitzungen von besonderer Bedeutung — und im ibrigen
s =t; = 4. Man findet

\1 _ i %01_ ( l)k . {% (_l)ll n_l( 1)
k= nkl k= n+lm%ﬁlom' A+M)' lzﬁl Z' 17:0 m'
— 1)
= _\,] -(—)fz_n_l
PET

und ahnlich

B\ o n L (=11 =3
s (_1) Qk = > £ (_1) ) I _ m. tn—fm—-1 .
k=1 k=11=0 s m=0

Bezeichnet 9 jeweils ohne nihere Kennzeichnung eine Zahl zwischen
0 und 1, so 1st, wenn die Reihe fiir p, vom dritten Gliede an durch

- : 1/ 1 e
eine geometrische maximiert wird, p, = — (14 + 2 ),
! n-+1 (n+1)2

ferner, weil die @, -Rethe alterniert und abnehmende Glieder hat,

[ D
Q, = (—1)"1 (n—l)!(l—— — 1), wetterhin auf Grund der voraus-
n—

gegangenen Umformungen

o Ik | ?9 Dy ) ¢ s s l ﬁ
= D= (=)t [(n=3) 1+ (n=38) (n—4) ] = (n—1)! ll Tl (n_'g)}

i 2
und wegen t, = ! nach niherer Uberlegung

1 2
< _ & oy
= 2 = b*ps (n+1)! l” (n+2) (n+3)]'

So erhiilt man als rechte Seite von (4)

2 (’1 PREL S ) 14 ’ )+ * ! \(/1 + -
oo n+1 (n+1) ( (n—1) (n—2) , n+1( n—1/ (n+2) (n+3)
Hier heben sich alle von ¢ freien Glieder weg. Nimmt man die ver-
bleibenden sdmtlich positiv und setzt zuletzt alle ¢ = 1, so ergibt sich

eine obere Schranke, die offenbar mit wachsendem »n fillt. Far n — 6
lautet sie

[2 }'+ +9"4) (1+‘2() ]+[ 1+ 114 _%] = "4110 <
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Schliesslich 1st noch abzuschitzen, was es ausmacht, wenn auf der
linken Seite von (4) @, durch A4, ersetzt wird. Es ist

__ n—k—1)!
(()n_ (_—1)7‘_1 A’:l = __\3 (_—— l)nﬁk~1 (n_k' ) )
3 2

+1 )
" bis n—1.

summiert von [

Das ist eine alternierende Reihe mit abnehmenden Gliedern, deren

2 4
erstes dem Betrage nach = fir gerade n bzw. ——— fiir unge-
9 n n?—1
rade n, also stets << — 1st (n = 3). Daraus folgt

n
}"n ((f)n_ (_1)%‘1‘4?’1)6-2“ g 26_2 oz _‘11:(17.
Setzt man schliesslich in (4) fiir ng, —2 seinen Wert (—1)"1 A4 ein,
so 1st endgiltio
5T 4 —nd, e*

b
T

1 1 1 1 s
<’1o+’5’+4\1_§” furn;ﬁ,

so dass A4, als niichste ganze Zahl zu n A4, ¢ nachgewiesen ist, doch
strebt die Differenz wegen des zuletzt erorterten Teiles nicht gegen Null.

Nach dem Bewiesenen ist 4 die nichste ganze Zahl zu ‘in\. Man
wird erwarten, dass sich iiber das infinitdre Verhalten der Abweichung
A,—n @, ¢® biindigere Aussagen machen lassen. In der Tat zeigt sich,
dass eine asymptotische Entwicklung der Form

(—1)" A4, —nQ, e ~dn? + 2807t + 3640 4 . .. (5)

mit lauter positiven Koeffizienten existiert. Nach Zahlenrechnungen
tibertrifft schon far n = 6 die linke Seite von (5) ihren auf der Hand
liecenden Nidherungswert 4/(n?—7T) um weniger als 0,01.

Der Grund fir die Ixistenz dieser Entwicklung und fir das Auf-
treten von n® als Entwicklungsgrosse liegt in der spiegelbildlichen
Struktur der rechten Seiten des I'ormelpaares

e 1
n! Prni1 — E ‘ P - el
mmom!(1+n)(24+n) ... (m+1+n)
(m 1)%—1 n—1-1 1

ey .
(n—1)! a=om! (1—n) 2—n) ... (m+1—n)

in Verbindung mit der Tatsache, dass sich die Glieder auf der rechten
Seite von (4) zu Termen n (p,, @, + @,_; p,) zZusammenfassen lassen;
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bet jeder solchen Addition spiegelbildlicher Ausdriicke fallen mn dem
zuliissigen Ansatz einer Entwicklung nach Potenzen von n™' die un-
ceraden Potenzen heraus. Dieser Umstand hat mittelbar auch die
fritheren Abschétzungen gefordert.

Literaturverzeichnis

[1] E.Tucas: Théorie des nombres, Paris 1891, Band T, Nr. 123, S. 215 und 491 bis
495 (Note II1).
[2] H. Dirrie: Triumph der Mathematik, 5. Auflage, Witrzburg 1958, S. 27 bis 33.
Vergleiche auch W.Ahrens, Mathematische Unterhaltungen und Spiele,
2. Auflage, Leipzig 1918, Band II, S. 73 bis 79.
[3] W.Schobe: Das Lucassche Ihepaarproblem, Mathematische Zeitschrift 48,
1943, S. 781 bis 784.

Résumé

L’auteur montre que la fonction numérique qui apparait dans le probléme
des couples de Lucas — probléme classique d’analyse combinatoire — est égale,
pour quatre couples au minimum, au nombre entier le plus proche de

n—1

9[ 2 ] S (n—hk—1)!

ne? N (—1)F - s
k=0 k!

Summary

The author shows that the numerical function of the couple problem by Lucas,
a classical combinatorial problem, results (with at least four couples) in the nearest
entire number to

Riassunto

L’autore mostra che la funzione numerica del problema dei coniugi di Lucas,
problema classico di analisi combinatoria, € uguale, con almeno quattro coppie di
coniugi, al numero intero pit vicino a

;']

S . (n—k—1)!

ne? 3 (—1F T
k=0 £l
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