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Risikotheoretische Grundlagen

der Erfahrungstarifierung
Von Hans Ammeter, Ziirich

Prof. Dr. Hans Wyss zum 60. Geburtstag gewidmet

Zusammenfassung

Anhand risikotheoretischer Modelle wird eine Methode der Erfahrungs-
tarifierung bei Kollektivversicherungen untersucht, die sich auf eine aus nicht
individuellen Erfahrungen abgeleitete Grundprimie stiitzt und durch eine Priimien-
riickgewithr von der Form G = o' P’ — S an die individuelle Schadenerfahrung
des einzelnen Kollektivs angepasst wird. Zunichst werden die Parameter o’ und g
in der Riickgewihrsformel so festgelegt, dass der Erwartungswert der Priimien-
riickgewidhr mit der verfiighbaren Tarifmarge tibereinstimmt. Ferner werden die
Schwankungen der Primienriickgewiithr (¢ sowie die Auswirkungen von Fehl-
tarifierungen untersucht. Dies fiihrt zu Optimalmethoden, bei denen die Priimien-
riickgewiihr (7 nicht nur in bezug auf eine gegebene Null-Hypothese tiber die vor-
handene Tarifmarge erwartungstreu ist, sondern gleichmiissig erwartungstreu fiir
bestimmte Bereiche von Gegenhypothesen.

I.

Einleitung
Problemstellung und grundlegende Annahmen

Unter Erfahrungstarifierung wird im folgenden eine Methode der
Pramienfestsetzung im Versicherungswesen verstanden, welche ganz
oder teilweise auf die individuellen Erfahrungen mit dem zu tarifieren-
den Risiko selbst abstellt. Die Herleitung eines Tarifs aus fritheren
Erfahrungen im betreffenden Versicherungszweig — z. B. die Aufstellung
eines Liebensversicherungstarifs auf Grund einer Versichertensterbe-
tafel — 1st in diesem Sinne keine Iirfahrungstarifierung. Hingegen ist
das aus der Motorfahrzeug-Haftptlichtversicherung bekannte Verfahren
mit einer je nach dem individuellen Schadenverlauf abgestuften Ruck-
vergiitung eine Erfahrungstarifierung, weil die Pramie fiir die einzelne
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Versicherung vonden fiir ste fillig gewordenen Schadensummen abhéngt.
Wesentlich fiir die Erfahrungstarifierung ist somit die Beriicksichtigcung
des eigenen, individuellen Schadenverlaufs.

Hg liegt in der Natur der Sache, dass Erfahrungstarifierungen fiir
einzelne Versicherungen nur selten beniitzt werden. Hiaufiger wird die
Methode bei Kollektivversicherungen auf reiner Risikobasis ohne Spar-
vorgang, z. B. fur Gruppen- oder Riickversicherungen, angewendet.
Nach einer der einfachsten Erfahrungstarifierungen bei Risiko-Kollek-
tivversicherungen wird die Kollektivpramie als gewogenes Mittel der
im betretfenden Kollektiv in den letzten r—1 Jahren aufgetretenen
Schadensitze bestimmt. Bezeichnet man mit S, die Schadenbelastung
im t-ten Versicherungsjahr und mit K, die i gleichen Jahr versicherte
Summe, nach der die Kollektivprimie bemessen wird, so gilt fir den
Erfahrungsprimien-Satz P die Formel

S;+S,+ ...+ 8,4
N R A (1a)
Ki+K,+ ...+ K,

r

Der Hrfahrungssatz P_stellt die Nettoprimie dar. Von einer Be-
riicksichtigung von Kosten wird hier und bei allen folgenden Betrach-
tungen einfachheitshalber abgesehen.

Die Primienberechnung nach Formel (1a) bedeutet eine Erfah-
rungstarifierung reinsten Wassers. Sie bewirkt aber, dass im Grunde
genommen vom Versicherer iberhaupt keine Risikodeckung geboten
wird, weil das versicherte Kollektiv alle seine Schiden schliesslich
selbst deckt. Wenn man auch beriicksichtigt, dass immerhin ein Aus-
gleich der Schadensiatze geboten wird und gegebenenfalls eine Vor-
finanzierung hoher Schadenbelastungen durch den Kollektivversicherer
erfolgt, so 18t es doch verstandlich, dass das Verfahren am XVI. Inter-
nationalen Kongress der Versicherungsmathematiker als «perfect non-
sense treaty» glossiert worden ist.

Das «perfect non-sense-System» im Sinne von Formel (1a) fihrt
jedoch zu einer wirklichen Risikodeckung des Kollektivversicherers,
wenn der Kollektivsatz P, nach oben und nach unten begrenzt wird;
das heisst man setzt

Si+S+...+85,.,

P,=F;, = ; — =P . (1b)
K +K,+...+K,_
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Der Kollektivversicherer itbernimmt dann das Risiko eines iiber das
vereinbarte Maximum hinausgehenden Schadensatzes; dieses Risiko
wird durch die selbst bei schadenfreiem Verlauf fillige Minimalpramie
abgegolten. Diese Art der Risikodeckung nennt man eine Uberschaden-
deckung. Fine Erfahrungstarifierung, welche sich auf einen gleitenden
Durchschnitt der individuellen Schadensitze mit nach oben und unten
begrenzter Primie stiitzt, ist somit einer Uberschadendeckung dqui-
valent.

Die Technik des Verfahrens wird durchsichtiger, wenn es formell
n folgender Weise aufgezogen wird: Man erhebt zunichst eine reich-
lich bemessene Kollektivprimie nach einem aus nicht individuellen
Erfahrungen abgeleiteten Tarif, der mit einem Sicherheitsfaktor 1+ 2
arbeitet. Von dieser erhohten Nettopramie P’ = (1 + 1) kommt eine
Primienriickgewihr

G = B P—8 (2a)

in Abzug, in der S den gewogenen Schadendurchschnitt der in Be-
tracht gezogenen Versicherungsjahre bedeutet. Ferner wird festgesetzt,
dass die Primienriickgewihr nach Formel (2a) nie negativ werden darf,
d.h. fir S = k'P’ ist G = 0. Fiir die nach Abzug der Primienriick-
gewihr verbleibende Primienbelastung des versicherten Kollektivs gilt
somit die Formel

P—G=(1—-k)P' +8S, (2b)

worin S mit hochstens k'P’ eingestellt wird.

Iis zeigt sich somit, dass bei schadenfreiem Verlauf (S = 0) eine
minimale Nettobelastung von (1—Fk") P’ fillig wird. Anderseits kann
die Nettobelastung des versicherten Kollektivs nicht grésser ausfallen
als die Basisprimie P’. Diese maximale Belastung gilt fiir den Fall,
dass S = k' P’ wird. Fiar 0 << S = k'P’ ergibt sich eine Nettobelastung
zwischen den genannten Grenzen. Damit ist aber gezeigt, dass die
Nettobelastung des versicherten Kollektivs bei Anwendung einer Tari-
fierung, die sich auf die Riickgewihrsformel (2a) stiitzt, im wesent-
lichen identisch ist mit dem Verfahren nach Formel (1b), die mit einem
gleitenden Durchschnitt der Schadensitze arbeitet. Das versicherte
Kollektiv deckt seine normalen Schiiden bis zum Selbstbehalt k'P’,
oder, anders ausgedriickt, die Tarifierung der normalen Schiden erfolgt
Nach dem individuellen Schadenverlauf des versicherten Kollektivs.
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Tiir die Uberschiiden bleiben dagegen die nicht individuellen Erfah-
rungen des Kollektivversicherers massgebend.
Die Riickgewihrsformel (2a) kann verallgemeinert werden in

G =o' P'—BS, (3a)

die sich durch Ausklammern von 8 auch in der Form

F

G:ﬁ(c;

schreiben lésst, in welcher die Klammer rechts die Rickgewihrs-

!

P —S) (3a')

o : .
formel (2a) mit " = - - enthélt. Die Nettobelastung des versicherten

Kollektivs stellt sich bei Anwendung der verallgemeinerten Formel (3a)

it P'—G = (1—«') P'+ 88, (31)
worin der Schaden S mit hochstens S = 2 p eingesetzt wird. For-
mel (3b) lisst sich auch schreiben
gy R § W [(1—Ot ) p'+S],
B

woraus sich ergibt, dass die Anwendung der verallgemeinerten Rick-
gewihrsformel (3a) zu einer kombinierten Risikodeckung fithrt, die
sich aus einer gewohnlichen Deckung mit dem Gewicht (1—p) und
einer Uberschadendeckung mit dem Gewicht 8 zusammensetzt.

Die Methode der [Lirfahrungstarifierung bietet oft beiden Ver-
sicherungsparteien Vorteile. Der Kollektivversicherer kann mit einem
verhiltnisméssig grob abgestuften Basis-Tarif arbeiten, der sich durch
die Pramienriickgewihr (Formel (2a) oder (3a)) automatisch und weit-
gehend den individuellen Risikoverhiltnissen des versicherten Kol-
lektivs, sogar mit Einschluss von subjektiven Komponenten, anpasst.
Das versicherte Kollektiv hat anderseits die Gewihr, dass die eigenen
Erfahrungen die Tarifierung massgebend beeinflussen, wodurch eine
Ubertarifierung auf Grund unzutreffender Risikoeinschiitzung weit-
gehend ausgeschlossen erscheint. Mit der Lirfahrungstarifierung ist aber
stets der Nachteil verkniipft, dass das versicherte Kollektiv einen
Selbstbehalt iibernimmt und dass es deshalb rein zuféllige Schwan-
kungen zum Teil selbst tragen muss.
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Die nachstehenden Untersuchungen stiitzen sich auf die grund-
legende Annahme, dass der in den Formeln (1) bis (3) auftretende
Schaden S eine zufillige Variable ist, die den aus der kollektiven
Risikotheorie bekannten Modell-Verteilungen folgt. Nach dem ein-
fachsten Modell ist das Verteilungsgesetz des Schadens S durch die
verallgemeinerte Poisson-Verteilung

(S) = Z ) (4

gegeben. In dieser Formel bedeutet
t die erwartete Schadenzahl und

$(S) die Verteilung der filligen Schadensumme aus einem Schaden;
s"7(S) entspricht der r-ten Faltungspotenz von s(S).

Die Formel (4) stiitzt sich auf den homogenen stochastischen Risiko-
brozess. Muss Wahrscheinlichkeitsansteckung, schwankenden Scha-
denswahrscheinlichkeiten, dem Kumulrisiko und anderen storenden
Einflissen Rechnung getragen werden, so empfiehlt es sich, an Stelle
von (4) mit der verallgemeinerten negativen Binomial-Verteilung

£S) — %’; (h+7‘—1) (L)r(jb _)hs*’(S') )
Al t+h) \t+n) " "
Zu rechnen, in der h einen Schwankungsparameter bedeutet, der um so

Nedriger angesetzt werden muss, je unstabiler das Risiko ist. Fir
h — oo geht die Verteilung (5) in die einfachere Form (4) iiber.

Mittelwert und Varianz der Verteilungen (4) und (5) sind durch
folgende Ausdriicke gegeben:

Mittelwert: P = tS, (fur beide Verteilungen)
Varianz: Verteilung (4) Verteilung (5)
-
*(S) = 1S, t82+-}; S2.
In diesen Formeln bedeuten S, und S, die beiden ersten Momente

Um Null der Schadensummenverteilung s(S). Wahlt man die mittlere
Schadensumme S, zur Rechnungseinheit, so wird der erwartete Schaden
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P (= Bedartsrisikopramie) gleich gross wie die erwartete Schadenzahl t.
Bezeichnet man ferner die entsprechende Summenvarianz mit ¢2, so

erhalt man
82 == S% (1 + 0'2) .

Es ldsst sich zeigen, dass der standardisierte Schaden
S—t

— P // l/ l—i—a
g =
a(S) \\ ,Sift

/ , o t -
% t{1+ 02+ )
! h
fiir grosse t gegen die Normalverteilung

o) = (6)
|/ 27

mit dem Mittelwert Null und der Streuung Eins strebt. Die Grenz-

verteilung (6) kann oft als Ndherung an Stelle der Verteilungen (4)

und (5) beniitzt werden.

Auf Grund dieser Modell-Verteilungen konnen die Auswirkungen
der geschilderten Erfahrungstarifierungen risikotheoretisch untersucht
werden. Zundchst gelingt es, sinnvolle Festsetzungen tiber die in den
Formeln (2) und (3) auftretenden Parameter L', o’ und f zu treffen,
oder, mit anderen Worten, das Tarifierungsproblem der Ruckgewihrs-
formeln (2) und (3) zu losen. In diesem Zusammenhang interessieren
auch die Folgen allfilliger Fehltarifierungen der Nettopriamie P’ so-
wohl vom Standpunkt des Kollektivversicherers als auch vom Stand-
punkt des versicherten Kollektivs aus, insbesondere weil die Befurch-
tung einer Fehltarifierung letzten Endes das Leitmotiv fir die Methode
der Erfahrungstarifierung ist. Weitere Untersuchungen befassen sich
mit den Schwankungen der Priamienrtckgewihr ¢ und den Massnah-
men, diese in annehmbaren Grenzen zu halten. Die hergeleiteten Er-
gebnisse gestatten es schliesslich, optimale Erfahrungstarifierungen zu
umschreiben und numerisch festzulegen, die je nach den konkreten
Risikoverhiltnissen und nach bestimmten Gesichtspunkten gestaltet
werden kénnen.
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II.
Das Tarifierungsproblem der Riickgewidhrsformel

Bei der praktischen Anwendung der Erfahrungstarifierung im
Sinne der Formeln (2) oder (8) sind die auftretenden Parameter k', o’
und B unter Beriicksichtigung der risikotheoretischen Eigenschaften
des zu versichernden Kollektivs passend festzusetzen, oder, mit ande-
ren Worten, man stosst auf das Tarifierungsproblem der Riickgewihrs-
formel. Dieses Problem wurde u.a. in fritheren Arbeiten des Verfas-
sers [1][2][3]?) und auch im bekannten Lehrbuch von Prof. Saxer [5]
angeschnitten. Letzterer teilt die hier denkbaren Tarifierungsmethoden
tretfend in zwel Kategorien ein, ndmlich in

a) die natirliche Methode,

b) die ¢vorsichtigen» Methoden.

Nach der natiirlichen Methode werden die genannten Parameter so be-
stimmt, dass die Pramienrtickgewihr (¢ im Erwartungswert dquivalent
1st der in der erhéhten Nettoprimie P’ enthaltenen Tarifmarge 4 P. Bei
den «vorsichtigen» Methoden wird iiberdies eine angemessene Sicher-
heitsspanne zugunsten des Kollektivversicherers eingerechnet. In der
Arbeit [1] werden geeignete Methoden fiir die Bemessung dieser Sicher-
heitsspanne entwickelt. In der vorliegenden Arbeit wird der Einfach-
heit halber von der Einrechnung solcher Margen abgesehen, d.h. es
wird nur die natiirliche Tarifierungsmethode beriicksichtigt.

Die nachstehenden Ableitungen stiitzen sich auf die verallgemei-
nerte Riickgewihrsformel (3a). Die Ergebnisse lassen sich ohne wei-
teres auf den in der Formel (3a) enthaltenen Spezialfall der Formel (2a)
ibertragen, indem man f = 1 setzt.

Die Riickgewiihr (¢ als Funktion des Schadens S sei mit G(S) be-
zeichnet. Der Trwartungswert F(G) der Primienrickgewidhr (3a) ist
dann durch die Beziehung

al
* pr
B

() = [GES)1(S)ds (72)

0

1) Zahlen in [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis.
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gegeben. Nach der natiirlichen Methode muss der Erwartungswert (7a)
gleich gross sein wie die vorhandene Tarifmarge AP, d.h. die Para-
meter o’ und B sind aus dem Ansatz

R(G) = AP (Th)

zu bestimmen. Werden die Parameter «" und £ in dieser Weise ermit-
telt, so sagt man, die Primienriickgewihr GG sei in bezug auf die an-
genommene Tarifmarge AP erwartungstreu.

Im allgemeinen ist es nicht mdéglich, die Parameter o’ und f in
expliziter Form darzustellen. Diese Parameter lassen sich jedoch stets
ndherungsweise berechnen, indem man aus emner Reihe von versuchs-
weise angenommenen Werten die entsprechenden Erwartungswerte
(7a) ausrechnet und nachher durch inverse Interpolation oder gra-
phisch diejenigen Parameter ermittelt, welche der Bedingung (7b) ge-
niigen. Fur kleinere Kollektivversicherungsbestinde kann der FEr-
wartungswert (Ta) exakt nach Massgabe der Verteilungen (4) oder (5)
bestimmt werden. Bei grosseren Bestéinden wiirde die Berechnung
zu zeitraubend. In diesen Féllen bedient man sich mit Vorteil der
Néherungsmethode von Esscher [4], die u.a. in der Arbeit [1] auf die
Berechnung von Erwartungswerten von der Form (7a) verallgemeinert
worden ist.

Fine Parameterdarstellung in expliziter Form ist moglich, wenn
man von der Normalverteilung (6) ausgeht. Fir den Schaden S setzt
man dann zweckmassig

S =18, +28; [/ t(1+0? ,
worin ¢2 bel Annahme der negativen Binomial-Verteilung (5) passend

zu interpretieren wire. Man kann ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit S; = 1 setzen und die Abkiirzungen

i {
=it
— &
a = f(—1) mit
V g
o = o (14 1)

einfithren.
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An Stelle von (S) tritt dann die Grosse

6() = %— (a—2). ®

Die Formel (8) fithrt fiir
0<S< o p
p
oder, standardisiert, far
—Ji<z<a

zu positiven Schadensummen und Pramienriickgewihren. Es empfiehlt
sich, den Bereich

zg—l/?

dem schadenfreien Verlauf mit einer Pramienriickgewithr o' P’ = ot
zuzuordnen. Fir 2 = a 1st G = 0.

Fir den Erwartungswert E(G) ergibt sich nunmehr
~Vi a
pt
E(G) = at | ¢(2)dz+ ﬁ (a—2) p(&) dz.
-V

— 00

Unter Benutzung der Abkiirzungen

D(z) = f o(2) dz

mnd w(@) = & 0() +¢(5)

érhélt man nach einigen einfachen Umformungen

t -
BE) = 1 {plo)— (= VD) 99)

= {p(a) —p(—) ?)} ’ (9b)
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aus denen sich die gesuchten Parameter « = o' (1 4+ Z) und § aus der
Bedingung (7b) wie folgt ergeben:

_ fa+ynd (10a)
y(a)—y(—}1)
AVE
o . 10b
’ p(@) —y(—)1) o

Bemerkenswert ist, dass die Parameter & und f nicht von der erwarteten
Schadenzahl ¢, sondern von der fiktiven Schadenzahl ¢ abhingen,
welche die Summenstreuung mitberticksichtigct und nur ber homo-
genen Schadensummen (62 = 0) mit der erwarteten Zahl ¢ uberein-
stimmt, mit zunehmender Summenstreuung aber immer mehr hinter ¢
zuriickbleibt. Diese Figenschaft bedeutet, dass tir die Tarifierung der
Riickgewihrsformel (3a) unter den getroffenen Annahmen wie mit
homogenen Schadensummen gerechnet werden kann. Die Sumimen-
streuung lasst sich indirekt durch die fiktive Schadenzahl ¢ beriick-
sichtigen.

Die in den Formeln (9) und (10) auftretende Funktion y(z) strebt
fiir grosse x gegen den Argumentwert x selbst. Wie aus der nachstehenden
Tabelle 1 hervorgeht, darf schon fiir etwa @ >2 die Niherung y(z) =
beniitzt werden. Fur negative = strebt anderseits y(z) gegen Null.

Einige Werte der Funktion () gl 1
x (z)
—3 0,000 382
— 2 0,008 49
—1 0,083 32
0 0,398 94
+1 1,083 32
+ 2 2,008 49
+3 3,000 382
+ 4 4,000 006
+ 6 6,000 000
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Far arosse Werte der fiktiven Schadenzahl ¢ und des Hilfswertes a
lassen sich demnach die Formeln (10) vereinfachen in

o BEFER (11a)
a
gt (11h)
a

Bei der Berechnung der Parameterwerte « und f kann man von einem
beliebigen Hilfswert a ausgehen. Daraus folgt, dass unendlich viele
Wertepaare o' und f existieren, welche eine erwartungstreue Riick-
gewdhr (G in bezug auf die Tarifmarge AP ergeben. In der nachstehen-
den Tabelle 2 sind einige solche Wertepaare zusammengestellt, wobei
von { = 10 und 42 = 0,25 ausgegangen wird.

Tabelle 2
Beispiele fiir Parameterwerte
mit erwartungstreuer Pramienriickgewihr
in bezug auf die Tarifmarge AP

a o’ 15
— 8,16 (= —)/7) 255,428 —
—8 192,045 4677,929
—2 28,074 95,479
—1 5,203 9,512
0 1,586 1,983
1 0,769 0,730
2 0,514 0,394
3 0,411 0,263
4 0,358 0,198
6 0,305 0,182
10 0,263 0,079
100 0,206 0,008
0o 0,200 0
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Besonderes Interesse verdienen die nachstehenden Spezialfille:

a) a = — ]/f
Dieser Spezialfall wiirde auf = oo fithren, was — wie eine nihere
Prifung zeigt — eine besondere Ruckgewdhrsformel ergibt, bei der
nur bei schadenfreiem Verlauf eine Ruckgewihr fillic wird. Im
Beispiel wiirde wegen der sehr kleinen Wahrscheinlichkeit fiir
einen schadenfreien Verlauf die 255fache Priamie rickvergiitet.

b) a =0
In diesem Fall wird o = f. Fir @ << 0 1st stets o < B, wihrend
fir @ > 0 stets a > f ausfillt.

¢) a— At

Dieser Fall ergibt fiir hinreichend grosses a die Parameterwerte

o= s
d) B =
A
In diesem Grenzfall ist § = 0 und o' = 112’ was einer Auf-

gabe des Grundprinzips der Erfahrungstarifierung gleichkommt,
da der mdividuelle Schaden keine Rolle mehr spielt.

Die dargelegten Formeln, welche sich auf die Normalverteilung (6)
stutzen, erlauben eine exakte Parameterbestimmung und erleichtern
die theoretischen Untersuchungen wesentlich. Es stellt sich jedoch die
Frage, um wieviel sich die numerischen Resultate éndern, wenn an
Stelle der Normalverteilung die den wirklichen Verhiltnissen besser
angepassten Verteilungen (4) oder (5) den Berechnungen zugrunde
gelegt werden. Um dies abzukldren, werden die gleichen Beispiele wie
in Tabelle 2 (in Kolonne A der Tabelle 8 ibernommen) auch noch unter
der Annahme einer Poisson- Verteilung (4) (Kol. B) und einer negativen
Binomial-Verteilung (5) (Kol.C) unter der Voraussetzung homogener
Schadensummen ausgewertet. Im letzteren Falle wird fiir den Schwan-
kungsparameter & = 16 angenommen, was einer Grundstreuung der
Schadenswahrscheinlichkeiten von 259, entspricht. Die negative Bi-
nomial-Verteilung (5) wird ihrerseits durch eine Normalverteilung
approximiert, welche in Mittelwert und Streuung mit der negativen
Binomial-Verteilung ibereinstimmt (Kol. 4"). Um den Vergleich zu
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erleichtern, wird der Parameter « fiir alle vier Verteilungen stets ein-
heitlich beibehalten, womit die durch die verschiedenen Verteilungen
bedingten Unterschiede nur im Parameter § zum Ausdruck kommen.

Tabelle 3

Ruckgewdhrsparameter «" und g fir verschiedene Annahmen
iiber die Verteilung des Schadens S

o
p
berechnet unter Annahme der Verteilung
A BC A4 A B C A’
28,074 95,479 75,131 107,443 1901,462

5,203 9,512 9,085 10,940 19,832
1,586 1,983 1,979 2,181 2,415
0,769 0,730 0,734 0,767 0,778
0,514 0,394 0,394 0,400 0,400
0,411 0,263 0,263 0,265 0,265
0,358 0,198 0,198 0,198 0,198
0,305 0,132 0,132 0,132 0,132
0,263 0,079 0,079 0,079 0,079
0,206 0,008 0,008 0,008 0,008
0,200 0 0 0 0

Ein Vergleich der in der Tabelle 3 ausgewiesenen Werte fir f nach
den verschiedenen in Betracht gezogenen Verteilungen gibt zu folgenden
Bemerkungen Anlass:

Fiir nicht allzu grosse Werte des Faktors « stimmen die zuge-
horigen f-Werte nach allen vier in Betracht gezogenen Verteilungen
hNahezu iiberein. Namhafte Unterschiede ergeben sich erst fiir hohe
Werte des Faktors o', bei denen das Gewicht des fillig gewordenen
Schadens verhéltnismissig gross ist. Wie in Kapitel 11 gezeigt wird,
fiihren jedoch hohe Faktorenwerte von «’ und # zu unstabilen Priimien-
Tickgewihren, bei denen ausserdem die Normalverteilung oft versagt,
50 dass thnen keine grosse praktische Bedeutung zukomimt. Man kann
daher zusammenfassend feststellen, dass eine Approximation mit Hilfe
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der Normalverteilung in iberraschend vielen Féllen — insbesondere im
Bereich der praktisch in Betracht kommenden Zone — zu numerisch
durchaus brauchbaren Ergebnissen fithrt. Dies gilt auch fur die Appro-
ximation der negativen Binomial-Verteilung durch die Normalvertei-
lung (4").

I1I.

Schwankungen der Primienriickgewihr

Die Erfahrungstarifierung weist den Nachteil auf, dass die Pra-
mienriickgewihr (¢ und damit auch die Nettobelastung des versicher-
ten Kollektivs, je nach dem individuellen Schadenverlauf, Schwan-
kungen unterworfen ist. Iis 1st daher notwendig, das Ausmass dieser
Schwankungen niher zu untersuchen, wozu man zweckmassig die
Streuung ¢%@) der als zufillige Variable aufgefassten Pramienriick-
gewahr (7 einfithrt. Dieses Schwankungsmass berechnet sich aus den
Erwartungswerten der einfachen und der quadrierten Primienriick-
gewihr (7 nach der Formel

o (G) = | {3} —E*{G} . (12)

Geht man von der Normalverteilung (6) aus, so erhilt man zunichst

=17 1
HE(G?) = o21? f(p(z) dz + ﬁ;tQ J(a—z)2 @(2) dz
- -7
_ AP [y@ +y(—)i) —2ay(—)i) —2@(—)7)] -
[y(@)—y(—) )T

worin zur Abkiwrzung die Hilfsfunktion

p(z) = zy(x) +P(2)

eingefithrt wurde. Schliesslich erhélt man fur die Varianz o2(G) die
Formel

A — {@( W+ *ijjuaw [ 8)—20(— Vfi_l}. )

, It
[ (@) V)]
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Vernachlissigt man die gewohnlich nicht ins Gewicht fallenden Glieder,
welche von —Vf abhiingen, so erhélt man die einfachere Nidherungs-

formel o
t

o*(0) = () [pl)—vA(@], (13
p(a) [ ]
die fiir grosses a weiter vereinfacht werden kann in
Aty®
(@) = ( ) (13")
\a

In der nachstehenden Tabelle 4 sind die Streuungen der Priamien-
rickgewihr G fir die in der Tabelle 2 zusammengestellten Parameter-
paare o’ und f angegeben.

Tabelle 4

Streuung o((+) der Primienriickgewdhr ¢ als Funktion
der Parameterwerte o’ und g

o (G|
n 9
a o B der Stlfuung
der Bedarfs- l/t'
priamie ¢ des Gesamt-
schadens S
— 3,16 255,428 — 893 2824
— 3 192,045 4677,929 739 2337
— 2 28,074 895,479 216 683
—1 5,203 9,512 78 247
0 1,586 1,983 37 117
1 0,769 0,730 20 63
2 0,514 0,394 12 38
3 0,411 0,263 8 26
4 0,358 0,198 6 20
6 0,305 0,132 4 13
10 0,263 0,079 2,5 8
100 0,206 0,008 0,2 0,6
co 0,200 0,000 0,0 0
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Der Tabelle 4 lasst sich entnehmen, dass die Streuung o(G) der
Priamienriickgewiihr mit wachsenden Parameterwerten o’ und f stark
ansteigt und schliesslich so gross wird, dass das versicherungstech-
nische Ausgleichsprinzip praktisch aufgehoben wird. Fir Parameter-
werte, welche einem negativen Wert von a zugeordnet sind, ist die
Streuung der Pramienriickgewdhr — wie die letzte Kolonne zeigt —
sogar grosser als die Streuung des Gesamtschadens S, welche die
Schwankungen charakterisiert, wenn fur das versicherte Kollektiv das
Bedarfsdeckungsverfahren (Umlageverfahren) angewendet wiirde.

Es stellt sich die Frage, ob eine obere Grenze fiir die Parameter-
werte &’ und f angegeben werden kann, welche gerade noch zu ertrig-
lichen Schwankungen der Primienriickgewihr G fithrt. Zu einer solchen
Grenze gelangt man beispielsweise auf Grund folgender Uberlegung:

Die Verteilung der zufilligen Variablen G ist unter den getroffenen
Annahmen eine gestutzte Normalverteilung (siehe Figur 1). Die

Ziuligsiger Schwankungsbereich der zufilligen Variablen

N\

]
==
Fl-|‘

|

T2 >
o

[S]

Iigur 1
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Stutzung nach unten erfolgt bei der Abszisse z = — th, nach oben 1st
die Verteilung bei z = a gestutzt.

In der Iigur 1 ist ein Bereich des standardisierten Schadens z
schraffiert, welcher dem «normalen» Schwankungsbereich entspricht
und durch die Bedingung

Wahrscheinlichkeit far {2/ < 2} = p

abgegrenzt ist. Dem «Normalbereich» sei beispielsweise eine Wahr-
scheinlichkeit p = 909, zugeordnet, was — wie aus der Tabelle des
Wahrscheinlichkeitsintegrals @(z) leicht zu entnehmen ist — fiir
z = 1,645 ergiibe. Mit Hilfe von # kann man ohne weiteres die ent-
sprechende Normalschwankungsbreite von (¢ zu

pt

/'t

<

festlegen und diese beispielsweise der Bedingung unterwerfen, dass sie
nicht mehr als kt betragen soll. Wiirde man z. B. fordern, dass die
Priamienrickgewihr G um hochstens + 259, des erwarteten Gesamt-
schadens schwanken diirfe, so wire &k = 0,25 zu setzen. Man gelangt
S0 zur Bedingung

oder
Bray = GffT mit &=, (14)

Fiiy p =090 und k = 0,25 ergibt sich ¢ ~ 0,15, d.h., die gesuchte
oObere Grenze fiir § wire durch

Broax = 0,15 )/ (14")
gegeben.

Die dargelegte Uberlegung, welche zu Formel (14) tithrt, lisst den
Fall ausser acht, bei dem die Stutzabszissen — /7 und a innerhalb des
Bereiches + 2 liegen. In solchen Fillen wiire jedoch der Schwankungs-
bereich von (¢ durch die Stutzung zusitzlich eingeschriinkt, so dass die
Bedingung (14) ohnehin erfillt wire. In erster Niherung gelangt man
somit durch die Formel (14) stets zu einem verniinftigen Hochstwert
fiir B, der zu einer Primienriickgewihr @ fithrt, deren Schwankungen

14
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mit dem Versicherungsprinzip gerade noch vertriglich sind. Auf Grund
der speziellen Annahme (14') ergiben sich beispielsweise folgende
Héchstwerte fiar §:

Tabelle 5
Hochstwerte fiir 8, die zu einer mit dem

Versicherungsprinzip vertriglichen Schwankung
der Primienriickgewihr ¢ fithren

f ﬁmax

1 0,15

5 0,34
10 0,47
20 0,67
50 1,06
100 1,50

Bemerkenswert ist, dass f,,. von der fiktiven Schadenzahl 7 ab-
hingt, welche sowohl den Umfang des Versicherungsbestandes, das
Schadenniveau wie auch die Summenstreuung beriicksichtigt. Ab-
gesehen von sehr grossen Versicherungsbestidnden, welche fir die Er-
fahrungstarifierung ohnehin kaum mehr in Betracht fallen, liegen die
brauchbaren Werte von f,,, unter Eins.

IV.

Auswirkungen von Fehltarifierungen

Die Anwendung einer Erfahrungstarifierung wird gewohnlich von
der Betiirchtung inspiriert, dass die angewendeten Tarifierungsgrund-
sitze fur die erhohte Nettopramie P’, welche sich auf objektive Risiko-
merkmale stittzt, zu grob sind, um all den mannigfaltigen, in Wirklich-
keit auftretenden Verhéltnissen Rechnung tragen zu konnen. s ist stets
mit der Moglichkeit zu rechnen, dass die einzelnen Kollektive unrichtig
tarifiert sind, insbesondere im Hinblick auf das subjektive Risiko,
welches sich seiner Natur nach einer objektiven Messung entzieht.
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Die Untersuchungen in den Kapiteln II und III gehen von der
Annahme aus, dass die Verteilung des Gesamtschadens S bei einem
bestimmten Kollektiv bekannt ist, was implizite auch die Kenntnis
der Tarifmarge AP enthilt. Wie wirkt sich aber die Methode der Er-
fahrungstarifierung aus, wenn die Schadenverhiltnisse bei den ein-
zelnen Kollektiven, auch bei gleichliegenden objektiven Risikomerk-
malen, untereinander verschieden sind, so dass bei Anwendung einheit-
licher Tarifierungsgrundsiitze Fehltarifierungen vorkommen? Diese
Fragestellung bedarf sowohl vom Standpunkt des Kollektivversiche-
rers als auch vom Standpunkt des versicherten Kollektivs aus einer
hdheren Priifung.

A. Standpunkt des Kollektivversicherers

Es empfiehlt sich, von folgender Modellbetrachtung auszugehen:

Die angewendeten Tarifierungsgrundsitze, welche auf die erwartete
Schadenzahl ¢ bei einem einzelnen Kollektiv fithren, sind fur das Ge-
samtportefeuille des Kollektivversicherers richtig, d.h., das Total aller
erwarteten Schadenzahlen ¢ ergibt den richtigen Krwartungswert

T = Dt

fiir das Gesamtportefeuille. Die Erwartungswerte {; in den einzelnen
Kollektiven sind jedoch im allgemeinen nicht richtig tarifiert; in einem
bestimmten Kollektiv betrage beispielsweise die erwartete Schaden-
zahl in Wirklichkeit {q und weiche vom Erwartungswert ¢ ab, der sich
auf Grund der allgemeinen Tarifierungsgrundsétze ergibt. Nimmt man
an, der IFaktor ¢ sel eine zuféllige Variable, welche der I™-Verteilung

Bt e g dg

dH(q) = - )

(15)

folgt, so geht die fiir das einzelne Kollektiv geltende Poisson-Verteilung

gy

r!

f(r) =

~ wie in fritheren Arbeiten des Verfassers, z.B. in [1], gezeigt wurde —
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vom Standpunkt des Kollektivversicherers aus, der den Faktor g beim
einzelnen Kollektiv nicht kennt, in die negative Binomial-Verteilung

htr— t ", h
=70 ) ()

\ / /

iiber.

Der Kollektivversicherer, der mit Fehltarifierungen wegen inhomo-
gener Schadenverhdltnisse bei den einzelnen Kollektiven rechnen muss,
ersetzt daher zweckmissic bei der Parameterbestimmung fir die
Primienriickgewdhr (3a) die Poisson-Verteilung (4) durch die negative
Binomial-Verteilung (5). Aus der Tabelle 3 auf Seite 195 geht die Aus-
wirkung dieser Massnahme auf den Parameter § (bei festem «’) hervor.
Wie der Vergleich der Kolonnen B (Poisson-Verteilung) und €' (nega-
tive Binomial-Verteilung) zeigt, fillt der Parameter § auf Grund der
negativen Binomial-Verteilung grosser aus als nach der Poisson-Ver-
teillung. Nun bedeutet aber grisseres 8 eine kleinere Ruckgewdhr 6.

Daraus lasst sich schliessen, dass die Nichtberiicksichtigung des
von Kollektiv zu Kollektiv verschiedenen Schadenniveaus dem Kol-
lektivversicherer Verluste bringt, selbst wenn das Schadenniveau i
Gesamtportefeuille als richtig tarifiert angenommen wird. Dieser
scheinbare Widerspruch klirt sich leicht auf, wenn man bedenkt, dass
die Primienriickgewihr wohl bei den wbertarifierten Kollektiven die
Fehltarifierung weitgehend richtigzustellen vermag, nicht aber be1 den
untertarifierten Kollektiven, die dem Kollektivversicherer stets Ver-
luste bringen. Daraus ldsst sich schliessen, dass der Kollektivver-
sicherer gut daran tut, stets mit einer gewissen Inhomogenitiat der
Schadensiitze von Kollektiv zu Kollektiv zu rechnen.

Obschon das geschilderte Modell seinerseits nur eine grobe Verein-
fachung der Wirklichkeit bedeuten mag, so erlaubt es doch, i ein-
fachster Weise durch eine sinnvolle Wahl des Schwankungsparameters
h sich den wirklichen Verhiltnissen zu nihern und Verluste des Kol-
lektivversicherers zu vermeiden.

B. Standpunkt des versicherten Kollektivs

Vom Standpunkt des versicherten Kollektivs aus gesehen, geht
die Verteilung der Schadenzahl r nicht in eine negative Binomial-
Verteilung tber, sondern bleibt, soweit ein homogener stochastischer
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Risikoprozess ohne Wahrscheinlichkeitsansteckung usw. vorliegt, beim
Poissonschen Typus, da nur die eigenen Schadenverhéltnisse, nicht
aber jene im Gesamtportefeuille des Kollektivversicherers von Bedeu-
tung sind. Es stellt sich daher fiir das versicherte Kollektiv die Frage,
wie sich eine Fehltarifierung der Parameter o und f auf den Erwar-
tungswert der Priamienriickgewdhr G auswirkt. Zur Illustration wird
zuniichst folgendes Beispiel betrachtet:

Die Parameter o’ und f§ werden auf Grund einer bestimmten Hypo-
these iiber die erwartete Schadenzahl t — sie sei als Null-Hypothese
bezeichnet — bestimmt. Die erwartete Schadenzahl nach der Null-
Hypothese sei mit ¢, bezeichnet. Das nachfolgende Beispiel stiitzt sich
fir die Null-Hypothese auf die gleichen Annahmen, wie sie fir die
Tabelle 2 auf Seite 193 gemacht wurden, d.h., es ist t, = 10 und
ty = (1+2g), tg = 12,5.

Die Verteillung der Schadenzahl r folgt jedoch in Wirklichkeit
nicht der Null-Hypothese, sondern einer bestimmten Gegenhypothese,
welche auf den Erwartungswert t; fithrt. Die vorhandene Tarifmarge
betrigt dann in Wirklichkeit M, = ty—t, und nicht Ayt,. In der nach-
stehenden Tabelle 6 wird der Erwartungswert der Pramienriickgewihr
G ausgewiesen, und zwar unter der Annahme, dass die Parameterwerte
auf Grund der genannten Null-Hypothese (t, = 10) bestimmt wurden,
dass aber die Gegenhypothesen ¢, =9 oder ¢, = 11 zutreffen. Die Be-
rechnung erfolgt auf Grund der Normalverteilung (6), welche mit der
Poisson-Verteilung (4) in Mittelwert und Streuung iibereinstimmt.

Aus der Tabelle 6 geht hervor, dass im grossen und ganzen der
Erwartungswert der Pramienriickgewiihr (¢ sich um so mehr der wirk-
lich vorhandenen Tarifmarge M, nach der Gegenhypothese (siche
letzte Zeile) niihert, je grosser der Parameter f angenommen wird.
Dieses Frgebnis ist durchaus plausibel, weil die Anniherung an die
Gegenhypothese um so besser sein muss, je grosser das Gewicht 8 des
beobachteten Schadens ist. Fiir ein bestimmtes f stimmt der Erwar-
tungswert der Primienriickgewihr G sogar genau sowohl nach der
Null-Hypothese wie nach der Gegenhypothese mit der vorhandenen
Tarifmarge M, iuberein. Diese Koinzidenzpunkte ergeben sich

bei t;, = 9 fiur f~ 2
t, = 11 fir p~ 80.
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Tabelle 6
Parameterwerte Erwartungswerte der Pramienriickgewihr
auf Grund der

i B Hyizz;ese Gegenhypothese
ty = 10 =9 t, = 11
255,428 = 2,500 3,879 1,599
192,045 4677,929 2,500 4,280 1,458
28,074 95,479 2,500 4,244 1,474
5,203 49,612 2,500 3,923 1,575
1,586 1,983 2,500 3,488 1,749
0,769 0,730 2,500 3,123 1,957
0,514 0,394 2,500 2,882 2,121
0,411 0,263 2,500 2,770 2,246
0,358 0,198 2,500 2,693 2,297
0,305 0,132 2,500 2,625 2,361
0,263 0,079 2,500 2,676 2,418
0,206 0,008 2,500 2,503 2,487
0,200 0,000 2,500 2,500 2,500
Tarifmarge 2,500 3,500 1,500

Fir p-Werte, welche tiber dem Koinzidenzpunkt liegen, entfernen sich
die Erwartungswerte der Priamienriickgewihr G und die Tarifmarge M
uberraschenderweise wieder mehr und mehr; ebenso ergibt der Grenz-
fall B — co keine Ubereinstimmung zwischen Marge und Erwartungs-
wert (siehe erste Zeile).

Die Tabelle 6 beleuchtet die Auswirkungen von Fehltarifierungen
der Rickgewihrsformel nur fir zwei bestimmte Gegenhypothesen.
Hs empfiehlt sich, die Betrachtung auf beliebige Gegenhypothesen aus-
zudehnen. Einen anschaulichen Uberblick iiber die allgemeinen Zu-
sammenhinge vermittelt die Figur 2, in welcher in der Ordinate die
Erwartungswerte I/ {G (%, Bo; tl)} der Primienriickgewihr G (ag, Boit1):
deren Parameter o, und f, auf Grund der Null-Hypothese ¢, bestimmt
sind, als Funktion der in der Abszisse aufgetragenen Gegenhypothese #;
dargestellt sind. Die fiir bestimmte Parameterpaare o' und f gestrichelt
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eingezeichneten Erwartungswertkurven beginnen fir ¢, = 0 stets mit
dem Anfangswert E{G («, fo;t; = 0)} = ayty, sinken in der Folge mit
wachsendem ¢, und néhern sich schliesslich asymptotisch der ¢,-Achse.
Finzig die unterste Erwartungswertkurve, die sich auf das Parameter-

paar o’ = 0,2 und B = 0 stiitzt, verlduft horizontal, weil in diesem
Grenzfall der beobachtete Schaden keine Rolle spielt, so dass gar keine

Erwartungswerte der Pramienriickgewiihr G als Funktionen
der erwarteten Schadenzahl t,

Nullhypothese:
E{G(tl)} Erwartete
Schadenzahl: t, =10
\ o = 192.045 Erhéhte ,
“-‘ f = 4677.929 :i Nettoprimie: ¢, = (1+2)t, = 12,5
LY Tarifmarge: M, = t,—f
Y o' = 1.586

B = 1.983 Gegenhypothesen:

Erwartete

Schadenzahl: ¢,
Tarifmarge: M, = t,—1,

|
1

[

I
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!
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1

1

1
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Erfahrungstarifierung vorliegt. Alle Erwartungswertkurven schneiden
sich im tbrigen 1m Bischelpunkt B mit den Koordinaten ¢, = 10,
E{G} = 2,5, weil die Parameterpaare «,, f, stets auf Grund der Null-
Hypothese t, = 10 mit der Tarifmarge M, = A,t, = 2,5 bestimmt
sind.

Die dick ausgezogene Gerade M, = t,—t, stellt die auf Grund
der Gegenhypothese ¢, jeweils vorhandene Tarifmarge dar. Diese
Margengerade enthillt naturgemiss ebenfalls den Biischelpunkt B.

Schnittpunkte zwischen den FErwartungswertkurven und der
Margengeraden bedeuten, dass der Frwartungswert der Pramienriick-
gewihr G mit der vorhandenen Marge genau ibereinstimmt. Die
Priamienriickgewihr ist dann fiir die entsprechende Gegenhypothese
erwartungstreu. Die Figur 2 zeigt, dass fur Parameterpaare mit o’ << 1
stets nur ein einziger Schnittpunkt auftritt, niamlich der Bischel-
punkt B, welcher der Null-Hypothese entspricht. Daraus folgt, dass
Parameterpaare mit «' << 1 nur in bezug auf die Null-Hypothese
erwartungstreue Primienriickgewihren erzeugen konnen. Fur o =1
ergibt sich jedoch neben dem Biischelpunkt B ein zweiter Schnitt-
punkt mit der Margengeraden M, , und zwar liegt der Schnittpunkt —
wenn man wachsende Werte des Parameters o betrachtet — zunichst
im Bereich ¢, < t, und spéter im Bereich ¢, > f,. Parameterpaare mit
o' = 1 sind daher im allgemeinen erwartungstreu in bezug auf zwel
Hypothesen tiber die erwartete Schadenzahl #,. Diese theoretisch be-
deutungsvolle Eigenschaft wird leider durch die im Kapitel III ge-
schilderten tbermissicen Schwankungen bei Parameterwerten mit
o' > 1 etwas entwertet.

Aus der Figur 2 gehen zwei wichtige Spezialfille hervor, die im
folgenden niher erortert seien:

1. Im Kapitel II wurde gezeigt, dass fiir hinreichend grosse Werte
von a = Al/i die besondere Parameterkonstellation o’ — f = 1
resultiert; fiir ¢« = 2 1st diese besondere Konstellation praktisch
hinreichend genau erreicht.

Nach Tigur 2 féllt fur o’ = g = 1 die Erwartungswertkurve
im ganzen Bereich t; < t; nahezu mit der Margengeraden M,
zusammen. Die spezielle Rickgewihrstormel

= P =5 (16)
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1st somit fur sdmtliche 1m einseitig offenen Intervall ¢, < ¢,
enthaltenen Gegenhypothesen In erster Néherung gleichmiissig
erwartungstreu.

2. Fiir eine bestimmte Parameterkonstellation (a,,,) fallen beide
Schnittpunkte der Erwartungswertkurve mit der Margengeraden
M, zusammen, d.h., die Margengerade tangiert die betreffende
Erwartungswertkurve im Buschelpunkt B. In diesem Spezialfall
ist der Erwartungswert der Pramienrtickgewiihr nie kleiner als die
Tarifmarge M, , so dass bei beliebiger Gegenhypothese ¢, — mit
Ausnahme der Null-Hypothese — stets eine Verlusterwartung fiir
den Kollektivversicherer besteht.

Der geschilderte Spezialfall kann numerisch festgelegt werden

aus der Bedingung

dE{G (ay, Byt

— { (% ﬁL}ZL — (17)

dt,

Gestittzt auf die Formel (9a) und unter Beniitzung des Para-
meterwertes g, nach der Null-Hypothese gemiss Formel (10Db)
sowie unter Vernachlissigung des Gliedes y(— /) ergibt sich der
Hilfswert a, durch mverse Interpolation aus der Beziehung

Jo (17)

die in Verbindung mit den Formeln (10) schliesslich auf die ge-
suchten Parameterwerte o, und g, fithrt. Im vorliegenden Beispiel
(to = 10, t, = 12,5) ergibt sich: ay = —0,462; o) = 2,574;
fo = 3,769.

Iis ist nitzlich, die durch Formel (17°) gegebene Tangenten-
Konstellation noch niher zu untersuchen fiir variierendes 1, und ¢,.
Zunichst sei der Fall mit festem t¢,, aber verinderlichem Ay be-
trachtet.

In der Figur 3 sind fiir t, = 10 und fir verschiedene Werte von 4,
die Margengeraden M ;, und die zugehorigen Erwartungswertkurven
E{G (o, Boity)} eingezeichnet, welche im jeweiligen Biischelpunks
B(t,, A,t,) die Margengerade tangieren. Vorerst ist festzustellen, dass
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Tangenten-Konstellation der Primienrickgewihr G
je nach dem Niveau des Sicherheitszuschlages 4,

‘ Erwartete Schadenzahl £, = 10
\ : (Nullhypothese)
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eine Tangenten-Konstellation nur moglich ist, wenn 4, einen bestimmten
Minimalwert erreicht ; dieser ergibt sich, wenn fiir a, der kleinstmégliche
Wert, das ist a, = —J/{,, eingesetzt wird. Fiir diesen Minimalwert
des Sicherheitszuschlags 4, gilt dann die Formel

/L,
Ammin %otV : (18)

Vf_gﬂ

Yo

worin zur Abkiirzung der Hilfswert

—Vi.

0, — A l, )

D(— %)

eingefithrt wird. Man erhiilt so beispielsweise folgende Minimalwerte
fiur A,:

i, = 10 A = 18,99

min

f, = 100 I = 839.

min

Mit wachsendem 7, ergibt sich somit ein immer niedrigerer Wert
fir 2 . .

Der Figur 3 lisst sich weiter entnehmen, dass fiir kleine Werte des
Sicherheitszuschlags 4, die Erwartungswertkurven FE{G (ay, By;ty)}
vom jeweiligen Berithrungspunkt mit der zugehorigen Margengeraden
M ,, steil ansteigen. Je grosser jedoch der Sicherheitszuschlag 4, an-
genommen wird, desto flacher verlaufen die zugehérigen Erwartungs-
wertkurven. In der Figur 3 ergibt sich schon fir 1, = 509, ein sehr
enger Anschluss an die zugehérige Margengerade. Fur 4, = 1009,
fillt die Margengerade innerhalb der Zeichnungsgenauigkeit mit der
Erwartungswertkurve zusammen. Diese Figenschaft lisst sich auch
erkennen, wenn man die aus Formel (17) far verschiedene Werte von
4o sich ergebenden Parameterwerte verfolgt (siehe Tabelle 7).

Wachsende Sicherheitsmargen 1,f, fithren nach Tabelle 7 und
Formel (17") zu steigenden Werten des Hilfswertes a,. Die Funktion

_ pla)
70 o
welche auf der linken Seite von Formel (17") auftritt, strebt jedoch mit
Wachsendem a gegen Null. Die rechte Seite von Formel (17’) kann
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Tabelle 7

Parameterwerte mit Tangenten-Konstellation fir verschiedene Werte
des Sicherheitszuschlags 2,

&0 a ’
o, 0 & p
209, — 1,501 9,454 21,595
259, — 0,462 2,574 3,769
509, 1,367 1,073 1,124
1009 3,158 1,001 1,001
5%, — 1,403 11,239 13,726
109, 0,423 1,468 1,549
159, 1,294 1,099 1,119

anderseits diesen Grenzwert nur erreichen, wenn der Zihler verschwin-
det, was auf die bereits bekannte Beziehung

a = A

fithrt und — wie in Kapitel IT (siche Seite 194) erwiihnt wurde — die
besondere Parameter-Konstellation o’ = f = 1 bewirkt. Unter Ziffer 1
des vorliegenden Kapitels wurde fiir diese Parameter-Konstellation die
gleichmiissige Erwartungstreue im einseitig offenen Intervall ¢, = ¢
testgestellt. Man kommt somit zum bemerkenswerten lirgebnis, dass
auch die Tangenten- Konstellation der Parameterwerte (x,, 8,) im Grenz-
tall grosser Sicherheitsmargen gegen eine gleichméssige Erwartungstreue
strebt.

Mit Riicksicht anf die Tangierung der Margengeraden im Biischel-
punkt B ergibt sich jedoch auch bei kleineren A immer eine gleich-
missige Erwartungstreue in einem lokalen Bereich umn den Biischel-
punkt herum, wihrend der unter Ziffer 1 besprochene Fall zu emner
gleichméssigen Erwartungstreue im einseitig offenen Intervall ¢; = fo
getithrt hat.
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Der untere Teil der Tabelle T illustriert die Verhéltnisse bei grossen
Werten von t,. Man sieht, dass grundsitzlich die gleichen Tendenzen
auftreten wie bei kleinen ¢,-Werten, nur dass mit wachsendem 2, die
Grenz-Konstellation oy = f, = 1 wesentlich schneller erreicht wird als
bei kleinem t,.

V.
Optimale Erfahrungstarifierung

Die Anrechnung einer zweiparametrigen Priamienriickgewihr vom
Typus (3a) gestattet es grundsitzlich, bei der Parameterbestimmung
zwel Bedingungen zu stellen. Dies erlaubt, Verbindungen von Be-
dingungsgleichungen zu suchen, welche von einem gewissen Stand-
punkt aus optimale Losungen ergeben. Je nach den vorliegenden tech-
tischen Verhiltnissen werden dabei verschiedenartice Gesichtspunkte
wegleitend sein. Im folgenden werden drei verschiedene Optimal-
losungen entwickelt.

1. Stabilitit und Erwartungstreue

Im allgemeinen kann man feststellen, dass die Erwartungstreue
gegeniiber beliebigen Gegenhypothesen um so mehr gewéhrleistet ist,
je grosser der Parameter f gewiihlt wird. Die Tabelle 6 auf Seite 204
und auch die Figur 2 auf Seite 205 zeigen zwar, dass ganz grosse § unter
Umstéinden iiber das Ziel hinausschiessen. Grosse -Werte fithren aber
=~ wie die Untersuchungen im Kapitel III ergeben haben — zu stark
Schwankenden Pramienriickgewihren, welche das versicherungstech-
Nische Ausgleichsprinzip illusorisch machen kénnen. Zu einem beide
Gesichtspunkte — Stabilitit und Erwartungstreue — befriedigenden
Optimum gelangt man, wenn man von dem durch Formel (14) ge-
gebenen Hochstwert fiir f ausgeht, der mit dem Versicherungsprinzip
8erade noch vertriglich ist. Bestimmt man unter Verwendung dieses
B-Wertes nach der Null-Hypothese den zugehéricen Wert von o, der
Zu einer erwartungstreuen Priamienriickgewidhr fithrt, so ergibt sich ein
Parameterpaar (¢, B), das dem gesuchten Optimum entspricht.
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Das geschilderte Verfahren ist vor allem zu empfehlen fiir Kol-
lektive von kleinerem Umfang, insbesondere bei verhiltnisméssig be-
scheidener Sicherheitsspanne 1,P,. Fir grossere Kollektive ist eine
hinreichende Stabilitéit in der Regel zum voraus gewihrleistet; man
kann daher auf eine besondere Stabilititsbedingung verzichten und
eine moglichst ausgedehnte gleichmissige Erwartungstreue anstreben.

2. Gleichmissige Erwartungstreue
im einseitig offenen Intervall t; < ¢,

Im Kapitel IV wurde anhand der Figur 2 gezeigt, dass im Spezial-
fall mit

a= 4 V?,
was niherungsweise auf die besondere Parameter-Konstellation
= f=1

tithrt, eine gleichmiissig erwartungstreue Pramienrickgewihr im ein-
seitig offenen Gegenhypothesen-Intervall £, < ¢, auftritt. Das bedeutet,
dass bei beliebiger Gegenhypothese 1im angegebenen Intervall stets
niherungsweise die Bedingung

E{G(“(’):ﬁoim} ~ ty—1

erfilllt 1st. Diese Bedingung ist um so strenger erfillt, je grosser der
Hiltswert @ = 4)/T gewiihlt wird. Streng erfillt ist sie, wenn sowohl
p(—}7) = 0 als auch y(a) = a wiire. Praktisch ist das der Fall, wenn
grosser als 5 ist und der Hilfswert ¢ mindestens den Wert 2 erreicht.
Man kann das Giltigkeitsintervall ¢, < ¢, fur die gleichmissige Iir-
wartungstreue auch iiber die Grenze t, hinaus steigern, indem man als
Null-Hypothese mit einer erwarteten Schadenzahl {; > {, rechnet, wo-
durch indirekt die Sicherheitsmarge A,t, erhoht wird. Damit ist eine
gewissermassen ideale Frfahrungstarifierung gefunden, welche bel
praktisch beliebiger Gegenhypothese gerecht funktioniert.

Man kann die fir o’ = f = 1 geltende gleichméssige Erwartungs-
treue dazu beniitzen, den Sicherheitszuschlag 4, so zu bestimmen, dass
die dafiir geltenden Bedingungen erfiillt sind, d.h. dass aq = 1, %, = 2
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ist. Auf diese Weise kiime man beispielsweise zu folgenden minimalen
Werten fiir den Sicherheitszuschlag 1,:

Tabelle 8
Erwartete Sicherheitszuschlag A,
Schadenzahl
to 2= 10 g% =1
1 2,00 2,83
10 0,63 0,89
50 0,28 0,40
100 0,20 0,28

Der Tabelle 8 ldsst sich entnehmen, dass das Prinzip der gleich-
missigen Erwartungstreue nur fiir verhdltnisméssig grosse Kollektive
mit etwa £ > 50 zu einem praktisch brauchbaren FErgebnis fithrt. Fiir
kleinere Versicherungsbestiinde miisste hingegen eine unplausibel hohe
Sicherheitsspanne eingerechnet werden, welche praktisch nicht durch-
Setzbar wire. Es erscheint daher fiir kleine Versicherungsbestinde als
besser, das Verfahren gemiss Ziffer 1 dieses Kapitels anzuwenden.

3. Gleichmiissige Erwartungstreue in einem beidseitig
begrenzten lokalen Intervall ¢, + At,

Oft liegen die Verhiltnisse so, dass zwar Unsicherheit iiber die
wirkliche Erwartungszahl t, besteht, jedoch nur in einem lokal ver-
hiltnismissig eng umgrenzten Intervall in der Umgebung der Null-
Hypothese t,. Es wire daher erwiinscht, eine Parameter-Konstellation
(¢', B) zu suchen, bei welcher gleichmissige Erwartungstreue in der
Nihe der Null-Hypothese gewihrleistet wire. Zu einer solchen gelangt
man in folgender Weise:

Im Kapitel IV wurde auf den Spezialfall hingewiesen, bei dem die
Erwartungswertkurve die Margengerade M ;, 1m Biischelpunkt B mit
den Koordinaten (t,,t,—t,) tangiert. Bei dieser Tangenten-Konstella-
tlon nihert sich die Erwartungswertkurve in der Umgebung von t,
Zweifellos am stirksten der Margengeraden. Man kénnte daher von
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dieser Tangenten- Konstellation ausgehen und — um eine hinreichende

Anniherung an die Margengerade zu gewihrleisten — weiterhin a, = 2
. M e ) . & : ; ¢(2) > e
postulieren. Man kiime dann unter Berticksichtigung von - -~ 0,059
. - - D(2)
und von Formel (17") zur Bestimmungsgleichung
2,055
Ap = —= ;

die fur grossere Werte von ¢ praktisch auf die gleichen Werte fiir 4,
fuhrt, die in der Tabelle 8 ausgewiesen sind.

IJs 1st jedoch kaum notwendig, an den Sicherheitszuschlag 4, so
hohe Anforderungen zu stellen, wenn Gegenhypothesen in einem lokal
eng umgrenzten Intervall t, + At¢, in Betracht zu ziehen sind. Man
konnte z. B. an Stelle des aus Tabelle 8 hervorgehenden Wertes
Ao =209, fir i, = 100 sich mit 1, = 15%, begniigen und die Tan-
genten- Konstellation fiir die Rickgewihrsparameter

« = 1,099 und p = 1,119

bentitzen. Leider lige bei dieser Losung die Erwartungswertkurve
E{G (o, fy: 1y)} mit Ausnahme der Null-Hypothese stets iiber der
Margengeraden, oder, mit anderen Worten, jede Gegenhypothese
wiirde fiir den Kollektivversicherer zu Verlusten fithren. Diesem Ubel-
stand lisst sich abhelfen, indem man von der natiirlichen Parameter-
bestimmung abweicht und eine kleine Sicherheitsmarge zugunsten des
Kollektivversicherers einfuhrt. Am zweckdienlichsten ist es, den Para-
meter § passend etwas zu erhéhen, in der Weise, dass eine gegeniiber
der Tangentialkurve etwas verschobene Frwartungswertkurve entsteht,
die im gewiinschten Intervall hinreichend nahe der Margengeraden
verliuft. In der Figur 4 ist die Erwartungswertkurve fiir ¢, = 100
und 4, = 159, graphisch dargestellt, die sich fiir die Tangenten-
Konstellation der Parameter ergibt; ausserdem 1ist die verschobene
Kurve eingezeichnet, wenn der Parameter f um den Betrag 0,02 er-
hoht wird.

Die Figur 4 zeigt, dass auf die geschilderte Weise ein lokales Inter-
vall 100 + 15 entsteht, in dem eine fiir praktische Zwecke hinreichend
gleichmissige Erwartungstreue auftritt. Kin Schonheitsfehler des Ver-
fahrens liegt vielleicht darin, dass gerade fir die Null-Hypothese inner-
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halb des Intervalls die grosste Abweichung von der genauen Frwar-
tungstreue auftritt. Anderseits ist der Vorteil zu beachten, dass mit
elner weniger grossen Marge A,t, gerechnet werden muss als bel dem
unter Abschnitt V, 2, geschilderten Verfahren mit einem einseitig be-
grenzten, offenen Giltigkeitsintervall (1, = 159, statt 209,).

Erwartungswertkurve der Pramienrtickgewihr 7
nach dem Optimalprinzip 3

(Gleichmissige Erwartungstreue in einem lokalen Intervall)

Erwartete Schadenzahl ¢, = 100
Frhohte Nettopritmie ;= 115
(Nullhypothese)

90 100 115

Iigur 4
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Schlussbemerkungen

Die in der vorliegenden Arbeit dargelegten Untersuchungen uber
die Erfahrungstarifierung haben zu einer Reithe von Ergebnissen
gefithrt, welche ohne die beniitzten risikotheoretischen Modelle
kaum erkennbar wiren. Insbesondere sei an die zentrale Stellung
der Parameter-Konstellation «" = f =1 erinnert, welche zu
gleichmissig erwartungstreuen Priamienriickgewihren fiir ganze
Klassen von Gegenhypothesen fithrt. Diese Ergebnisse lassen die
Niitzlichkeit der Risikotheorie einmal mehr erkennen.

Die wichtigsten Resultate der vorliecenden Untersuchungen
stittzen sich auf die Annahme einer Normalverteilung fur die
filligen Schiden S. Diese besondere Annahme erleichtert die
Untersuchungen wesentlich, wird aber anderseits den wirklichen
Verhiltnissen kaum immer gerecht. Trotzdem konnen die auf
Grund der Normalverteilung gefundenen numerischen Werte sehr
oft als brauchbare Néherungswerte bentitzt werden.

Die Vermutung liegt nahe, dass etmge der wichtigsten Resultate
dieser Arbeit, insbesondere die Iigenschaften der besonderen
Parameter- Konstellation «” = f = 1, nicht an die Voraussetzung
einer Normalverteilung gebunden sind, sondern unter weit all-
gemeineren Voraussetzungen gelten. Die Frage bleibt offen, n-
wiewelt diese Voraussetzungen erweitert werden durfen.
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Résumé

Au moyen d'exemples tirés de la théorie du risque, I'auteur examine une
méthode de tarification expérimentale des assurances collectives. Cette méthode
S'appuie sur une prime de base découlant d’expériences non individuelles et, a
I'aide d'un remboursement des primes de la forme (¢ = o' P’ — BS, elle est adaptée
a I'expérience individuelle des sinistres de chaque collectivité, Tout d’abord, I'au-
teur détermine les parametres o' et § de la formule de remboursement des primes
de telle facon que l'espérance mathématique de celui-ci concorde avec la marge
de tarif disponible. Puis il examine les écarts du remboursement (¢ ainsi que les
répercussions de tarifications erronées. On arrive ainsi a des méthodes optimum,
dans lesquelles le remboursement des primes (7 est conforme a I'espérance mathé-
matique, non seulement si 'on fait une hypothése nulle au sujet de la marge de
tarif disponible, mais encore dans certains domaines d’hypothéses alternatives.

Summary

The theory of risk leads the author to the examination of a method of
experience rating for group assurances with basic premiums derived from overall
group observations. The premium refund formula + = o'’ — S allows to adapt
this method to the individual claims experience for every single group. The author
determines firstly the parameters o’ and 8 of the premium refund, such that the
&Xxpectation of the latter coincides with the loadings of the rates. Furthermore,
he examines the fluctuations of the premium refund (7 and the consequences of
érroneous rating. These considerations lead to optimum methods where the
Premium refund (7 is unbiassed not only for a given null hypothesis, but also
Uniformely unbiassed for certain sets of alternatives.

Riassunto

Con I'aiuto di esempi basati sulla teoria del rischio, 'autore esamina un metodo
di tarificazione sperimentale di assicurazioni collettive a un premio di base derivato
da esperienze non individuali. Per mezzo di un rimborso dei premi della forma
G=qop — BS, questo metodo ¢ adattato all'esperienza individuale dei sinistri di
ogni singola collettivit.. In primo luogo I'autore fissa i parametri o’ e 8 della for-
Tola del rimborso dei premi, affincheé la speranza matematica dello stesso concordi
€on il margine di tariffa disponibile. In seguito esamina le deviazioni del rimborso
dei premi (7, noncheé gli effetti di tarificazioni erronee. Queste considerazioni con-
ducono all'esposizione di metodi ottimi per i quali il rimborso dei premi (¢ non ¢
Solamente conforme alla speranza matematica in relazione a una data ipotesi nulla,
Ma ¢ pure uniformemente conforme alla speranza matematica per determinati
Campi di ipotesi alternative.
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