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Die Zahl der Vergleichsoperationen

beim Mischen auf 3 Bahnen

Von Carl Boehm, Diisseldorf

Zusammenfassung

Der Verfasser bestimmt den Erwartungswert fiir die Zahl der Vergleichs-
Operationen beim Mischen auf 3 Bahnen von N = 3n Sortiereinheiten mit
fy — 20 oN+9
T NF3 6NT9
und leitet daraus ab als Erwartungswert der Zahl der Vergleichsoperationen fiir
Elas Sortieren durch fortgesetztes Mischen auf 3 Bahnen (straight merging sort on
3 ways) bei N = 8k (k = 5)
D) = 2N (3475873 + (logs N—5) R)
mit 0,83 << R < 0,83.
Dies ergibt eine grissere Zahl von Vergleichen je Finheit als beim Sortierprozess
auf 2 Bahnen.
_ Uberraschend ist, dass das Mischen auf 2 Bahnen von zuerst n und n Ein-
h(flten und anschliessend von 27 und n Einheiten zum gleichen Frwartungswert
Wie das Mischen auf 3 Bahnen fithrt. Dies ermiglicht die Angabe brauchbarer

‘;berer Grenzen fiir die Zahl der Vergleichsoperationen beim Mischen auf mehr als
3 Bahnen.

- Das Mischen von 2 Sequenzen mit je n « Sortiereinheiten» erfordert
[1], [2]1) im Durchschnits
@) 2n? N2

S N = 2n). 1
ntl - Ni3g | ") @

¥
Veroleiche von je 2 « Sortiermerkmalen». Daraus folgt, dass das Sortieren
durh fortgesetztes Mischen mit bekannter Sequenzlinge auf 2 Bahnen
(straight merging sort on 2 ways) von N = 2* Sortiereinheiten durch-
schnittlich

') Die in eckigen Klammern angegebenen Zahlen beziehen sich auf das Literatur-
Verzeichnis.
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Vergleichsoperationen benotigt.

Im folgenden werden die entsprechenden Irwartungswerte fiir
das Mauschen auf 3 Bahnen genau bestimmt und gezeigt, dass sie, wenn
auch nur wenig, grosser sind. Schliesslich werden noch obere Schranken
dieser Werte bei Verwendung von mehr als 3 Bahnen angegeben.

1. Gegeben seien 3 Folgen von je n Sortiereinheiten (N = 3 n),
innerhalb jeder Folge seien die Sortiereinheiten nach nicht-abnehmenden
Sortiermerkmalen geordnet (Sequenzen). Durch emen Mischvorgang
[3], [4] wird hieraus ewne Sequenz der «Linge» N erzeugt. Wieviel
Vergleiche von je 2 Sortiermerkmalen sind hierfiir im Durchschnitt
aller moglichen Permutationen erforderlich ?

Die Gesamtzahl aller Permutationen betrigt unter Beriicksich-
tigung der Sequenzeigenschaft der 3 Folgen

(8n)! /[ (n!)3 (3)
in bezug auf diese Gesamtheit 1st unter der Annahme der Gleichwahr-
scheinlichkert jeder dieser Permutationen der Erwartungswert der Zahl
der Vergleichsoperationen zu bestimmen.

2. Fur die Berechnung nehmen wir zundchst an, dass die Bestun-
mung der Sortiereinheit mit kleinstem Merkmal unter 3 Sortiereinheiten
mmmer 2 Vergleiche benotigt ; bei 2 Sortiereinheiten ist immer 7 Vergleich
erforderlich.

Unter dieser Annahme lisst sich leicht eine untere und obere Grenze
des gesuchten Irwartungswertes angeben:

a) Die untere Grenze wird erreicht, wenn die Sequenzen sich nicht

«iiberlagern», wenn also gilt:

(alle Sortiermerkmale der 1. Sequenz) < (alle Sortiermerkmale der

2. Sequenz) << (alle Sortiermerkmale der 3. Sequenz).

Dann ist die Zahl der Vergleichsoperationen

= 2n+n= 8n = N.

Dieser Fall hat die Haufigkeit 3! (n!)3/ (3n)L.
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b) Die obere Grenze wird erreicht, wenn die Sequenzen so ineinander
«verzahnt» sind, dass nach Mischung von (3n — 3) — Sortiereinheiten
in jeder Sequenz noch 1 Einheit enthalten ist; dann ist die Zahl
der Vergleichsoperationen

= Bn—2)-2+1-1=6n—3=2N—3.
Die Héufigkeit hierfur ist
31(Bn—3)! / Bn)! 2n? 2

(n!)3

=T

3. Die Aufgabe besteht darin, zu bestimmen, mit welcher Haufig-
keit jeder der moglichen Werte zwischen N und 2N — 3 auftritt. Hierfiir
18t folgendes Darstellungsmodell zweckmiissig:

T Bn—1)@Bn—2) 9’

Man betrachte Folge von 0, 1, 2-Zeichen; jedes Zeichen komme in
Jeder Folge genau n-mal vor. Es gibt (3n)!/ (n!)3 solche Folgen. Das
Zeichen, dessen Vorrat zuerst erschopft 1st, se1 0; das nichste Zeichen
mit erschépftem Vorrat ist dann entweder 1 oder 2. Folgendes Schema
diene zur Veranschaulichung und Fixierung der Bezeichnungsweise :

3n-Zeichen

——— -~

letztes 0 Zeichen

letztes 1 oder 2 Zeichen
1

A-Bereich

B-Bereich

2

(U-Bereich

(3n—F —1)-Zeichen
da-V()n;
(n—1): 0 Zeichen
(n—1): 1 Zeichen
(’”%(k—l)): 2 Zeichen

(1—1)-Zeichen

davon:
entweder

(I—1): 1 Zeichen

(1—1): 2Zeichen
oder
((k—1)—1): 2 Zeichen
(1— (k—1)): 1 Zeichen

Fir die Parameter k, 1, 1 gelten folgende Grenzen:

L. 2<k<2n,

3. max (1,k—n) < I < min (3,n).

(k —1)-Zeichen
einer Art:

entweder
nur 2 Zeichen

oder
nur 1 Zeichen

2. max (L,k—n) =1 =< k—1,



== B3 e

Jede der moglichen Kombinationen von k, 7, I-Werten kommt

5.5 Bn—Fk—1)!@—1)! |
D D (n— (kD) (=) (i— (D)t
oder, da (n—I)+(n—(k—1)) = 2n—k
und (2n—k)+ n—1) = 8n—k—1
Bn—k—1\ 2n—k n1—1
:2'3'(\ n—1 )(n—z)(1—1)‘ )

Der Faktor 3 erklirt sich aus den 3 Moglichkeiten far das Zeichen,
dessen Vorrat zuerst erschopft ist; der Faktor 2 aus der Symumetrie
der beiden iibrigen.

4. Dass mit diesem Ansatz alle Moglichkeiten erfasst werden, ergibt
sich aus

%( ’S ( s 3!(3;.1,_;5_1)(2”4{:) ('i—l)‘)\): (3m)!

I;/:IZ i=max(1,k—n) -l=m2ﬁ,k-n) n—1 n—I I— 1/, (n!)g '
Da 2n—k\ 1— 1 In—k+i1—1
i —
74( fn—l,) (-l—l,) ( n—1 )
kann man obige Sumime wie folgt zerlegen:
n+1 ¢ N ) B . 2n DU k—1 1. ¥
3!{{1 (37@—]5——1) R Dp—k I 9—1 N (-3% k 1) : (Qn k+1 1)]
=\ on=1 /=N =1 /SN n-l i S n—1
Hieraus ergibt sich
_ g1 Qn—l) {‘, S—f=1 ”{,1 (Sn—k~1 "Zn——k‘)
*(n,;ji( n—1 ) =\ n—1 )( n o
Dm — In— 3n—9 3n)!
=3 (An 1) (‘3n 2)_(37@ ) == (Bn)! w. 2. b. w.
n n \n—2, (n!)3
5. Jede der méglichen (k, 1, [)-Kombinationen erhalte nun das
Gewicht Bn—k)-24+1-1=6n—2k+1.

Dieser Ansatz erklirt sich aus folgender Uberlegung:

Zur Tdentifikation einer bestimmten Folge, d.h. zur Feststellung,
um welche der moglichen Permutationen es sich handelt, miissen durch
sukzessive Vergleiche, beginnend links, die einzelnen Zeichen fest-
cestellt werden. Zunéchst (A-Bereich) werden nach Annahme 2 Ver-
oleiche gemacht, bis der Vorrat eines Zeichens erschopft ist. Dann
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(B-Bereich) gentigt fiir jede der i-Stellen 1 Vergleich; im C-Bereich sind
keine Vergleiche mehr notig. Das Gewicht gibt also die Zahl der Ver-
gleichsoperationen an. Der Erwartungswert betrigt dann
R . W Bn—=k—1y 2n—ky n—1 (3m)!
31\ (W (V iy ) A
~ (‘f 2, (bn—2k+1) - I n—1 )(l—l) )/ (n!)®

Fir die Berechnung geht man analog wie in 4 vor; nach Summation
tiber ] ergibt sich

e 1 . |

= n—1 /< n—1 (n!)3
—~ Bn—k—1 2n—k4+1—1 (3n!)
31N ( ) s ( e
T <\ n-1 )& ' n—1 ) (n!)3
Die beiden ersten Ausdriicke fithren nach der Summation auf
/ 3n+1
S!n(l—'z oo ), (5)
\ (n+1)2n+1)
der dritte Ausdruck auf 2
81 — — (6)

(n+1)2n+1)
Zusammen ergeben sie das einfache, formal (1) entsprechende Ergebnis
3! n? 2 N2

n+1 - N-i—3

'® = (7)
Dies 18t der gesuchte Erwartungswert fiir die Zahl der Vergleiche
beim Mischen von 3 Sequenzen der Linge n: das obige Modell und die

Gewichte entsprechen genau dem Mischvorgang.

6. Wendet man dieses Ergebnis auf den Sortrerprozess durch fort-
gesetztes Mischen auf 8 Bahnen an, so sind fiir N = 8% im ¢-ten Durch-
lauf (; = 1,9, ..., k) jeweils im Durchschnitt

9 . a2i
k_i "2.. 3 .
8"+ 3
Vergleichsoperationen notig, insgesamt also — analog zu (2) —
(3) k X 1
Q" =2.3k—2-3 — 8
1‘; A | ®)
logg N 1

= 2Nlog, N—2N -\“1 g1 ]
1= [}
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7. Es wurde bisher angenommen, dass 2 Vergleichsoperationen
notig sind, um die Sortiereinheit mit kleinstem Sortiermerkmal aus
3 Einheiten zu bestimmen. Diese Annahme ist insofern richtig, als
immer 2 Vergleiche geniigen. Man kann aber durch eine andere An-
ordnung im Durchschnitt mit weniger Vergleichen auskommen, wie
die schematische Darstellung zeigt.

Schematische Darstellung | Eoloeschrif L
olgeschri

Min:a,
br <CI

1. Schritt

|
I
Min=ay Minza;| (Min=c;| |Min=b; Min=b;| [Min=c; ] Min=ap| [Min=b, Min=b;
I
l

by<cy by>cy| |ap<by| |ay<cy ay>cy| [ay>by by<ey| |ap<ey as>c;
' v 13 + v ‘ + '
Durchschnittliche Zahl der Vergleichsoperationen
2-2+4-3 8 1-1+2-2 5
R 3 T3

Zu Beginn sind aus jeder der 3 Sequenzen die ersten Einheiten
aq, by, ¢; zu vergleichen. Mit 2 oder 3 Vergleichen wird die mit kleinstem
Merkmal und die Relation zwischen den beiden iibrigen bestimmt. Fir
diesen 1.Schritt sind im Mittel 8/3 Vergleiche notig. Im Folgeschritt
kann aber die Information iber die Relation der beiden ibrigen ver-
wendet werden ; es sind dann nur noch 1 oder 2 Vergleiche, 1in Mittel 5/3,
zur Bestimmung der Einheit mit kleinstem Merkmal und der Relation
zwischen den beiden tibrigen nétig. Sobald eine Sequenz erschopft ist,
spart man den 1m 1.Schritt gemachten, zusdtzlichen Vergleich wieder
ein. In obiger Schreibweise sind daher statt 6n — 2k + 2 nur noch

5 5

Vergleiche notig.



— 71 —
Das ergibt im giinstigsten Fall (k = 2n, i = n)
8n/3 Vergleiche (bisher 3n);
Im ungiinstigsten Fall (k = 2,1 = 1)
5n—T/3 Vergleiche (bisher 6n—3).
Setzt man (9) als Gewichte in 5. an, so ergibt sich

2n* Sn+3 o 5n+3 wy ON+9
n+l 2n+1 7 6n+3 7 GNL9

(B _—

g/‘ =
was fur gréssere N bis zu rund 1/6 kleiner als ¢'® ist.

8. Analog zu 6. ergibt sich fir den Sortierprozess als Firwartungs-
wert, fiir die Zahl der Vergleiche bei N = 3F
k i . 8¢
o9 —g.grx P PTPHY
= 8'+3 6-3"+9

Nimm¢ man an, dass k = 5 ist, so ergibt sich hierfiir nach einfachem
Ausrechnen der 5 ersten Summanden die Abschitzung
PP = 2 N(3,475873 + (logs N—5) R), (11)
wobei 0,83 << R < 0,83.

9. Ewn Zahlenbeisprel :

2 Bahnen 3 Bahnen
1 N — 28 — 256 N = 35 = 243
@2 — 1726,3 % — 1689,3
cD(z) @(3)
 — $.743 e = G952
N =T N
2. N — 216 — §5536 N — 310 — 59049
964176 < @ < 966216 900600 <« @ < 902569
@2 (3)
14,712 < s 14,743 15,252 < ~N < 15,285
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10. Zu einer gewissen Uberraschung fithrt folgende Uberlegung:

Verallgemeinert man Formel (1) in dem Sinne, dass man auf 2 Bah-
nen 2 Sequenzen ungleicher Lénge, ndmlich von n und m Einheiten
niischt, so ergibt sich nach analogen Uberlegungen wie unter 3. die
Formel 1)
T L. B (1)
o m+1 n+1
Ist m = m, so ergibt sich (1). Es ist nun interessant, festzustellen, dass
bel zweimaligem Mischprozess auf 2 Bahnen, namlich

a) von 2 Sequenzen der Linge n und
b) von 2 Sequenzen der Linge n und 2n,

die durchschnittliche Zahl der Vergleiche dieselbe ist wie beim Mischen
von 3 Sequenzen der Linge n. In der Tat 1st

D 4 0 2An2 g n 2n
1 “';) —_— = e ] i In_ AR . o
(In,n (pn,..n n + 1 .Z,n r{_ 1 n + 1
2n* Sn+3 @
B e e = W s
n+1 2n+1 T

Das bedeutet, dass in bezug auf die Zahl der Verglewchsoperationen durch
zweimaliges Mischen auf 2 Bahnen derselbe Effekt erzielt wird wie
durch einmaliges Mischen auf 3 Bahnen. Dies 1st darin begriindet, dass
nur Alternativvergleiche maoglich sind.

11. Diese Beobachtung legt die Vermutung nahe, dass sich durch
Kombination von ¢, ¢2 und ¢, brauchbare obere Schranken
fur den Erwartungswert beim Mischen auf mehr als 3 Bahnen ergeben.

Beim Mischen auf z.B. 4 Bahnen wird man zunichst zweimal je
2 Sequenzen der Linge n und dann einmal 2 Sequenzen der Linge 2n
mischen. Dies ergibt (N = 4n)

4n? 4n+3 2N2(N +3)

(4) 202 ) B— e
nnnn<z o T Comgn = 1 H . — ) T
Prnan = S T B T 001 9ntl T (N42) (N +4)

Verfolgt man diesen Gedanken weiter, so ergeben sich Grenzen,
die nur sehr wenig unterhalb der Zahl der Vergleichsoperationen im
«ungiinstigsten Fally liegen, d.h. wenn man annimmt, dass bis zum

1) Diese Formel wurde zuerst von A.Schonhage (K6In) abgeleitet.
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Al . . . . . - . .

Ende in jeder Sequenz noch Einheiten sind. Bezeichnet &, die Mindest-
zahl der Vergleiche, die gemacht werden miissen, um aus b Einheiten
die mit kleinstem Merkmal zu bestimmen (es ist e, = 1, &, = 5/3),

80 sind in diesem Fall
|

g < (bn—(b—1))e,+ D e, ~bne, = Ng,.
v=2
Vergleiche nétig. Fiir b = 4 ist &, = 2, und es wird so z. B. fiir n = 100
die sich ergebende Zahl der Vergleiche 800, wihrend obiger Ansatz
794 ergeben hitte. Fiir b = 8 ist & = 3; fiir n = 100 lauten die ent-
Sprechenden Zahlen 2400 und 2386. Hieraus folgt: @ < Ne, log, N.

12. Der Ubergang von 2 auf 3 und mehr Bahnen bringt fiir den
Mischprozess keine Verbesserung in bezug auf die Zahl der Vergleichs-
Operationen. Diese Zahl ist jedoch nur ein Bestimmungsgrund fiir die
Giite eines Sortierverfahrens. Neben diesem gibt es noch andere, die
fir die Dauer dieser Prozesse von Bedeutung sind, z.B. die Zahl der
Transfers. Diese Zahl ist proportional log, N, wobei der Logarithmus
Zur Basis b = Zahl der Bahnen zu nehmen ist. Daraus ergibt sich eine
Wesentliche Reduktion mit steigendem b; so erméssigt sich bei Uber-
gang von 2 auf 3 Bahnen die Zahl der Transters auf fast die Hilfte,
Was natiirlich von praktischer Bedeutung ist. Wenn auch die Zahl
der Vergleichsoperationen nicht abnimmt und das Programm linger
und komplizierter wird, so wird man schon aus diesem Grunde das
Mischen und Sortieren auf mehr als 2 Bahnen bei grossen Datenmengen,
dle externe Speicher benétigen, vorziehen, sofern es die technische
Ausriistung der elektronischen Anlage zuliisst.
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Résumé

L’auteur détermine I'espérance mathématique du nombre des opérations
comparatives dans le cas d’un interclassement sur 3 chemins de N = 3n unités de
triage, a I'aide de I'expression:

o) = 2N* 5N49
N+3 6N+9

II tire de cette formule comme espérance mathématique du nombre des opérations
comparatives pour le triage d'un interclassement itérative sur 3 chemins (straicht
merging sort on 3 ways) lorsque N = 3% (k = 5)

@® = 2N (3,475873 + (log; N—5) R)
0,83 < R < 0,83.

On obtient ainsi un nombre de comparaisons par unité plus grand qu’avec
un procedé de triage sur 2 chemins,

Il est surprenant de constater que l'interclassement sur 2 chemins de n et n
unités tout d’abord et de 2n et m unités ensuite conduit a la méme espérance
mathématique que I'interclassement sur 3 chemins. Ce fait permet de fixer, pour le
nombre des opérations comparatives en cas de interclassement sur plus de 3 chemins,
des limites supérieures utilisables.

Summary

The author computes the mean of the number of comparative operations by
merging on 3 ways with N = 3 n sorting units and finds

9Nz 5N 49
P = - oY
N+3 6N+9

From this formula he derives the mean of the number of comparative operations
for the straight merging sort on 3 ways, N = 3k (k = 5)

@) = 2N (3,475873 + (logs N —5) R)
0,83 < R < 0.83.

This leads to a greater number of comparisons per unit than by the sorting pro-
cedure on 2 ways.

It is surprising that the merging on 2 ways of firstly » and » units and then
of 2n and n units leads to the same expectation as the merging on 3 ways. This
renders possible the definition of useful upper limits for the number of the com-
parative operations by merging on more than 3 ways.
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Riassunto

L’autore determina la speranze matematica del numero delle operazioni
Comparative nel mescolare sw 3 traettorie N = 3n unita di assortimento per mezzo
dell’espressione:

_ 2N®* 5N 49
- N+3 6N+9

e

€ ricava da questa formula come speranza matematica del numero delle operazioni
Comparative per I'assortimento dal mescolare continuo su 3 traettorie (straight merging
Sort on 3 ways) quando N = 3% (k = 5)

@) = 2N (3,475873 + (log; N —5) R)
0,83 < R< 0,83.

Ne risulta cosi un numero maggiore di comparazioni per unita che nel processo di
assortimento su 2 traettorie.

B sorprendente constatare che il mescolare su 2 traettorie di n e n unita in
Primo luogo e in seguito di 2n e n unita conduce alla stessa speranza matematica
che il mescolare su 3 traettorie. Cid permette di fissare limiti superiori utilizzabili
Per il numero di operazioni comparative nel mescolare su piu di 3 traettorie.
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