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Zur Darstellung

versicherungstechnischer Werte durch Reihen

Von Paul Iff, Ziirich

Zusammenfassung

s handelt sich um ergiinzende Ausfithrungen zu der in Bd.59, Heft 2, er-
schienenen Arbeit iiber zwei Reihenentwicklungen, die in ihrer Anwendung be-
kannte Darstellungen versicherungstechnischer Werte ergeben.

1.

In einer gleichbetitelten Arbeit (MSVM Bd. 59, Heft 2) hat der Ver-
fasser auf zwel Reihen hingewiesen, die als Anwendung bekannte Dar-
stellungen versicherungstechnischer Werte ergeben:
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Iis mag nun beméngelt werden, dass die beiden Reihen (A) und (B)
sich hingichtlich der Grenzen der Integration bzw. der Summation nicht
voll entsprechen. Um dies zu erreichen, setzen wir:

b—a

Zfl z) fo(x) = %f1(m'|"“) fo(z -+ )

und entwickeln nach (B). Mit f,(0) = f,(a), f,(0) = f(a) usw. erhalten wir
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Damit ist die Ubereinstimmung erreicht.

2.
Wir fithren nun die Rethe (B;) in die Reihe (A) iiber. Anstatt in

; : .. b—a ; .
(b—a) «Schritten1» summieren wir in —— «Schritten m». s wird dann:
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Betrachten wir zunéichst die linke Seite dieser Gleichung. Wir kénnen
sie auch so lesen: Die Funktion f,(z) fo(x) m wird zwischen den Grenzen

. b—a . . )
z=a und £z = b In o «Schritten m» aufsummiert. Mit m - 0
1

erfolgt die Summation in unendlich vielen, unendlich kleinen Schritten.
Setzen wir in der iiblichen Weise dz an Stelle von m— 0 und das Inte-
gralzeichen an Stelle des Summenzeichens, dann wird die linke Seite

zum Integral f f(2) fo(z) da.

Das (r+ 1)-te Glied der Summe rechts schreibt sich:
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Beim Grenziibergang m— 0 verschwinden alle Summanden mit o >0
und es bleibt, da o = 1:

b—a
m n
f0(a) 20D fymay +a)ym™ oder  f7(a) ST fy(mary A+ mr -+ a)
ry=t zy=0
, b—a—mr
mit n = — s >0,
m

Die Summe i(f'*‘l) 18t schrittweise ausgehend vom héheren Index zu
bilden. B=b

Dies gilt auch fiir » = 0. Die Summation erfolgt also in umgekehrter
Richtung, wie bei der Summe auf der linken Seite von (B,). Wir
schreiben also fiir diesen Grenziibergang:

21 =02y=0 z1=0

f(l”)(a) Z Z % wid ‘;—1] fg(majl -+mr + a) m?"{‘l.

(r+1)
Wir kénnen die mehrfache Summe auch so interpretieren : Die 'unktion
folx)) m™ wird zwischen den Grenzen b und a - mr in n «Schritten m»
(r+ 1)mal aufsummiert. Mit m—0 erfolgt die Summation in unendlich
vielen, unendlich kleinen Schritten, die entgegengesetzt gerichtet sind,
wie die Schritte bei der Summe links von (B,). Wir setzen also unter

dem Summenzeichen m—0 = — dz, und erhalten fiir obigen Ausdruck:
at rdry b
ret) +1 (r) g r41
@) | fole) (—da)™™ = fi'(a) | folz) dait.
a--rdzy

Nun haben wir nur noch iiber alle » von r = 0 bis r = oo zZw summieren
und erhalten, wenn wir fiir die Variable z an Stelle von x, setzen:

: ot b("'l' 1)
f (e) hle) s = S0P f ) dar,

a+trde

Wenn wir uns mit einer endlichen Zahl von Summengliedern begniigen
kénnen, so reduziert sich die untere Grenze der Integration rechts:
a+rdzx auf ¢ und wir erhalten die Reihe (A). Wir verweisen auf die
bereits frither erwiihnte Arbeit von O. W. Spring : « Analytische Betrach-
tungen zur Anderung des Rechnungszinsfusses und der Sterbetafel bei
Versicherungswerten» (MSVM Bd. 50, Heft 2).
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3.
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ist also hingichtlich der Integrationsgrenzen in dem durch die Schreib-
weige angedeuteten Sinne zu bilden.
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(B,) liefert mit m << 1 aly Anwendung die Reihen fiir Renten, zahl-
bar in unterjihrigen Raten.
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fiir alle » >1 neben den bereits mitgeteilten Néherungsformeln fiir
die Rentenbarwerte

1— (sv)" 1— (scv)"
7 e i [l IR ) s s P I e h
@) Gy~ ng) 1—sv ey 1— scv
und (s} —1 (o) —1
7). sc0)" —
b) a,-~ (1—c"lng) +c¢*lng——
) Gum~ (1—c"lag) In (sv) “e In (scv)

1
die Darstellung fiir die in — - Raten zahlbare Rente:
”

T s n 1 (sev)?
¢c) gy~ (1—c"lng) sj})l- +¢"Ing b v)l .

Tin| L 1
1—(sv)™ 1— (sco)™



— 243 —

Diese Formeln liefern fiir moderne Frauensterbetafeln, die durch «g sehr
nahe 1» ausgezeichnet sind, die entsprechenden Rentenbarwerte mit
sehr grosser Anniherung. Die Formel ¢) basiert nicht auf speziellen
Annahmen iiber den Verlauf der Sterblichkeit innerhalb des Jahres.
Sie eignet sich gut zu Untersuchungen iiber die Bewertung solcher
vereinfachender Annmhmen zur niherungsweisen Bestimmung des
Rentenbarwertes a(™.. Die fiir eine spezielle Tafel (s,¢,¢) ermittelten
Resultate diirften WEltO‘ehLIId allgemeine Geltung haben.

5.
Mit f,(f) = t erhalten wir

n—1 n—l1

nach (B): b) Dithit) = D@ L)
0 T

und b "
* (@)

nach (A): a) j Lha(t) dt = | fo(t) di.

0 0

Als Anwendung dieser einfachen Formeln wihlen wir folgendes Beispiol
in Anlehnung an die Arbeit von E. Zwinggi: «Methodische Bemerkungen
zur Berechnung der Primien, Deckungskapitalien und Gewinne in der

Lebensversicherung» (MSVM Bd. 59, Heft 2).

Unter der Voraussetzung, dass fiir die Verzinsung und die Aus-
zahlung der Versicherungsleistungen der «stetige» Ablauf gilt, die
Primien aber jihrlich oder unterjihrig zu entrichten sind, wird dort fiir
den Rentenbarwert folgender Ansatz gemacht:
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Unter der Annahme des linearen Verlaufes der Zahl der Lebenden
innerhalb eines Jahres schreibt sich dieser Rentenbarwert wie folgt :
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oder unter Beriicksichtigung von b):
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Es 1st:

Wenn wir fiir die Darstellung von dl?); obige Form beibehalten, so

deshalb, weil sie sich unseres Frachtens fiir die praktische Rechnung
gut eignet. Die Faktoren

1 m—1 T 7/ m—1 T
S g L S
m =0 =1

lagsen sich fir die gebriuchlichen ¢ und m leicht berechnen und tabel-
larisch festhalten. Sie konnen dann an jede beliebige Tafel angelegt
werden. Die Berechnung neuer Kommutationszahlen, wie sie in der
erwiahnten Arbeit empfohlen wird, eriibrigt sich dann,

.. 1 : o .
Fir den Ubergang m->oco d.h. -0 gchreiben wir die beiden
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werden. Nun ist:
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Der Rentenbarwert geht damit {iber in
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Summary

The author deals with a complement to the work appeared in volume 2, 1959
about two developments of series, giving, in their application, known represen-
tations of actuarial values.

Résumé

Il s’agit d'un complément au travail paru dans le cahier 2, 1959 sur deux
développements de séries, qui, en les appliquant, donnent des représentations con-
nues de valeurs actuarielles.

Riassunto

Si tratta di un complemento al lavoro apparso nel fageicolo 2, 1959 su due svi-
luppi di serie, che, applicandoli, risultano rappresentazioni conosciute di valori
attuariali,
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