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Renclitenbcstimmuiig
mittels hyperbolischer Interpolation

Von H. Jechlin, Zürich

Zusammenfassung

Die hyperbolische Interpolation ermöglicht hei geeigneter Wahl der
Interpolationsfixpunkte, die Rendite von Anleihen mit für die Praxis hinreichender (le-
nauigkeit auf einfache Art zu berechnen. Das Verfahren ist für Zinsen-, Raten- und
Anniii tiitenschuldon gleichermassen anwendbar.

Für die näherungsweise Bestimmung der .Rendite von Anleihen die
auf einen bestimmten Zeitpunkt zu pari rückzahlbar sind (Kassa-
Obligationen, Zinsen-Schuld) kann man bei jährlicher Verzinsung
folgende Arbeitsformel benutzen:

In 1 ' 0
%' ~ + • (1)

c n

Dabei bedeuten: i0 nomineller Zinsfuss,
%' — approx. Rendite,
n Laufzeit,
c — Kurs, bezogen auf 1 als Parität.

Auf diese bekannte Arbeitsformel wird in Lehrbüchern meist nur
kurz hingewiesen [1] '), ohne dass über die Güte der Näherung etwas

ausgesagt wird. Eine Untersuchung in dieser Richtung hat letzthin
J-Chuard unternommen [2], wobei sich gezeigt hat, dass der Fehler
gegenüber dem genauen Renditenwert, namentlich bei niedrigem Kurs
und längerer Dauer, doch grösser ist, als man vielleicht anzunehmen
geneigt wäre.

L) Literaturangaben am Schlüsse dieser Arbeit.
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Abgesehen von der klassischen Methode der Iteration gibt es noch

eine Anzahl anderer Verfahren, um die Rendite in guter Näherung zu

erhalten [ 3], Die obige Arbeitsformel hat gegenüber diesen, im
allgemeinen bessere Resultate liefernden Methoden den Vorteil grosser
Einfachheit und leichter Handhabung.

Es dürfte jedoch kaum bekannt sein, dass mittels hyperbolischer
Interpolation in ganz einfacher Weise sehr gute Näherungswerte für die

Rendite erhalten werden können. Dieses Prozedere hat zudem den Vorteil,

dass es gleicherweise für Zinsen-, Raten- und Annuitäten-Schuld

Anwendung finden kann.
Betrachten wir vorerst die Zinsenschuld. Flier lautet die

Bestimmungsgleichung für die Rendite i bei ganzjähriger Verzinsung
bekanntlich

H1 — e

i »o + - • (2)
"»1(0

Wir setzen nun anstelle von i einen variablen Zinsfuss i' und betrachten
die Funktion

1 —c
V h) —1> + (!i)

"»!(>')

Für i' — i ist y 0, und wenn wir zu drei Argumenten i'k =£ i die

zugehörigen Funktionswerte yk 0 kennen, so können wir das zu

y 0 gehörige Argument i durch hyperbolische Interpolation bestimmen.
Hiezu haben wir auszugehen vom Doppolverhältnis [ 41

Nun kann man leicht für i'k, k 1, 2, 3, eine praktische Wahl treffen,
so dass sich die Festlegung der drei Werte yk, k—1, 2, 3, besonders
einfach gestaltet. Wir halten sodann fest, dass der zum Argument 'ij — i
zugehörige Funktionswert y:l y null ist. Des weitern setzt man

(h—h) (h—h) (ik—Vi) {y3~Vi)

(h~ h) (h ~h) (!U- !h) (j/a- Vi)
(4)

i[ — 0, dann ist yl iQ +
n

h — '!o> dann ist y„
1 — c

(5)
w»!(io)

'0 dann ist y3 — i0 — ij -|
c
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Bezüglich des Arguments i3 sucht man in einer Tabelle der Bentenbar-

werte oder ihrer Beziproken das zum Wert%0 nächstgelcgeno vorhandene

Argument und benutzt dieses als i'3. Setzen wir nun noch

*3 ü h d, iji y2 A{, y3 y3 — A2,

so hat man, da i[ 0 und yi 0, lür \ i durch Auflüsen des Doppel-
vcrhältnisses nach diesem Argument die Interpolationsformel

hh'!h^2 ,r\% — - (6)
hVAi dy3Al

Die Formel ist anwendbar, gleichgültig ob c< l oder c> 1.

Beispiel:
i0 3%, » 20, c 0,80.

< 2/i 4% d=\%
h 3 % lh 1.34 431 % % - 2,65 569 %

h 3:] % y3 0,68 924 % A2 0,65 507 %.

Einsetzen dieser Werte in Formol (6) und Ausrechnung ergibt

29,47 815
i % 4,543%.

6,48 804
7 7

Auf dem Wego der Iteration mit mehrfacher linearer Interpolation
erhält man genau den gleichen Wert.

i0 4%, n=20, c 1,20.

*l o 2/1 3% <* -5%
4% ,ya -1,471 635% % - 4,471 635%

h 8}3% 7/s - 0,719 416% =-0,752 219%,

30,088 757
0/ 2,698%,

11,171 273

wiederum in Übereinstimmung mit dem durch Iteration gewonnenen
Resultat.
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Gehen wir nun zur Ratenschuld (Scrienanloihe) über, so lautet die

Bestimmungsgleichung für die Rendite bekanntlich

ni
f f0+(l — c) (7)

» — Oh«)

und wir benutzen daher zur Interpolation die Funktion

ni'
iy i0 — i'+ (1 — c) (8)

W~an(»')

Wenn wir nun analog vorgehen wollen wio bei der Zinsenschuld, so

ergibt sich zunächst eine scheinbare Schwierigkeit, denn wenn wir in

Gleichung (8) für i' null setzen, so folgt
0

Vi «o+ (1-c)
0

also ein unbestimmter Ausdruck. Schreiben wir jedoch den zweiten

Tenn der rechten Seite von (8) in der Gostalt

n \
ni'

(i-0)
n—V, (1 + i'V

t

und differenzieren nach der Regel von de l'Hospital Zähler und Nenner

je fur sich, so ergibt dies
n

fl-«) n

1

und wenn wir nun hier i' 0 setzen, so folgt

(1-c)-vt (l~c) Gl-2j ^ n +1
Dies ist insofern auch einleuchtend, als wir ja dio Ratonschuld uns

zusammengesetzt denken können aus n Zinsenschulden in Höhe von° n
des Pariwertes und den Dauern t 1,2, Gilt bei der Zinsenschuld

gemäss (5) für %' 0
1 —c

?/l %Q

n

so muss also bei der Ratenschuld gelten

Vi 'o+ v i°+ (1 —c)
n / \l n \- L
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Wenn wir nach diesem Exkurs die Interpolationspunkte fur die Ken-
ditenbestimmung der Ratcnschuld analog ansetzen wie bei der Zinsenschuld,

so haben wir
2

r, -- 0, mit jjl — 7()-| (l —c)
n I 1

it i0, mit ;/2 (1 — c)
m0

• /
?'o nhis~ mit /y3 i0 —Vi (1 —c)
c n— OL,,-,

und man kann mit diesen Werten wieder Formel ((>) zur Anwendung
bringen.

Beispiel: i0 — 8%, n 20, c 0,80.

%[ Vl 4,90 476% rf-J%
< 3% 2/2 2,04 '259 % A, 2,56 217%

»3 3 J % V, 1,70 748 % Zl2 0,60 511 %,

85,04 445
i= % 5,779%.

6,06 405 /0 /0

Auch dieser Wert stimmt mit dorn durch Iteration ermittelten überein.

Schliesslich betrachten wir noch die Annuitätenschuld (Tilgungs-
Anleihe). Hier hat man die Rendite i zu bestimmen aus der Gleichung

Hn|(i) ««„,(;„)• (10)

Also hat man zum Zwecke der Interpolation die Funktion

^n\{i) /1 1 \y= Al~-C. (11)
a» (>'o)

Troffen wir wieder für i'k, k 1, 2, 0, die bisherigo Argumentonwahl,
so haben wir als Interpolationspositionen

n
0, mit ?/, — c,

o' mit y2 1 — c, (12)

''o ;l1'X TTllt //;} k

c a»in'o)

Auch hier ist Interpolationsformel (6) direkt anwendbar.
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Beispiel:
i0 3%, n 20, c 0,80.

»1 0 yv 54,43 142% d=J%
h 3 % lh 20 % zlx 34,43 142 %

3 J % y3 13,40 432 % 4 6,59 568 %,

4 038,8 876
i= % 5,526%,

730,8 894
7 70

gegenüber einem durch Iteration ermittelten genaueren Wert von
5,549%.

Es wurde vorstehend nur der Fall ganzjähriger Verzinsung
betrachtet. Das Verfahren ist aber mit entsprechender Anpassung auch

für unterjährige Verzinsung und Amortisation anwendbar. Sei m die

Anzahl der jährlichen Zinsraten von nominell. Für die Zinsenschuld
J m

gilt dann bei echter unterjähriger Verzinsung für den Effektivzins i die

Destimmungsgleichung

i=i'+J^c. (18)
m m OnmWm)

oder auch
m(L — c)

t i0 -h
Vim (i.jm)

und als Funktion für die Interpolation hat man dann

m(l — c)
y »o -1 + (I4)

anm\(i'lm)

Somit sind die Interpolationsfixpunkte
1 —c

»1=0, mit yi — i0 -\-
n

to(1 —c)
»2 »0, mit y2 - - (1t

'''lim ((,)/'//(}

»0 to(1 — c)
13~ _, mit y3 i0 — i3-\-

^ 'bim |(i'ä/m)
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Dio Praxis rechnet jedoch im allgemeinen nicht mit echten unter-
jährigen Zinsen. Wird innerhalb des Jahres nur einfacher Zins
verrechnet, so lautet die <j<maue Barwortformel der nachschüssigon Zeit-
rente mit unterjähriger Zahlung 15]

m — 1 / m — 1 \
% +

9
(t — (1 -1-^

1 2 m \ 2 m '

Für die Bestimmung der iiendite einer Zinsenschuld hat man dann
die Gleichung 11 —c

h f > (lö)
m— 1/ >n

an\(i) y- + %

f2 m

und als Funktion zur hyperbolischen Interpolation

V h — i'+ /

1

• (17)
/ m — 1

rtn!(;')( 1 d- ^
olk \ 2m

Hieraus haben wir in analoger Weiso wie vorhin als Fixpunkto der

Interpolation nach Formel (6)

• 1-e
1. 0, mit y. % +

n

1 —c
h V mit Vi j ' (18)

m — 1

anlMy+h 2m

/
^ ^

h ~ i V'i h H +
1

c / m — 1

M3
2m

Beispiel: i0 8%, n 20, m 2, o 0,80.

Höhte linterjährige Verzinsung.

»; o 2/i 4% d J %

i'2 3 % y2 1,337 084 % zlt - 2,062 916 %

H 3 J % j/3 - 0,680 365 % Zl2 0,656 719 %,

o/o 4.531%.
11,521 812

10
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Unechte untorjährige Verzinsung.

h 0 2/i 4% cl 1%

h 3 % 2/a 1,334 307 % 2,665 693 %

^ 33 % 1/3 0,678 527 % z12 0,655 780 %,

29,510100i= ' - -% 4,531%.
6,512 802 /0 /0

Bezüglich der Ratenschuld und der Annuitätenschuld mit
unterjähriger Verzinsung und Tilgung können wir uns nun kurz fassen.

Bei der Ratenschuld dient zur Renditenberechnung bei echter

unterjähriger Verzinsung die Gleichung

i
nm -

1 'in m
+ (1 — c) (19)

m m

oder
nmi

i i0+ (1 —c)
nm a„-,

und die Fixpunkte für Interpolation sind daher

2m
il 0, mit ij{ i0+ (1 — c) -- -

nm+ 1

nm%
h=--\> mlt 1/2 (1 —c) > (20)

%m dmhjiiolm)

• \ > m n
nmil

r3~", mit 2/3 r0 — i3+(l — c) •

C »W —OnrnKü/m)

Hat dagegen die Ratenschuld unechte unterjährige Verzinsung, so ist

ni
» i0 + (l — c) —(21)/ m— 1
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und die Fixpunkto für Interpolation sind

2 m
i1 0, mit 2/1 i0+(l — c)

n 7n+l

ni0
12=V mit y2 (1 c) — - (22)

/ m — 1 \
n — a-,,- v 1 + ?„

rt(,o)V 2m /

- n s

i3 ~ mit y3 i0 —1-3+ (1 — c)
c m— 1 \^ + *3 „1 2 m /

Bei der Annuitätenschuld ist die Bedingungsgleichunj
ditenbestiinmung bei echter unterjähriger Verzinsung

1 1

ig zur Ben-

1

_
1

C

m
an»i|(io/m) — manm~lil>n)> (23)tifiti/ lv i 11; lit; I*IIV

m M

woraus als Fixpunkte für die Interpolation

nm
- —c,

^nm |(i0/m)

1 — 0, (24)

c.
Vtm (i0/;n)

Bei unechter unterjähriger Verzinsung dagegen gilt
/' m —1 \ / m — 1 \

C'«(I + '" !,„ + 2„ (25)

h 0, mit 2/!

12 — V mit

•; *0

c'
mit 2/3

n!(i0) o 2m

woraus als Fixpunkto für dio Interpolation

n
i'i 0, mit 2/i

L m —1 \
+'• 2m /

i'2 i0, mit 1/2=^1 — c, (26)

A m — 1 \
°"«'V1 + " 2„

mit 2/3 — c.
c m — 1 \^M.)( 1+*o-2m
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Es gibt Methoden, welche genauere Näherungswerte liefern, als
das vorstehend beschriebene Verfahren, so insbesondere die erwähnte
Methode von E. Zwinggi [3]. Die hyperbolische Interpolation hat jedoch
den Vorteil, dass sie bei ainortisierbaren Schulden ebenso einfach ist,
wie bei der Zinsenschuld. In letzterem Falle gibt sie zudem ungleich
bessere Resultate als Arbeitsformeln der eingangs genannten Art, bei

nur wenig erhöhtem Rechenaufwand.
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Summary

The hyperbolic interpolation allows to compute the yield of loans as accurately
as needed for all practical purposes provided that the fixed points are chosen
conveniently. The method can be applied for debts repayable at the end of a fixed
period, linearly decreasing debts as well as debts redeemable by annuities.

Resume

L'interpolation hyperbolique permet, avec un choix judicieux des points fixes,
de calculer le rendement des präts de faijon simple et avec une precision süffisante
pour la pratique. La mithode est applicable sans autre aux präts remboursables ä

terme fixe, aux prets amortissables par amortissement constant et aux pröts amor-
tissables par amortissement progressif.

Riassunto

L'interpolazione iperbolica permette di calcolare in modo semplice, scegliendo
opportunamente i punti fissi, il rendimento dei prestiti con una precisions
sufficients per la pratica. II metodo ö parimenti applicabile ai prestiti rimborsabili a
termine fisso, ai prestiti ammortizzabili con ammortamento costante e ai prestiti
ammortizzabili con ammortamento progressivo.
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