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Uber die Eintritts- und Abnahmeintensititen
einer Bevilkerung und iiber das Verhalten der
Bevolkerungsfunktion, insbesondere relativ

stationirer Bevtilkerungen

Von Peter Thullen, Genf

Zusammenfassung

Unter Zugrundelegung zweidimensionaler Ausscheideintensititen g(z,t) wird
zwischen diesen und den Eintritts- und Abnahmeintensititen v(z,t) baw. py(z,t)
einer gegebenen Bevilkerung I.(z,t) die einfache Beziehung v(2,t) = p(,t) — pup(z,t)
aufgestellt. lerner wird die lxistenz einer stabilen Infrastruktur zu gegebener
relativ stationirer Bevilkerung nachgewiesen und ein bereits belcanntes Kriterium
tiir stabile Bevolkerungen wesentlich verschirtt.

Einleitung

Eine Bevolkerung, deren zeitliche Iimtwicklung — von einer eventuell
vorhandenen Anfangsgesamtheit abgesehen — durch Austritte und Neu-
eintritte bestimmt ist, moge in einem Altersintervall [z,,2,] und einem
Zeitintervall [¢,,t,] durch die Bevolkerungsfunktion L(x,t) gegeben sein.

a”

Hierbei bedeutet [ L(xt)dz fir jedes feste ¢ aus [{1,f,] die Anzahl
:1;’

der zur Zeit t der Bevilkerung angehorigen Personen vom Alter

2’ = x=a""). Fernersci N(x,!) die Li(z,l) zugehorige iintrittsfunktion ),
N(xzt) . . . .

und es werde »(a,t) = - —— die Myntrittsintensitil genannt.
]1(.’]),6)

Die Austritte aus der Bevélkerung seien durch geeignete Aus-
scheidewahrscheinlichkeiten bzw. Ausscheideintensititen bestimmit.
Gewohnlich geht man von der einfachen Hypothese einer nur vom
Alter, aber nicht von der Zeit ¢ als solcher abhingigen Ausscheide-

1) Zu obigen Begriffen und. Bezeichnungen siehe auch P. Thullen: Uber den
relativen Beharrungszustand einer Bevilkerung. Mitteilungen der Vereinigung
schweizerischer Versicherungsmathematiker, Bd.58, 1958, Heft2, S.177-196.
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intensitdt g, aus. Iis zeigh sich jedoch, dass die ung interessierenden
Fragen sich nicht nur ganz allgemein unter Zugrundelegung einer
sowohl vom Alter z als auch von der Kalenderzeit ¢ abhingigen Aus-
scheideintensitilt p(x,t) — wie sie bel neueren Untersuchungen heran-
gezogen werden — losen lassen, sondern auch, dass gerade die all-
gemeinen Liosungen einen iiberraschend einfachen und durchsichtigen
Sinn erhalten. Wir legen daher zweidimensionale Ausscheideintensi-
titen p(x,t) zugrunde und konstruieren mit ihrer Hilfe die zugehorige
zweidimensionale Uberlebensordnung oder Uberlebenstliche I(z,t), die
threrseits die notwendigen Verbleibenswahrscheinlichkeiten liefert 1).

Zu je einem festen Geburtszeitpunkt v gehort eine « Generations-
linien: T = t— z = const.; die Generationslinien sind wesentlich zur
Konstruktion und Anwendung der Uberlebensfliche I(z,t) und ebenso
zar Untersuchung des Verhaltens der Bevilkerungsfunktion IL(z,t).
Als Mass der Veriinderung von L(z,t) wihlen wir die Intensitit g, (x,t)
des Abnehmens lings der Generationslinien, welche zu L(z,t) in der
gleichen Beziehung steht wie w(a,t) zu I(z,f).

Die Intensititen v(x,t), w(xt) und pp(x,t) hingen unmittelbar mat-
evnander zusammen, und zwar gilt (Satz 1):

pn(ed) = plet) —rv(x,t).

Aus einer Erweiterung des Beweises dieses Hauptsatzes ergibt sich
ferner eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass bei vor-
gegebenen Ausscheideintensititen u(z,t) ewme Funktion L(xt) eine DBe-
volkerung darstellt (Satz 2).

1) Zum Gebrauch von Intensititen vom Typus u(z,t) siehe etwa H.Cramer
and H.Wold: Mor'ality Variations in Sweden. Skandin. Aktuarietidskrift 1935,
5.161-241. Von neueren Arbeiten sei erwilhnt: If. Kaiser: Statistische und dyna-
mische Rechnungsgrundlagen fiir Pensionskassen. Internat. Zeitschr. f. Versiche-
rungsmath. und statistische Probleme der Sozialen Sicherheit; Genf 1958, Nr.2.
Siehe ausserdem die dort zitierten Arbeiten von I7. Rueff: Ableitung von Sterbe-
tateln fiir die Rentenversicherung und sonstige Versicherungen mit Iirlebensfall-
charakter (Sonderverotfentlichung d. deutsch. Gesellsch. f. versicherungsmathe-
matik, Nr.2, Wizburg 1955) und (7. Wiinsche: Invalidititsversicherung und siiku-
lare Sterblichkeitsiinderung; XVth Intern. Congress of Actuaries, New York 1957.

Auch wenn wir in vorliegender Arbeit uns nicht auf Sterblichkeitsintensititen
-beschriinken, werden wir im iibertragenen Sinne den Ausdruck «iiberleben» und
ahnliche gebrauchen, worunter die Zugehorigkeit oder das Verbleiben zur bzw. in
der Bevolkerung zu verstehen ist.
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Der zweite Teil der Arbeit (§§ 3 und 4) befasst sich mit der Struk-
tur der stabilen und der relativ stationiren Bevélkerungen 1). Indem
insbesondere die letzteren auf stabile Infrastrulcburen bezogen werden
konnen und damit eine explizite Darstellung der Bevilkerungsfunk-
tionen und Fintrittsintensititen relativ stationdirer Bevilkerungen ge-
wonnen wird, werden die in einer fritheren Arbeit begonnenen Unter-
suchungen dieser Klasse von Bevoilkerungen zu einem gewissen Ab-
schluss gebracht. Ferner wird eine wesentliche Verschiirfung eines dort
aufgestellten Kriteriums fiir stabile Bevolkerungen bewiesen (Satz 8).

In der vorliegenden Arbeit wird durchweg die kontinuierliche
Methode verwandt und daher vorausgesetzt, dass die vorkommenden
Funktionen stetig und, soweit notwendig, auch differentiierbar seien.

INHALT
§ 1 DBemeichmmmpen. . « ¢ « ¢ « » # s # 58 5 % 2 5 ® ¢+ ¢« 8 9 & ¢ » 189
§ 2 Hauptsatz iiber Intensitiiten und allgemeine Bedingung fiir die Bevilke-
rungsfunktion L(zt) . . . . . . . . . . . . . ... .. .. 191
§ 3 Sonderfall von der Zeit ¢t unabhiingiger Intensititen und ein Satz {iber
stabile Bevolkerungen . . . . . . . . . . .. ..o 00 194
§ 4 Die stabile Infrastruktur einer relativ stationiren Bevolkerung. . . . 196

§ 1 Bezeichnungen

Die gegebene Bevélkerung und ihre Funktion L(z,t) seien im
Altersintervall [2,z,] und dem endlichen Zeitintervall [¢,,t,] definiert
und dort beschriinkt. ¢ sei die Kalenderzeit und p(z,t) die vom Alter z
und der Zeit ¢ abhingige Ausscheideintensitit, wobei die Ausscheide-
ursache wohl definiert, aber nicht notwendig auf den Tod beschriinkt
sol. w(x,t) sel fiir das Altersintervall z; < ¢ <w und die Zeit-
spanne f, << t <<71' definiert, und es sei stets z, < 2, <z, <o und
h=t <t =T.

1) Zu den Begriffen der relativ stationiren und der stabilen Bevolkerung

siehe P. Thullen, loc. cit. Fine relativ stationiire Bevilkerung ist eine solche mit
zeitlich unveriinderter Altersstruktur, deren Funktion IL(z,t) sich demnach in

'O o ; ;
L(z,t) = @(t) L(z,t,) aufspalten lisst. o(t) = £ ’(t)“ ist die Wachstumsintensitit der

Bevolkerung lings der Zeitachse (f). Ist g(t) = o = const., t; <t =< t,, so liegt
eine stabile Bevolkerung vor.
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Fir einen fest gewihlten Geburtszeitpunkt = ergibt sich eine
Generationshinie v = t—x = const. und auf dieser die Uberlebens-
ordnung der entsprechenden Generation:

— | ulr+ &) db

Uz) = "I(x,) ex.,f ‘

Wihlt man etwa “i(x,) = !, fur alle zuldssigen v (z.B. [, = 100 000),
erhiilt man die zweidimensionale Uberlebensordnung:

T
— [ (&2t & as

Hzt) = lyeq, y By ==y =t T,

Falls die partiellen Ableitungen von [(x,f) existieren, ldsst sich die
Intensitat w(z,t) dureh Differentiieren lings der Generationslinien wie
folgt ausdriicken:

d L(z ) + 1zt
sl = ———In ) = — T B g,
p(z)t) 7 In"Yz) ()

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine der gegebenen Bevolkerung im
Zeitpunkt ¢ zugehorige Person vom Alter x ebenfalls noch im Alter
© +m, d.i. im Zeitpunkt ¢ 4 m, in der Bevolkerung verbleibt, ist gleich
dem Ausdruck:

Uz +m) x+m,t+m)
— = " T =l—1 = ({+m)—(z+m).
I(x) ) oty — )

Wir betrachten nun die Entwicklung der gegebenen Bevilkerung

L(z,t) lings einer Generationslinie T = {—z = const.; dann ist

“I(z) = L(z,v+ %), i 2L 1 =T @y

eine Generation oder Gesamtheit glewchzestiy Geborener (mit dem Geburts-
zeitpunkt 7). Wir definieren, falls L(z,t) = 0,
d L(zt) + L,(z,t)

y(zt) = —— In"L(zg) = ————— ", 7T =t—zx,
als die Intensitit des Abnehmens von L(z,t) lings der Generations-
linie oder — wenn kein Grund zur Verwechslung vorliegt — als Intensitit
des Abnehmens schlechthin der Bevolkerungsfunktion L(x,t). Im Falle
w; >0 liegh ein echtes Abnehmen vor; — u;(z,!) kann man auch die
Wachstumsintenstit von L(z,t) lings der Geenerationslinien nennen.
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§2 Hauptsatz iiber Intensititen und allgemeine Bedingung
fiir die Beviolkerungsfunktion L(x,t)

Zwischen der Bevolkerungsfunktion L(z,t) und ihrer Eintritts-
funktion N(xzt) = N(z,v+x) = "N(z) besteht fiir h >0 lings einer
Generationslinie die folgende Beziehung 1):

zt+h
Im+m—ﬂuﬁi%%@:=15walﬁgmﬂa 2 =i

Differentiiert man bei festem ¢ und 7 beide Seiten nach h, ergibt
sich fiir A0 die Gleichung:

. . Lo (= , :
M@:%W%UMMJ%:MMFJWW+LWW¢WWMA
x

Damit ist fiir die Eintrittsfunktion ein expliziter Ausdruck gewonnen,
der, falls I.(z,) = 0, iibergeht in:

N(wt) = L) [ed) —uglad)],
oder fiir die Eintrittsintensitit in:

v(at) = p(a,t) — pr ().

Iis wurde demnach bewiesen:

Satz 1. Legt man zweidimensionale Ausscheideintensititen u(x,b)
2ugrunde, und bezetchnen v(xt) wnd p(x,t) die zu einer gegebemen Be-
volkerungsfunktion L(x,t) gehirigen Eintrittsintensititen bzw. Abnahme-
witensititen, so besteht, falls L(z,t) # 0, die Bezichung

v(zt) = () —p(z,t). (1)

Die Eintrittsfunktion selbst ist gegeben durch

N(z,t) = Ly(at) + Ly(wt) + Lix,t) u(at)
oder fiiy L(z,t) 5 0, durch
N(z,t) = L(z,t) [i(@,t) — per(20)] . (2)

1) Siehe P. Thullen, loc. cit.
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Da N(z,f) = 0, ist die Bedingung

Li(x,t) + Ly(z,t) + L{z,t) u(zt) = 0, (3)
oder, falls L(z,) & 0, die Bedingung:
) < plad) (3a)

notwendig, damit (bei vorgegebenen Ausscheideintensititen) L(z,t) eine
Beviélkerungsfunktion sei.

s soll nun gezeigt werden, dass die Bedingung (8) auch hinreichend
ist, d.h. dass eine beliebige, in [2,2,], [t,,¢s] differentiierbare und nicht
negative Funktion L(z,), welche dort der Bedingung (3) geniigt, in
den gegebenen Intervallen eine geeignet konstruierte Bevolkerung
darstellt.

Hierzu beachten wir, dass die Anfangspunkte der Generations-
linien, soweit sie dem Alters-Zeit-Bereich {x, < & < =,, t; < ¢ < t,}

angehoren, auf den beiden Grenzlinien {xlg— &= &g, t =14} und
{:1; ey S tg} liegen. Wihlen wir dann als Eintrittsfunktion

N(z8) = Ly(a,t) -+ Ly(z,t) + L(z,t) p(z,8) = 0,

und gehen zugleich von den auf jenen Grenzlinien gegebenen Werten
der Funktion L(z,t) aus, so erhalten wir eine Bevélkerung f‘,(a:,t), die
durch folgende Gleichungen definiert ist !):

a) v =t—a =<t —ax, (die Bevolkerung I(z,) enthiilt Uber-
lebende der Anfangsgesamtheit L(z,t,)):

T

T ) )
Lmf) = o=ttt o= 0y "'"f NS et ™

a4 1

1) Wenn man voraussetzt — wie Verf. das in der vorher zitierten Arbeit getan
hat —, dags alle Eintritte in die Bevolkerung sich auf das Altersintervall [x,,,]
beschritnken und dass die Bevolkerung L(z,t) sich nur aus Uberlebenden dieser
Eintritte und den einer eventuell vorhandenen Anfangsgesamtheit IL(xz,t,),
z, = ¢ =< z,, zusammensetzt, so muss unter der Voraussetzung der Stetigkeit
von N(z,t) und L(z,t) die Bevolkerungsfunktion L(w,t) auf der ganzen Grenzlinie
T= 1, b, <t =t, verschwinden. In vorliegender Arbeit gehen wir von einer
allgemeineren Voraussetzung aus und lassen auf @ = x, auch nicht verschwindende
«Anfangskontingente» der dort beginnenden Generationen zu. Dies hat zur f'olge,
dags bei einer in [z,,2,)], [t1,ts] vorgegebenen Bevolkerung auch jede iiber einem
Teilintervall [2',2'], @, < &' << 2" < w,, gelegene Teilbevolkerung eine die all-
gemeinere Voraussetzung erfiillende Bevilkerung ist.

Samtliche in jener fritheren Arbeit bewiesenen Aussagen gelten, mutatis
mutandi, auch fiir den allgemeineren Bevolkerungsbegriff.



oder (&= t—a): z
. - . I(x) . () "
Linl) = “L{z) = “L{t;—1)- u, e + | N(&) TVZ(E)HS .
b) v = b =t —, e
. . Wx) | )
T R G2 N T " dE
L(zt) = "L(x) = "L(x,) U | ] (£) G
Wir wollen beweisen, dass L(z,t) = L(z,t).
Zunichst gilt @berall in [z,25], [fpla], (T =1t—2):1)
T T Il,(m”) T _TT ! T rl’(a’)

Bildet man daher die Differenz:
fla,t) = I:(;c,t)——L(-Jc,t) = *f(x) = L(x) —L(x), T = {—u,
80 geniigt “f(z) lings jeder Generationslinie der Differentialgleichung:

V) _
) =)~ =0

Die allgemeine Lésung dieser Gleichung ist
) = "U(@) A7),
wobel A(z) == A(t—=x) eine nur von 7 = t—x abhiingige Grosse ist.
Es ist nun L(z,) = I(z,t) — und demnach "f(z) =0 — in allen
auf den Grenzlinien {z; < & <@, t =1t} und {z =u, t, <t <t}
liegenden Anfangspunkten der Generationslinien 7 =#—x. Da in diesen
Punkten *I(z) -~ 0, muss A(z) in denselben und damit aut dem vollen

Stiick jeder (ienerationslinie, soweib es in @, << & < xy, t; <t < ty
verlduft, verschwinden und daher dort auch "f(z) = 0 sein. Da dies fiir
alle zulissigen 7 gilt, ist L(x,t) = L(z,b) inganz 2, S s < ay) t, <t <,
Ww.z.b.w.

Zusammenfassend gilt

Satz 2. Bedeuten L(x,t) die Funktion der Allersverteslung einer in
[21,,], [ty,t,] definderten Bevolkerung und u(z,t) die zugrunde liegende
Ausscheideintensitiit, so st diberall:

Li(zb) 4+ Ly(x,t) + L(xt) p(x,t) = 0, (3)

oder fails Lizti =208 - ud) < uled) . (3a)

) Hlerzu sishe auch Seite 191.
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Erfillt wmgekehrt eine beliebige, in [21,2,), [b,ts] differentiierbare
und micht negative 'unktion L(x,f) die Ungleichung (3) (wnter Zugrunde-
lequng fest gegebener Ausscheideintensititen u(x,t)), so stellé L{x,t) dort
ewne geergnet konstruterte Bevilkerung daor.

B interessiert zu wissen, dass unter der Voraussetzung der Dif-
ferentiierbarkeit die Bedingung (3) mit der elementaren, jedoch als
Kriterium schwer zu verwendenden Bedingung

z+h t+h
Lt h b4 h)— Lz EH Rt h)

—_l(a;,it) -
h>0, 3 e<es+h< a2, HStE<t+hZ 1,

dquivalent 1st, so dass also auch diese Bedingung notwendig und hin-
reschend 1st, damat L(z,t) eine zuldssige Bevolkerungsfunktion des Alters ©
und der Zeit ¢ ser (bei fest gegebenem I(z,t)).

§ 3 Sonderfall von der Zeit ¢ unabhingiger Intensititen
und ein Satz iiber stabile Bevilkerungen

Wir wollen den Fall untersuchen, in welchem beide Intensitéts-
funktionen »(z,f) und g(z,t) — und damit nach Satz 1 auch p,(x,t) -
nur vom Alter x, nicht aber von der Zeit ¢ abhéngen; es sei also ins-
besondere eine einfache Uberlebensordnung [(z) = [ zugrunde gelegt.

Die Voraussetzung, angewandt auf eine gegebene Bevilkerungs-
funktion L(z,f) = "L(z), (v =t—x), ergibt:

d
— ——In"L{z) = p;(2)
dx

und damit, dass “L(z) = L(a) = B(z) h(x).
Dies besagt, dass je zwei Generationen "L (z) und ™L(z) itber einem
gemeinsamen Altersintervall (2',2"') die gleiche relative Altersverteilung.
haben. Eine derartige Bevilkerung ist nicht mit einer relativ stationéren
zu verwechseln, in welcher die Gesamtheiten der gleichzeitrg Lebenden
dieselbe relative Altersverteilung besitzen. Allerdings besteht zwischen
den beiden Klassen von Bevilkerungen ein gewisser Zusammenhang,
den wir im folgenden aufweisen werden.
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Die relative Gleichverteilung nach Alter auf den Generations-
linien 1st, soweit es sich um relativ stationire Bevolkerungen handels,
charakteristisch fiir die stabilen Bevolkerungen. liine solche lidsst sich
n einer «verallgemeinerten geometrischeny Normalform darstellen 1)

A(z,t) = pelt—t1) 16 g(x) = pelt=t1) Lgz), T=t —z,

wobei g(z) eine nirgends abnehmende Funktion ist. Hieraus folgt un-
mittelbar, dass neben der Unverinderlichkeit der relativen Alters-
Verteilung der gleichzeitig Lebenden auch die relative Altersverteilung
der Gesamtheiten gleichzeitig Geborener — soweit sie im Gebiete
[wl,xg], [£1,t;] verlaufen — konstant ist. Umgekehrt ist leicht zu sehen,

ass eine Bevolkerung mit dieser zweifachen Eigenschaft, d.h. eine
Bevﬁlkerung A(z,t), die in dem gegebenen Alters- bzw. Zeitintervall
der Doppelgleichung (7 = t—):

A(zt) = D7) h(x) = @(t) L(z,1)

sentgt, notwendig stabil ist. Hierzu genigt sogar die schwiichere Vor-
Aussetzung, dass A(xt) in [2,3,], [§,ts] relativ stationir sei (also
A(@,t) = g(t) L(x,ty)) und die Gleichung A(z,t) = ®(x) h(z) in einem
festen, aber beliebig kleinen Teilintervall [2',2"], ») < o' < 2” < g,
und fir alle ¢, t, =< t < t, erfillle. In der Tat besteht dann zwischen
?() und D(z) = D(t—x) eine Beziehung vom Typus:

pt) (z) =D(t—=), P’ Sz <a”, t, <t

IA

ty.

Difterentiiert man beide Seiten auf einer Gienerationslinie nach dem
Parameter g (x =z, t = 7+, T = const.), so erhdlt man:

p(t) (@) + ¢'(1) [(x) = 0.

Falls weder ¢(t) noch f(z) identisch verschwinden, ist dies nur

moglich, wenn (p’(t) L f’(l)
o) @)

also inshesondere, wenn -
, We P(l) = o1,

- = const. = p

d.h. wenn A(z,t) eine stabile Bevilkerung ist.

1) Biehe P. Thullen, loc. cit.
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Es wurde demnach der folgende Satz bewiesen:

Satz 2. Ist die Bevilkerung A(z,t) in [2,,2,], [£,t] relativ stationdr 1)
und 1st ausserdem die Eanirittsintensitiit in einem festen, sonst aber be-
hebig kleinen Tedlintervall [, 2] von [@y,2,) fiir alle t, ¢, < t < t,, eine
rewne I'unktion von z, so st A(x,t) stabil on ganz [x,,2,], [t,,ts]-

Dieses Iirgebnis i1st eine Hrweiterung eines fiir den Sonderfall
einer in [2',2"] identisch verschwindenden Eintrittsintensitit bereits
bekannten Satzes 2).

Iis sei noch bemerkt, dass die einer stabilen Bevdlkerung
A(z) = =l L e g(a), () 2 0,
zugeordneten Intensititen durch folgende Ausdriicke gegeben sind:
«) Intensitit des Abnehmens:
Ag+dp b g'(@
AL, g

Im iibrigen erinnern wir, dass die Wachstumsintensitiit von A(z,t) in Rich-
tung der Zeitachse durch g gegeben ist.

pa(xt) = pq(e) = —

b) Lintrittsintensitit: Da u, = — ,’x , ergibt sich nach Satz 1:
e
)
g9 (@) _ g

ol = 9a) = g(.l:) =

§ 4 Die stabile Infrastruktur-
einer relativ stationéren Bevilkerung

Im vorliegenden Abschnitt legen wir wieder eine einfache Uber-
lebensordnung I, zugrunde, da nur so der relative Beharrungszustand
oder die «Stabilitiity einer Bevolkerung einen unmittelbaren Sinn
haben. Die Kintrittsintensititen der vorkommenden Bevolkerungen —
soweit diese nicht stabil sind — mogen jedoch im Prinzip von x und ¢
abhingen. Wenn mehrere Bevolkerungen miteinander in Verbindung
gesetzt werden, so soll die zugrunde liegende Uberlebensordnung fiir
alle dieselbe sein.

1) Fiir eine relativ stationidre Bevilkerung setzen wir stets u(z,t) = u, voraus.
%) Siehe P. Thullen, loc. cit.
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Vorgegeben sei eine in [2,,2,], [£;,ts] relativ stationire Bevélke-

tung L(x,t). Nach Definition ist:
Lizt) = o) Lz,
Bs ist L(x,t) + 0 in ganz (x,,x,), es sei denn, L(x,t) verschwinde iden-
bisch tiber cinem Teilintervall [#,2,], wobei dann das Intervall [z,,z, ]
zu Grunde gelegt werde. Wir nehmen ferner an, dass die Wachstums-
SR o'(f) . )
Intensitéit in Richtung der t-Achse, o(t) = , In [24,24] beschrinkt
se1 (p(f)
1.

Es geht uns zunéchst darum, eine explizite Darstellung von La,t,)

Zu erhalten. Hierzu machen wir den Ansatz:

L(zt) = l,e " g(z), g(z) = 0,

Wwobel — wie bei einer stabilen Bevolkerung — die Funktion g(z) so
bestimmt werden soll, dass sie in [z,,z,] nirgends abnehme. Um zu
zeigen, dass dies moglich ist, differentiieren wir den Logarithmus beider

Seiten nach z und erhalten:

Lat) L @

Lizt) L ° g
Die Ableitung ¢'(z) ist iiberall in [2,z,] grosser oder gleich Null (und
damit g(z) nirgends abnehmend), falls o so gewihlt wird, dass

(: I
Lm(x,tl) - a" _}_ 0 z 0; xl é H 1‘2 .
L{x,t,) L,

Liet) L
Lix,t

|

-— % in [#,,%,] nach unten be-

Dies ist stets moglich, wenn ) Z
"1 z

schriinkt ist. Da nun nach Satz 1

Ly+L, L ') I,
gl ) . ET T TE B e s
il gl == I i + o) = W, L
sein muss, ist L L ‘(¢
L ;_,,(p ),:_ ()’
L (t)

d.h. gemiiss der iiber o(f) gemachten Voraussetzung ist die linke Seite
Nach unten beschrinkt, und zwar im abgeschlossenen [2,,2,]- Obige
Bedingung ist daher erfiillt und somit stets ein konstantes o mit der
gewinschten Kigenschaft bestimmbar.
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Fiir eine gegebene relativ stationire Bevilkerung kann ¢ inner-
halb gewisser Grenzen beliebig gewihlt werden. Unter den zulissigen
Werten von p gibt es ein kleinstes g, und zwar ist p gleich der oberen

i L, 1| . W :
Grenze von — --L’T-—fzx in [z,,2,). Da andererseits
L, 1, ‘(¢
LoLl T el
gilt zugleich: ol) =5, L<t<t,.

o hingt nur von der Altersstruktur der Bevilkerung ab und ist das-
selbe fiir sémtliche relativ stationéiren Bevolkerungen, die innerhalb
(2,25, [£1,t5] die gleiche Altersstruktur besitzen. In der Tat, ist L(x,f)
die Funktion einer zweitenin | x|, z,], [¢,,t,] definierten relativ stationdren
Bevolkerung der gegebenen Altersstruktur, so ist L(a,t) = w(t) L(x,f)

und daher o , ’
l Lizt) I, Lxzt) I

Lzt

Lt

so dass beide Seiten dieselbe obere Grenze ¢ besitzen. Bezeichnet schliess-
lich A = e?"=1 ] ¢72% g(x) eine #u o gehorige stabile Bevilkerung mit
der gegebenen Altersstruktur, so ldsst sich leicht beweisen dass

o) —e = —p () + pz(2.l) , (4)

y

so dass also die Beziehung o(t) = o auch —pu; = —u; zur Folge hat.

Zusammenfagsend gilt:

Satz 4. Zur Klasse aller in [x,25], [£1,t4] relativ stationdren Bevilke-
rungen gletcher Altersstruktur ¢ibt es stets emne der Klasse angehirige
stabile Bevilkerung: _ _

Alat) = 7 e g(x), (5)
so dass die Wachstumsintensutit vrgendeiner Bevilkerung der Klasse in
jedem Zevtpunkt t aus [t1,t,] grisser oder glewch der Wachstumsintensitit
von A(x,t) ist; hierbes kann die Wachstumsintensitit sowohl auf die Zeit-
achse wie auf die Generationslinven bezogen werden.

Wir nennen A(x,t) die stabile Infrastruktur der Klasse; sie ist bis
auf einen konstanten multiplikativen aktor eindeutig bestimmdt.
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Zugleich mit Satz 8 wurde folgendes bewiesen:

Bolgerung 1. Die Funktion L(x,t) der Altersverteilung einer relativ
Stationdren. Bevilkerung lisst sich stets in der Form:

Limt) = ()l e g(z), ==y, ¢ =t <1,

schresben, wober g(x) eine nicht negative, nirgends abnehmende Funktion
ist. o kann beliebig grosser oder gleich o gewihlt werden (mit dem
entsprechenden g(x)).
Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, dass die zar Infrastruktur
A, gehorige Kintrittsintensitit

i@ D)L
) = (m) l/i(a,t) L e

sich dadurch auszeichnet, dass ihre untere Grenze gleweh Null 1st. Tst
umgekehrt bei einer stabilen Bevolkerung die untere Grenze der Fin-
brittsintensitiit gleich Null, so handelt es sich stets um die Infrastruktur
der zugehorigen Klasse relativ stationdrer Bevolkerungen.

Bezeichnet man mit »(z,f) und »(x,t) die zu L(zt) baw. Az, )
gehorige intrittsintensitit, so ist nach Satz 1

v(w,d) = v(@l) — pr(@,t) + pa(et)
und es ergibt sich aut Grund von (4):

Folgerung g 2. Die Ilintrittsintensutit einer relativ stationdren Bevilke-
’WLU Li(a,t) st gleich der Duntrittsintensitit der zugehorigen stabilen
Infrastrulstur A(x,8) vermehrt wm die Differenz der Wachstumsintensi-

tdten in Richtung der Zeitachse:
(@) = v(at) +o(t) —o.

I5s sei noch auf eine letzte Tatsache hingewiesen: die in Satz 8 ent-
haltene Aussage besagt unter anderm, dass der Auswahl der Zeitfunltion
P{), die 2u einer relativ stationdren DBevilkerung L(zl) = @(t) L(z,t))
von gegebener Altersstruktur gehort, bestimmte Grenzen gezogen sind. B

muss p(t) = (p((:)) = p sein, wobei — wie schon gesagt — die Intensitit 0
P

der stabilen Infrastruktur unabhiingig von ¢ und eindeutig durch die
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gegebene Altersstruktur bestimmt ist. Falls insbesondere ¢ = 0, muss

"(t
(p((,f))' = 0 und damit auch ¢'() = 0 sein, d. h. @(f) selbst ist dann
(7)

eine nirgends abnehmende I'unktion. Andererseits ist jene Bedingung:
’
¢'(t)

(t)‘ = p die einzige, welcher die positive ['unktion ¢(t) geniigen muss.
@

Résumé

Se basant sur les taux instantanés de mortalité & deux dimensions u(z,t),
Pauteur construit entre ceux-ci et les taux instantanés d’entrée v(z,t) et d’élimination
pr(z,t) d'une population donnée I.(z,t) la relation simple v(z,t) = u(x,t) — pr,(x,t).
En outre il démontre I'existence d'une infrastructure stable pour une population
donnée et relativement stationnaire et il renforce de fagon importante un critére
déja connu pour une population stable.

Summary

Taking bidimensional forces of mortality u(z,t) as a base one can establish
between these and both forces of entrance and of elimination, i.e. v(z,t), resp.
np(z,t) for a given population L(z,t) the simple relation v(x,t) = u(z,t) — pr(z,t).
I"'urther the existence of a steady infrastructure for a given and relatively stationary
population is proved and a known criterion for a steady population is substantially
enhanced.

Riassunto

Basandosi sui tassi istantanei bidimensionali di mortalitd w(z,t), 'autore
costruisce fra questi e i tassi istantanei d’entrata »(z,t) e di eliminazione uy(z,t)
di una data popolazione L(z,t) la semplice relazione v(x,t) = p(x,t) — ur(z,t).
Inoltre dimostra lesistenza di una infrastruttura stabile per una data popolazione
relativamente stazionaria e rinforza sostanzialmente un criterio noto per una
popolazione stabile.
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