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Sur les fondements de l'actuariat et plus generalement
des applications des probabilities

Par Luden Feraud, Geneve

Pour autant que les propositions des ma-
th6matiques se rapporteront ä la r6alit6 elles

ne seront pas certaines et pour autant qu'elles
sont certaines elles ne se rapporteront pas i\
la r6alit6. Einstein

Resume

Les fondements des applications des probability ont toujours 6t6 l'objet
0 Stüdes et möme de controverses auxquelles ont participö philosophes, mathy-
fiaticiens, techniciens de diverses specialisations. L'auteur reprend d'abord, en la
d6veloppant, la presentation introduite dans deux articles anterieurs. En partant
d une «experience» et de la distribution associee £t ses resultats, on ne peut obtenir
une conclusion ayant un interet pour la conduite de l'experimentation qu'en ayant
recours - explicite ou implicite - ä la «convention terminale de Cournot». Celle-ci
doit etre 6noncee avec precaution et accompagnee de sa «regle d'application».

De la convention de Cournot peut etre tir6 le principe de Bernoulli et par
suite la definition de la «valeur d'une operation aieatoire».

La convention et le principe sont l'objet d'un examen critique qui fait une
place aux objections qui leur ont 6te opposees.

Dans une troisieme partie, sont de nouveau considers les arbitraires qui
Wterviennent dans la convention de Cournot et il est montr6 que la connaissance
c'e ceux-ci equivaut a la connaissance des «regies empiriques» auxquelles font
aPpel toutes les techniques. Ainsi apparait la possibility de transmettre par une
ui6thode rationnelle les regies empiriques consid^r^es souvent comme le produit
d une accumulation individuelle d'exp6riences antyrieures qui ychapperait a toute
analyse et serait par suite essentiellement intransmissible.

Des exemples montrent que ces considyrations ypistymologiques ne sont pas
ßtrangiires au domaine de l'actuariat mais qu'on les rencontre immydiatement d£s
lue Ton s'interroge sur la valeur et la portee des mythodes classiques.

L'actuariat peut paraitre, ä premiere vue, un recueil de fonnules
lui auraient la propriete, magique, de s'appliquer ä l'assuranco. On dit

l'on enseigne que ces formules sont fondees sur le calcul des probabilites

et, pour preciser un pen, sur la loi des grands nombres. Quelque
reflexion appuyee sur une connaissance elementaire de la theorie des

Probabilites montre que tout n'est pas dit en si peu de mots. On arrive
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vite a mettre en cause l'application des probability non seulement a

l'actuariat mais encore s\ toute activity, a toute experimentation, en
d'autres termes on est conduit ä etudier les fondements des applications

des probability. Ces fondements out ete l'objet de nombreuses

analyses - dont nous rappelons qiielques-unes - et meine de nombreuses

controverses. Nous voudrions montrer que l'etude de ces fondements
n'a pas seulement un interet epistemologique, ou meine philosophique,
mais qu'elle peut avoir des repercussions sur le domaine ossentielloinent

pratique qu'est l'actuariat.
Le calcul des primes comme le calcul des reserves mathematiques

ne sont autre chose que des calculs d'esperarices mathematiques. Nous
montrerons que le recours ä l'esperance mathematique trouve sa justification

dans le «principe de Bernoulli». On remarque toutefois que le

principe de Bernoulli conduit a un jeu equitable et par suite interdirait
a toute personne de souscrire une assurance qui est toujours un jeu
inequitable. Un raisonnement du a Daniel Bernoulli permet de sortir
de cette difficulty en introduisant la notion d' «utilite».

Du point de vue de l'assurour le principe de Bernoulli n'est pas
süffisant: il faut de plus que l'assureur n'ait pas ii craindre des ecarts
qui mettraient sa tresorerie en difficulte. Le probleme de la «ruino du

joueur» montre preciseinent que si le jeu est equitable, le joueur courra
ii sa ruine s'il joue indefiniment (la probability de mine tend vers 1

lorsque le nombre des parties augmente indefiniment,). Ainsi d'un cöte
l'assure devrait oxiger que le jeu soit equitable et de l'autre l'assureur

ne peut accepter qu'un jeu inequitable en sa favour. Cot apparent
paradoxe se resout.facilement et l'assureur devra s'arrangcr pour que
sa probability de ruine - dont la definition doit etre precisee - soit
suffisainment petito pour qu'il puisse la considerer comme nulle en

appliquant la «convention de Cournot» qui lui pennet d'exclure, de

l'ensemble des possibles, l'eventualite de la ruine.
Ces deux fondements principaux, convention de Cournot et principe

de Bernoulli, etant rappeles nous serous amenes, parnotre analj'se
du raisonnement probabilitaire, ä serrer de plus pres la pratique en

envisageant les regies empiriques qui constituent une part important^
de la technique do l'actuariat comme do toute technique. Nous nous
eft'orcerons de montrer que ces reglos, qu'elles soient administratives,
commerciales, financieros, ne sont souvent en derniere analyse que des

applications de la convention de Cournot ou du principe de Bernoulli.
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Nous no cborcherons pas a les enoncer systeinatiquemont en ternios
probabilitaires - ce qui serait fasticlieux et souv'ent sans interet - mais,
en sens inverse, nous essaierons de montrer que ces regies ponnettent
do preciser les indeterminoes qui subsistent dans la convention de
Cournot. II peut toutefois y avoir un grand interet i\ donner de l'une
on 1'autre de ces regies un enonce probabilitaire lorsqu'il s'agit de les

comparer ou de les discuter en vue de les rendre plus precises. lilnfin et
surtout ces regies n'apparailront plus comme le resultat d 'une experience
individuelle intransmissible et 1'on disposera d'une inethode rationnelle
pour conserver et propager ce qu'ont appris de noinbreuses experiences
anterieures.

Le present travail ne vise pas a epuiser l'etude des fondements
des applications des probabilites mais seulement ä indiquer une voio
par laquelle eile parait pouvoir etre approchee. Et, encore dans cette
voie, qui sera strictement limitee par diverses restrictions, il ne s'agira
ici que des deux etapes qu'il parait opportun de considerer tout d'abord,
l'une etant la convention de Cournot, l'autre le principe de Bernoulli.
Ce n'est que lorsque ces positions auront ete conquises et consolidees
que l'on pourra aborder l'etude, beaucoup plus subtile, des problemes
d'un autre type, ceux qui relevent de l'inference statistique.

I.

La convention terminale de Cournot

Depuis quelques annees on trouve frequemuient mention dans les
recherches sur les principes et les fondements des probabilites *) du
principe ou du paradoxe de Cournot on encore de Buffon-Cournot.

') L'our ne citer <[ue <[uek[ues asivres colleotives:
i) lOnquöte internationale relative ä l'estimation statisli<jue des paramelres.

Proceedings of the International statistical conferences. Vol. III. Part A.
International statistical Institute. Washington 1947.

h) Dialectica vol. ;i, n° 9/10, en particulier p. 09.
ui) Actes du Oongres international de Philosophie des sciences (1949). Rapport

general sur les travaux de la section du Calcul des probabilites par Maurice
Pr6chet. (Ce rapport est reproduit pp. '205-241 dans l'ouvrage du m§me auteur
publiee aux Presses Universitaires de Prance, Paris, sous le titre «Les inatlif>-
matiques et le concret».)

üb) Quatriöines entretiens de Zurich 1959. Dialectica n03 2S, 29 et 30.
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D'autre fois, la meme substance est donnee sans etre designee par un
nom d'auteur. De tout ceci il resulte d'une part que les probabilistes
ne sont pas tons convaincus de l'interet de recourir t\ un principe ayant
en substance le contenu dont il s'agit et d'autre part que parmi ceux
qui sont favorables it son adoption des divergences subsistent quant k

son enonce x).

Ayant pour ma part, dans un article 2) paru en 1948, fait appel
un enonce du meme principe - sans le designer par un nom d'auteur -

et ayant touche k quelques-unes des difficultes que souleve son
application je m'efforce, dans le present travail, de reprendre l'examen de

la question, d'analyser plus coinpletement les modalites d'application
du principe notamment en precisant les precautions qu'il est indispensable

de prendre. J'aboutis & un enonce different il peine de celui que
j'avais ecrit dans l'article precedent, mais je lui adjoins une «regle

d'application» et j'appelle le tout la «convention terminale de Cournot».

1° Preliminaires

Dans les Principes de la philosophie, quatrieme partie, n03 205

et 206, Descartes distingue deux sortes de certitude et definit l'une
d'elle en ces termes: «La premiere est appelee morale, c'est-ä-dire
süffisante pour regier nos mceurs, ou aussi grande que Celles des choses

dont nous n'avons point coutume de douter touchant la conduite de

la vie bien que nous sachions qu'il se peut faire, absolument parlant,
qu'elles soient fausses.» Dans cette phrase on voit dejli apparaitre l'idee

qu'une conclusion peut etre fort utile tout en etant fausse, «absolument

parlant»; on sait, et on verra dans la suite, qu'il en est ainsi des

conclusions que l'on tire des raisonnements probabilitaires 3).

La valeur des conclusions probabilitaires n'a cesse d'etre un objet
de preoccupations pour les probabilistes. II suffit ici de citer quelques
noins bien connus d'auteurs qui ne sont pas recents: Jacob Bernoulli
(1654-1705),Nicholas Bernoulli (1687-1759),DanielBernoulli(1700-1782),
Bayes (decede en 1761), Buffon (1707-1788), Hume (1711-1776), Laplace

1) Voir plus loin pp. 79-80.
2) Revue de M6taphysique et de Morale, avril 1948, pp. 113-138, voir en

particulier p. 122.
3) L'adjectif probabilitaire sera constamment employ^, par exemple l'ex-

pression «raisonnement probabilitaire» est mise pour «raisonnement fond6 sur les

probability».
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(1749-1827), Cournot (1801-1877). Dans leurs oeuvres revient constain-
ment l'analyse de la notion de probabilite et de son utilite; la discussion
de «paradoxes» est symptomatique d'imperfections dans l'expose de la
theorie.

Au XXe siecle on a reussi t\ etablir le calcul des probabilites sur une
base axiomatique: les promoteurs ont ete d'une part von Mises (Kollek-
tivtheorie) et d'autre part Kolmogoroff.

L'axiomatisation de la theorie des probabilites a montre que les
difficulties auxquelles on s'etait achoppe n'etaient pas du domaine des

mathematiques puisqu'il etait possible de construire d'une maniere
parfaitement coherente une theorie mathematique des probabilites. En
depit de ce resultat fondamental la question etait loin d'etre resolue.
Pendant le meme temps la statistique:) avait progresse notamment
pour s'appliquer aux cas ou le nombre des observations est petit et par
suite de nouveaux doutes surgissaient, de nouvelles discussions etaient
entamees, une theorie de 1'«inference statistique» prenait naissance.
On fut ainsi conduit it introduire une nouvelle axiomatique dont le point
de depart se trouvait plus pres des applications pratiques: les travaux
poursuivis dans cette direction sont l'objet d'une analyse approfondie
dans le livre de Leonard-J. Savage2), qui en donne egalement une riche
bibliographie.

Cet aper<ju fort sommairo apporte pleine confirmation a une des
conclusions de A.Lalande3).

«La notion de probabilite reste done une des plus obscures et des
plus mal definies au point do vue du rapport entre la logique et la
pratique.»

En si peu de mots on ne saurait mieux resumer la difficulte essentielle

qui preoccupe les probabilistes depuis plusieurs siecles.
II peut etre interessant de remarquer que la meme difficulte se

manifeste sous une autre forme si Ton propose de rechercher ce qui
caracterise l'objet des raisonnements probabilitaires. H.Poincare4) a

') II parait impossible, et, de plus inutile, de distinguer les applications des
probability de Celles de la statistique; elles seront done conjointement l'objet du
present travail.

2) The foundations of Statistics. Wiley, New York 1954.
3) Vocabulaire technique et critique de la philosophic. Cinquieme Edition.

Presses universitaires de France, 1947: a Particle «Probability».
4) Calcul des probability, Gauthier Villars, Paris 1912, 2e Edition. Voir l'ln-

troduction.
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cherche la definition du hasard dans la petitesse des causes, c'est-a-dire
dans une disproportion entre l'effet et la cause on meme dans la multi-
plicite des causes ou encore dans une division du monde en tranches

que la faiblesse de notre esprit impose tnais que la realite ne respecte

pas; H.Bergson1) voit dans le hasard l'entree en jeu d'un interet
humain; pour J.Piaget et B.Inhelder2) le hasard est essentiellement
irreversible. Ces divergences montrent bien, de nouveau, que la question

est delicate, que le sujet n'est pas epuise et nous aurons ä, y revenir.
11 ne faudrait pas que ce qui precede puisse donner l'impression que

l'etude des fondements de la statistique n'a qu'un interet philosophique,
epistemologique et n'a pour but qu'un expose plus satisfaisant ä

1'esprit, peut-etre meme qu'une presentation plus elegante3).
Frechet4) fonnule en ces termes la question que 1'on ne peut raan-

quer de se poser:
«Comment expliquer la vitalite, la puissance de cette theorie quand

on la voit s'edifier sur une base si contestee, si fragile, ou l'on ne s'ac-
corde meme pas sur la signification de ce que l'on calcule?»

II ajoute immediatement:
«C'est lit une question qui ne peut manquer de frapper le grand

public mais qui ne devrait surprendre aucun philosophe, aucun cher-
cheur. h'un et l'autre savent quo si les resultats des sciences sont solides
leurs fondements sont partout sujets aux plus violentes critiques.»

II est clair que les «usagers» de la statistique, ceux qui ont pour
mission d'en tirer des applications n'ont pas en principe it se soucier
des discussions sur les fondements. II me semble toutefois que les

applications des probability sont souvent si simples, d'apparence si intuitives,

si intimeinent melees a la recherche scientifique et meine it la
vie de tons les jours que les divergences sur les fondements se reper-

') Les deux sources de la morale et de la religion, Pditions Ökira, Genöve, p. 142.

2) La genöse cle l'idöe de hasard chez l'enfant. Presses universitaires de Prance,
1951. Chap. X. Conclusions.

3) II n'en reste pas moins qu'une des difficultes majeures de cette 6tude tiont
ä ce qu'il n'est guöre possible de distinguer ce qui n'a qu'un intüret purement peda-
gogique de ce qui, touchant aux bases scientifiques, peut avoir des repercussions
pratiques, conduire i\ des nouvelles applications et ameliorer Celles <|ui sont dejä
pratiqu6es.

'*) Les math6matiques et le concert. Presses universitaires de Prance, 1955,
p. 157. Voir aussi tout le chapitre II de cet ouvrage consaer6 au calcul des
probabilites et ä ses applications.



cutent jusqu'au stacle dos applications pour engendrer ce sentiment bion
connu d'insecurite, de doute, de scepticisme qui se manifeste si frequem-
raont a l'egard de la statistique. 11 n'y a pas si longtemps que Ton
prönait encore le «flair du statisticien» et l'on n'a pas renonce ä faire
appel au sens commun. Je crois que le recours a des factours vaguos
est une gene plus ou moins consciente pour la plupart de ceux qui out

se servir de la statistique, surtout lorsqu'ils s'en servent au niveau
des applications eleinentaires.

II y a plus encore. Le prodigieux developpement des applications
des probability depuis quelques dizaines d'annees n'est pas alle sans
soulever des discussions, des polemiques, sur la validite de tolle ou telle
methode nouvelle1). On pout meine dire que la signification qu'il con-
vient d'attribuer h certaines de ces niethodes ne saurait etre exposee
sans que soit precise le point do vue que Ton adopte quant aux fonde-
ments: telle conclusion exacte peut devenir fausse si Ton deplace le
point de vue. On ne saurait trop preciser les conditions et les limites
dans lesquelles uno methode est applicable surtout lorsque ceux qui
1 appliqueront n'auront pas ü connaitre toute la t-heorie qui la justifie -
ce qui est lo cas le plus frequent.

Le plus souvent l'etude des fondenients se eonfond avec la
recherche de la ineilleure maniöre de definir la probabilite. On sait que
cette recherche a donne lieu i\ de nombreux travaux2) dont l'aboutisse-
ment actuel est la coexistence de differents points de vue (objectif,
subjectif, necessaire) entre lesquels chacun parait libro de se decider
soit pleinement soit avec des nuances et des reserves.

N'ayant pas l'intention de traiter de la definition do la probabilite
f ne me parait pas indispensable de faire de prime abord 1111 choix entre
les differents points de vue et je vais in'efforcor au contraire de montrer
due ce choix peut etre differe.

En d'autres termes je voudrais montrer que Ton peut conduire
1 etude des fondeinents des applications des probability de telle sorte

') Of. Savage, loc. cit. p. 1.

-) Avec les ouvrages do FiAchel el Savage d6ja cites voir de nombrouses
publications de de Finetti el en particulier: La provision: ses lois logiques, ses sources
subjectives. Annates de l'Institut Henri Poincare, vol. VIT, 1937, pp. 1-68. - Le
vrai^ et le probable. Dialectica, Zurich, vol. 3, n° 9/10, pp. 78-9'2. - Recent
suggestions for the reconciliations of theories of probability. Proceedings of the Second
(1950) Berkeley Symposium on Mathematical statistic and Probability (J. Xeyman
editor), University of California Press 1951, pp. l217-'2'2(i.
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que toute discussion subtile sur le concept de probability soit repoussee
in fine et par consequent ne presente plus toute l'importance qu'il faut
necessairement lui attribuer si on l'aborde au point de depart.

2° Experience et ensemble probcibilise

L'objet du present travail n'etant ni la theorie des probabilites
ni un quelconque des chapitres de la statistique mais le passage de

ceux-ci aux applications nous nous placerons de prime abord dans le

cadre de l'experimentation ce qui veut dire que Ton se preoccupe de

procurer un auxiliaire utile ä 1'experimentateur en faisant appel au
raisonnement probabilitaire. On pent penser, si Ton prefere, ä

l'experimentation propreinent dite, c'est-ä,-dire ü un ensemble coordonne d'ex-
periences provoquees, mais on pourra lui assimiler 1'observation dirigee,
qui ne s'en distingue pas essentiellement.

Par experience, on designe tantot un evenement entierement
precise, tantot tous les evenements qui se sont produits, qui se produiront
ou meme qui peuvent se produire dans certaines conditions; dans le

second cas le concept d'experience est determine par l'ensemble des

conditions imposees; on peut meme dire qu'il equivaut & cet ensemble
de conditions. Nous emploierons «experience» au second des sens qui
viennent d'etre indiques et, quand nous aurons a revenir au premier
sens, nous dirons «une realisation effective de l'experience».

Ayant pris une experience pour point de depart il est naturel,
et meme en principe indispensable, de commencer par proceder ä, une
enumeration complete des resultats possiblesJ). A l'experience est main-
tenant associe l'ensemble de ses resultats possibles. Le recours aux
probabilites consiste ä affecter une mesure it chacun des sous-ensembles de

l'ensemble des resultats possibles et ä, adopter cette mesure pour definir
la probability du sous-ensemble2): cette operation peut encore etre dite
la probabilisation de l'ensemble des resultats possibles. De la sorte on
associe ä l'experience consideree l'ensemble de ses resultats possibles

avec sa probabilisation ce qui forme un ensemble probabilise ou en
d'autres termes une distribution de probabilites.

') Cf. «de faire partout des d6nombrements si entiers et des revues si g6n6rales
que je fusse assure de ne rien omettre». Discours de la M6thode.

2) Selon un usage universellement adopts la probability de l'ensemble des

r&ultats possibles lui-meme est egal ä l'unity.
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Jusque lä, on n'a fait qu'associer ä l'experience consideree un
appareil inathematique mais rien n'annonce one conclusion susceptible
de jouer un role dans l'experimentation c'ost-il-dire pouvant etre utile
& l'experimentateur.

3° Problemes du type G

En premier lieu il me parait essentiel et meme indispensable de
distinguer deux types de problemes: dans le premier que nous envisa-
gerons (type C) les probabilites seront completement connues, la proba-
bilisation sera achevee et dans le deuxieme (type A) au contraire, la
probabilisation sera inachevee ou meme completement indeterminee,
les probabilites ne seront pas completement connues ou meme seront
entierement inconnues et l'on s'efforcera soit de les determiner soit
de s'en passer.

II est clair qu'en supposant les probabilites connues on supprime
une difficulty - et meme la difficulty majeure - mais il est tout ü fait
opportun de commencer par traiter le cas le plus facile. II ne s'agit
pas toutefois de problemes hypothetiques car il existe bien des
problemes reels dans lesquels on peut considerer que les probabilites sont
connues: par exomple dans les jeux de hasard ou tout le mecanisme
materiel a ete amenage, avec grand soin, pour que les probabilites
soient bien determinees. Aux jeux de hasard peuvent etre assimiles
tous les problemes de recherche experimentale - et ils sont nombreux -
que l'on traite en introduisant un schema emprunte un jeu de hasard.
On pourrait meine dire d'une maniere beaucoup plus generale que dans
tout probleme on cesse, ä partir d'un certain moment, de discuter la
probabilisation et par consequent on entre dans une phase qui releve
exclusivement du premier des deux problemes qui ont ete distingues:
par exemple, en actuariat, le choix de la table de mortality ä, adopter
est en general l'objet de longues discussions, voire de recherches
speciales mais tot ou tard, si l'on veut aboutir k une conclusion on arretera
le choix d'une table de mortality qui cessera d'etre discute.

La discussion que nous etablissons entre les deux types de
problemes s'impose si l'on cherche a degager dans le raisonnetnent proba-
bilitaire ce qui joue un role analogue ä, celui que joue une loi dans le

raisonneinent certain. On peut etablir une analogie satisfaisante entre
1 application d'une loi certaine et la conclusion que l'on peut obtenir
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clans un probleme du type C. Dans un probleme du type A au contraire
la «loi» n'ost pas connue et 1'on doit dans le domaine certain comme dans
le domaine probabilitaire recourir it une induction auiplifiante. Ce

point de vuo a ete plus longuement expose clans un article anterieur1).
U est bien clair cependant qu'il sera indispensable ulterieurement

par un travail de synthese cle considerer simultanement les problemes
des deux types et que la distinction que nous suggerons ne peut avoir
qu'un caractere provisoire. II parait tout de meine avantageux, au
moins pour commencer ot cl'un point de vue diclactique, de distinguer
et meine d'opposer deux demarches de la pensee: selon l'une on part
de probabilities connues et Ton cherche a tirer quolque chose de cette
connaissance, selon l'autre on est ii la recherche cl'une ou de plusieurs
probabilites encore inconnues.

Le present travail a trait exclusivement aux problemes du type C,

c'est-h-dire quo Ton y supposera constaminent que Ton part d'une pro-
babilisation completement cleterminee.

4° Convention de Cournot et sa regle d'application

Si Ton veut cependant aboutir une conclusion dont I'experimen-
tateur pourra se servir, qui clevra pouvoir etre formulee avant une
realisation de 1'experience, qui clevra pennettre de faire l'economie de

cette realisation, il faut introcluire quelque chose cle nouveau. Ce sera
la «convention de Cournot» que nous enoncerons ainsi:

«On considers qu'un sous-ensemble - que I'on distingue des aulres -
de I'ensemble des resultats possibles auquel est associee une probability
,,suffisamment petite" est vide, c'est-ä-dire qu'aucun resultat n'apparaitra
dans ce sous-ensemble.»

Cet enonce atteint le but que nous nous etions propose: la conclusion

qu'il fournit - aucun resultat clans le sous-ensemble - peut etre
utile clans la concluite de l'experimentation.

Nous devons eviclemment examiner les critiques dont il peut
etre l'objet, dont certaines apparaissent ii premiere vue, et c'est ce que
nous allons faire dans les paragraphes qui suivent. Nous coinmoncerons

par l'assujettir a une «regle d'application».

l) Revue de metaphysique et de morale, avril 1948, p. 113 et suivantes.
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On apergoit immediateinent que l'application repetee cle cette
convention conduirait i\ declarer vides cles unions de sous-ensombles aux-
quelles seraiont associees des probabilities qui ne seraiont pas petites -
on pourraifc memo souvent aller jusqu'a recouvrir tout rensemble des
Resultats possibles, tl taut done, de toute necessite, limitor l'application
de la convention de Cournot.

Dans le travail anterieur1) deja cite, l'auteur du present article
a releve le caractere «terminal» de la dito convention it laquclle on ne
doit recourir que tout ä fait a la fin du raisonnement et une seule fois.
D semble bien que Destouches atteint le meine but en parlant d'une
«regle d'application»2). En utilisant cette notion on devrait adjoindre
a la convention de Cournot sa regle d'application: «La Convention de

Cournot ne doit etre appliquee que tout ä fait a la fin du raisonnement et

une seule fois.»
Dans cet enonce «tont ä fait ä la fin du raisonnement» signifie

que l'application de la convention de Cournot conduit ä une conclusion
que l'on est libre d'accepter ou de rejeter mais que si on l'accepte on
ue doit tirer aucune autre conclusion de l'ensemble probabilise con-
sidere jusquo lt\. Nous reviendrons au n° 10 sur le caractere de la
conclusion que l'on tire de la convention do Cournot.

Ainsi, l'application de la convention de Cournot ne presente plus
d'inconvenient si l'on ne perd pas de vue son caractere terminal, e'est-
it-dire sa regie d'application. Toutefois l'enonce de cette convention et
surtout la maniere de l'appliquer sont si pen conformes aux habitudes
qu'ellos ne peuvent manquer de surprendre et de soulcver de multiples
critiques - auxquelles nous allons nous efforcer de repondre dans les

paragraphes qui suivent.

5° Autres enonces

Dans le Eapport General sur los travaux de la section du calcul
des probabilites, dejä cite 3), Erechet donne du principe de Buffon-
Cournot les trois enonces suivants:
A. Un evenoment dont la probabilite est tres petite n'a lieu que tres

raremetit.

1) Revue de Metaphysique et de Morale. Avril 1948, pp. 112-124. Voir aussi
Lialectica, vol. 8, n" 2, 1954, p. 141.

2) Cf. Dialectica, vol. 8, n" 2, 1954, p. 13U.
3) Voir page 71.
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B. Un evenement de probability tres petite est un evenement «pra-
tiquement impossible» - on refusera de croire ä sa realisation.

C. Quand un evenement est de probability extremement petite il con-
vient d'agir comme s'il ne devait pas se produire.

Le defaut d'un accord unanime sur un enonce est precisement un
des motifs qui nous a pousse ä reprendre l'etude de la question. Un
autre motif est le danger que ce principe soit considere comme evident

par une confusion verbale qui serait en quelque sorte un jeu de mots.

En effet si en s'appuyant sur la correspondance etroite, le paral-
lelisme, qui existe entre le langage de la theorie et le langage de la
pratique, on confond

«un evenement dont la probability (sens scientifique) est tres petite»,
avec

«un evenement dont la probability (sens vulgaire) est tres petite»

et si Ton remarque que dans le langage courant la derniere proposition
equivaut ii

«un evenement qui ne se produit que rarement» on arrive &

«un evenement dont la probability (sens scientifique) est tres petite ne

se produit que rarement» et meine ü

«on peut admettre qu'un evenement dont la probability (sens scientifique)

est tres petite ne se produit pas».

Cette derniere proposition a un sens mais eile n'est fondee sur rien
autre que la confusion des deux sens scientifique et vulgaire du mot
probability: on applique ainsi sans s'eri rendre compte la convention
de Cournot.

6° Caractere conventionnel

Si Ton objectait le caractere conventionnel il suffirait de repondre
qu'il est ä peu pres evident que de 1'ensemble probabilise on ne peut
tirer que les probabilites de tels ou tels de ses sous-ensembles mais

jamais une conclusion de la nature de celle que nous cherchons per-
mettant de prevoir le resultat de l'experience et par consequent de

faire l'economie de celle-ci. II est done aise d'admettre que pour atteindre
notre but il est necessaire d'adjoindre ä, 1'ensemble probabilise quelque
chose qui n'est pas impose par l'experience et qui par consequent aura
un caractere conventionnel.
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7° Deux arbitraires figurent dans I'enonce

Dans I'enonce de la convention do Cournot figurent deux
arbitraires: Tun le choix du sous-ensemble que 1'on distingue et, l'autre
la probability qui sera consideree «suffisamment petite».

Oes arbitraires sont inevitables mais souvent on ne les met pas
aussi nettement en evidence qu'il a ete fait ci-dessus et ils passent
maperqus. bin effet dans de notnbreux cas on ne va pas jusqu'ä appliquer
la convention do Cournot, et l'on se contente de tout preparer pour
son application: on met en evidence une famille de sous-enseinbles dont
les probability sont de plus en plus petites et on s'arrete la, laissant
a 1'experiinentateur le soin de mettre le point final ä 1'argumentation,
au niveau qu'il desire, c'est-ü-dire au degre de probability qu'il lui plait
d'adoptor et dont on lui laisse la responsabilite (presque tons les calculs
sont conduits pour un degre de probability non specifie et chacun est
libre de lui donner la valeur qu'il juge opportune). De meine le choix
d'un sous-ensemble que l'on distinguera ne peut etre soumis ä aucune
regie logique, il ne peut etre guide que par l'interet de la conclusion
que fournit la convention de Cournot: on choisira le sous-ensemble qui
conduit ä la conclusion la plus interessante pour l'experience dont il
s'agit.

L'existence de ces deux arbitraires caracterise le raisonnement pro-
babilitaire et le distingue essentiellement du raisonnement non proba-
bilitaire. A la difference de celui-ci, celui-lä n'aboutit pas il partir de

premisses donnees a une conclusion, unique, necessaire, contraignante;
d s'ensuit que dans le domaine probabilitaire les conclusions n'ad-
mettent pas leurs reciproques et que l'on ne peut remonter des
conclusions aux premisses que par les methodes de 1'«inference statistique»
sur lesquelles un accord unanime est loin d'etre realise.

8° Contradiction

La convention de Cournot introduit en fait une contradiction: en
effet le sous-ensemble que l'on distingue pour le declarer vide appartient
par definition ä, l'ensemble des resultats possibles et la convention a
precisement pour but de l'en exclure. Ce caractere contradictoire ne
saurait etre nie. II a ete nettement mis en evidence aux Quatriemes

6
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entretiens de Zurich notamment par G.Hirsch:). On peut se demander
si cette difficulty n'est pas plus generale et la manifestation d'une
«difficulty plus profonde, de principe: celle de conjuguer la theorie
ses applications» que mentionne P. Gonseth dans ses Remarques pre-
liminaires2). Cette question, evidemment, appartient ä la theorie de

la connaissance et nous nous contenterons ici de la poser. Nous remar-
querons toutefois que la presence d'une contradiction exige que des

precautions soient prises et par consequent explique et justifie l'aspect
formel qui a ete donne ii la convention de Cournot et ii sa regle d'application.

On pourrait se demander s'il ne serait pas preferable de ne pas
eommencer par introduire le sous-ensemble que Ton excluera ensuite.
La reponse est negative car ce sous-ensemble joue un role (provisoire)
important en rendant plus facile la probabilisation. II est d'ailleurs
d'un usage constant en science de faire intervenir provisoirement des

elements qui disparaissent ensuite.

9° Morcelage

L'enonce de la convention de Cournot tel qu'il a ete donne au n° 4

implique la connaissance de 1'«ensemble probabilise des resultats
possibles». U est bien clair que la notion de resultat possible, la definition
de l'ensemble des resultats possibles et la probabilisation de celui-ci
soulevent une foule de questions dont l'examen constituerait dejä, une

partie essentielle de l'analyse des fondements. Pour le moment, dans
le present travail, nous pouvons laisser de cote l'examen de ces questions

en raison des importantes limitations que nous avons introduites,
ä savoir:

- au n° 2 ci-dessus nous avons admis, que la connaissance de

l'ensemble des resultats possibles, etait comprise dans la connaissance
des conditions de l'experience,

- au n° 3 ci-dessus nous avons decide de nous borner systematiquement
aux problemes du type C dans lesquels la probabilisation est par
hypothese entierement determinee.

L Sur un aspect paradoxal de la theorie des probability. Dialeclica, vol. 8,
n° 2, pp. 125 et suivantes.

2) Dialectica, vol. 8, n° 9, p. 36.
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II est toutefois une objection que l'on ne peut eluder parce qu'elle

vise directement los conclusions que Ton obtient en appliquant la
convention de Cournot. 1 je concept d'experience introduit au n° 2 et qui
est un de nos points de depart essentiels implique iinmediatement une
fragmentation de la realite. On peut dire que chaque experience est
une «parcelle» ou sont groupes des «faits» qui constituent l'ensemble
des resultats possibles; bien entendu ces parcelles peuvent avoir des
parties communes ou meine s'emboiter, elles peuvent etre spatiales ou
temporelles ou spatio-temporelles.

La Convention de Cournot qui apparait ensuite au n° 4 ne peut
evidemment etre appliquee qu'h l'interieur d'une parcelle, son caractere
terminal ne saurait etre admis qu'ainsi limite.

Ainsi k deux reprises nous avons ete amene ä introduire une
decomposition en parcelles, un «morcelage».

II faut admettre qu'it premiere vue cette constatation est fort
mquietante. A la reflexion eile le devient beaucoup moins.

Tout d'abord l'idee du morcelage est implicitement admise lorsque
l'on nomine «univers» (ainsi qu'on le fait souvent) l'ensemble des resul-
fats possibles.

En outre quelques citations vont montrer que d'excellents auteurs
y out en recours:

lie H. Poincarex):
«Notre faiblesse ne nous permet pas d'embrasser I'univers tout

entier et nous oblige it le decomposer en tranches.»

«deux mondes, generalement etrangers l'un i\ l'autre.»
Pans A.Lalande2) se trouve le tenne «morcelage» et une discussion

de ses caracteres et de sos consequences.
M. Merleau-Ponty 3) fait appel i\ des «totalites partielles»;
«Nous sommes obliges d'introduire, dans notre image du monde

physique, des totalites partielles sans lesquelles il n'y aurait pas de
lois et qui sont precisement ce que nous entendions plus haut par
forme.»

1) Loo. cil. p. 11.
2) hoc. cit. p. '210-211.
3) La structure du comportement. Presses Universitaires de Prance, 1942,

P-185.
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Les «small worlds» introduits par J.-L. Savage*) sont egalement

it rapprocher do la notion de parcello.
II est bien certain que la decomposition de la totalite des faits en

parcolles, en d'autres termes, en experiences, ne peut etre assujettie
ä aucune regie. La construction des parcelles depend done d'un enorme
arbitraire beaucoup plus large que les deux arbitraires mis en evidence

au n° 6 ci-dessus. Ceci ne saurait surprendre lorsque 1'on a reniarque
que le choix d'une parcelle fait partie de l'operation de «conceptualisation»2)

et par consequent depend d'une initiative de l'esprit 3).

Coinme toute operation de conceptualisation le choix d'une
parcelle n'est guide que par la preoccupation d'atteindre une conclusion
aussi efficace que possible pour la recherche que Ton poursuit.

Enfin tout l'arbitraire laisse ä la decomposition en parcelles est

fort avantageux du point de vue de la souplesse de l'argumentation
et de la richesse des applications. Nous citerons encore H. Poincare 4):

«En resume e'est notre esprit qui fournit une categorie a la nature.
Mais cette categorie n'est pas un lit de Procuste dans lequel nous con-

traignons violemment la nature, en la niutilant selon que l'exigent nos
besoins. Nous offrons ä la nature un choix de lits parmi lesquels nous
choisissons la couche qui va le mieux a sa tadle.»

10°

Los paragraphes qui precedent tendent a faire accepter la necossite

d'un morcelage i\ laquelle conduit le point de vue que nous avons adopte.
On est ainsi conduit, en resume, aux notions et termes suivants:
on part d'une «experience» donnee par ses «conditions» et dont on

peut definir «l'ensemble des resultats possibles»;

on passe a une «parcelle» en probabilisant l'ensemble des resultats

possibles de telle sorte qu'une parcelle est un ensemble de resultats
possibles d'une experience, aux elements duquel sont associees des

probabilities;

x) boo. cit. p. 82.
2) Cf. Lalande, loc. cit. p. 210-214 et pour le eas des probability: L.l(,6raud

«Le raisormement fond6 sur les probability». Revue de M6taphysique et de Morale,
53e ann6e, n° 2, avril 1948.

3) «On 6tend sur toute la nature un r6seau d'idöes qui l'assimilent k l'esprit.»
Lalande, loc. cit. p. 211.

*) Oes fondements de la g^ometrie, 1921, p. (54.
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l'ensemble ainsi considere et sa probabilisation definissent une
distribution qui est 1'«image» de la parcelle (deux parcelles different,es
peuvent avoir la meine image).

les operations du oalcul des probability - ou du calcul des distributions

- consistent precisement dans le passage d'une image i\ l'autre.
A l'aide de ces premisses le role de la convention terminale de

Cournot peut etre envisage comrne suit:
on peut

ou bien appliquer dans une parcelle la convention terminale de Cournot
et ulterieurement considerer comme certaine la conclusion ainsi ob-
tenue,

ou bien refuser ce qui precede, engiober la parcelle dans une autre
parcelle et se trouver pour cette nouvelle parcelle devant la meine
alternative.

Ainsi apparait le veritable caractere de la convention terminale
de Cournot dont on ne pent tirer qu'une conclusion provisoire et plus
precisement dialectique car on doit toujours etre pret ä l'abandonner
pour recourir t\ l'inclusion dans une parcelle plus etendue. Bien entendu
cette inclusion, toujours possible, ne doit pas etre uri simple artifice,
elle doit procurer quelque avantage soit du point de vue theorique soit
du point de vue des verifications experiinentales.

On a done vu que le passage du «probable» au «certain» ne peut
etre que provisoire, toujours susceptible d'etre revise et par suite que
le «certain» est de la meine nature qu'une hypothese de travail. Si l'on
adopte ce point de vue, en theorie de la connaissance, la convention
terminale de Cournot n'a plus rien qui puisse surprendre.

II.

Le principe de Bernoulli

1° Le principe

Au chapitre precedent a ete mis en evidence le role fondamental
de la «convention terminale de Cournot». On n'a pas pretendu toute-
fois que cette convention, a eile seule, suffisait ä justifier toutes les

applications des probability, ineme en se limitant aux problemes du
type C dans lesquels il est admis que les probability sont parfaitement
connues.
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Le theorems de Bernoulli que Ton appelle encore «loi des grands

nombres» permet d'affirmer que la repetition, un grand noinbre de

fois, d'une experience dont le resultat est aleatoire, c'est-ii-dire ä, la-
quelle on associe une distribution, donne un resultat moyen qui a une
petite probabilite de s ecarter sensiblement du premier moment de la

dite distribution*).
Cet enonce prepare l'application de la convention de Cournot2) en

mettant en evidence 1'ensemble forme par les valeurs non voisines du

premier moment auquel n'est affecte au total qu'une petite probabilite.
II suffit de distinguer cet ensemble et de lui appliquer la convention
de Cournot pour conclure qu'il est vide et par consequent pour aboutir
it de nouveaux enonces:

La moyenne arithmetique des resultats obtenus en repetant 1'ex-

perience est voisine du premier moment de la distribution dont on part.
On peut encore dire que cette moyenne arithmetique sera d'autant plus
voisine du premier moment que le noinbre des repetitions sera grand
ou encore, en d'autres termes, eile pourra d'autant inieux etre con-
fondue avec le premier moment que le nombre de repetitions sera

plus grand.
Ces enonces resultent de la loi des grands nombres it laquelle on

superpose la convention de Cournot.

Par «principe de Bernoulli» nous designerons un autre enonce:

la valeur d'une operation aleatoire est egale au premier moment
de la distribution qui lui est associee,

ou en d'autres termes:

la valeur d'une operation aleatoire est egale it son esperance mathe-
matique 3).

1) Nous pouvons ici nous contenter de cet 6nono6; on trouve dans tous les
traitfe de probability des 6nonc6s plus precis, plus complete et plus g6n<5raux,
sous le nom - lorsqu'il y a lieu de prfciser - de «loi faible des grands nombres».

2) On ne pourrait se dispenser de recourir ii cette convention qu'en attribuant
l'expression «ensemble de resultats ayant une petite probability non pas le

sens que nous lui avons attache «ensemble de rüsultats ayant 6t6 affeety d'une
petite probability» mais le sens «ensemble de rüsultats qui ne se produiront que si
rarement qu'on peut admettre qu'ils ne se produiront pas». Ce glissement de sens
est souvent consid6re comme intuitif mais en l'analysant on constate qu'il equivaut
it l'application de la convention de Cournot.

3) Le recours systymatique ä l'esp6rance mathymatique apparait dans le
rnymoire fondamental de Jacob Bernoulli: Ars Conjectandi 1713.
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Bien que dans les applications on tire de Tun ou l'autre de ces
enonces les meines conclusions, il peut etre interessant de s'arreter
quelque peu ä, la notion de valeur d'une operation aleatoire.

Nous designerons par «operation aleatoire» une experience dont
le resultat est un gain positif ou negatif auquel est associee une
probability p; (on pourrait encore dire une loterie). Soit 0 une operation

aleatoire et I) \ X' f 1, 2, ..n la distribution qui lui est associee
[Vi]

de premier moment ft et de variance V.
La repetition n fois de l'operation aleatoire 0 sera dite une «repetition

aleatoire» et notee O1"': on conviendra, de plus, de dire, pour abre-
ger, que le resultat de cette repetition est la moyenne arithmetique des
resultats obtenus dans les n experiences. A cette moyenne arithmetique

s'associe une distribution P>("> de premier moment ft et de variance
^
n

Ainsi, en vertu de la loi des grands nombres et de la convention de
Cournot on peut dire lorsque n est grand que le resultat do 0(n) est
voisin de ft.

Soient deux operations aleatoiros Ox et 02 auxquelles sont associoes
des distributions Dt et I)2 de premiers moments fi1 et ft2 et de variances

et V2. Par definition la somme de ces deux operations sera l'operation

aleatoire qui a pour resultat la somme des resultats de chacune
des deux operations, li laquelle s'associe la distribution Ds, dite de la
somme des deux variables aleatoires, de premier moment jus ftx + /<2
et de variance V Vx+ V2 si nous supposons que les deux operations

et 02 sont independantes. L'operation aleatoire ainsi definie coinrne
la somme de Ox et de 02 sera notee Os ou Ox f 02.

A la repetition de 0, c'est-i\-dire h la repetition aleatoire Of
sera associee une distribution Of qui aura pour premier moment ft3

V + V.
et pour variance 1 2-. En vertu d'abord de la loi des grands

nombres et ensuite de la convention de Cournot, pour n grand, le resultat

de Of sera voisin de fts.
.D'une maniere analogue la difference des deux operations Ol et 02

sera une operation aleatoire qui aura pour resultats la difference des
resultats et h laquelle sera associee une distribution Dd de premier
naoment ftd ftx — fi2 et do variance Vd V1+V2. L'operation aleatoire

ainsi definie comme la difference de 01 et de 02 sera notee 0. ou
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— A la repetition de Od, c'est-k-dire ä- la repetition aieatoire Of,
sera associee une distribution I)f de premier moment /xä et de variance
V: i- V

2 En vertu, toujours, de la loi des grands nombres et de la
71

convention de Cournot, pour n grand, le resultat de Of sera voisin de /.id.

Nous nous proposons maintenant d'attacher k chaque operation
aieatoire 0 un nombre qui representera sa valeur soit v(0). A quelles
conditions doit satisfaire v(0)

ci) Ii est naturel de poser par definition que 01 A 02 suivant que
le resultat de la repetition de 0(j, c'est-ä-dire le resultat de Of, sera
voisin d'un nombre <xfO.

On devra ensuite definir v(0) de telle sorte que 01 ^ 02 entrame
«(0), ^ v(02). II resulte de ce qui precede qu'il en est bien ainsi si Ton

prend r(0) /« pour toute operation 0.

b) II est encore naturel d'exiger que l'operation Os, qui a ete definie

connne la somme des deux operations Ot et 02, ait pour valeur la sornine
des deux valeurs de Ot et de Os, c'est-ii-dire

i'(0„) v(Oj) + v(Og).

II en est encore ainsi si 1'on prend v(0) [j, pour toute operation 0.

Ayant trouve une solution v(0) fx satisfaisant aux conditions

posees nous allons inontrer qu'il n'en existe pas d'autre.

Soit F une autre solution. Nn vertu de la condition a) on aurait
lorsque Ox ~ 02 ii la fois fxx ,«2 et Fx F2 ce qui necessite que F
soit une fonction de /x seulement: F(/x). Kn vertu de a) toujours, lorsque
Oj < 02 on doit avoir & la fois /nl < fi2 et Fx < F2, c'est-ii-dire

F(/h) < F([i2), ce qui necessite que F soit une fonction croissante de /«.

En vertu de b) si Ton considere Os Ox + 02 on doit avoir /.is /xx + /x2

et F(jxs) F(f,tl) +F(ju2) c'est-a-dire F(/xx + /x2) F(jLtx) + F(/x2) et par
suite F(/x) - - m/i ou m doit etre positif puisque F est une fonction
croissante de /,«.

Nous assujettissons maintenant la valeur attachee a l'operation
aieatoire ä une condition supplementaire:

c) l'operation aieatoire ä laquelle est associee la distribution

j x' x
la 1 —-a



89 -
de premier moment ft ax' -I (1—«) x a pour valeur, d'apres ce qui
P^ede,

m/u m [ax -|- (1 —a) x\.
On «'impose de retrouver, pour a 0, la valeur de l'operation

certaine t\ laquelle se reduit l'operation aleatoire d'oii« x et m 1.

On a done l'unique solution v(0) ft.
Tout ceoi aboutit k un resultat bien connu que se trouve, sous une

forme ou sous une autre, dans tous les traites. U nous reste, ainsi qu'il
a ete fait an chapitre precedent propos de la convention de Cournot,
& passer en revue les critiques qui ont ete adressees au principe de
Bernoulli ainsi que les arguments en sa faveur.

2° Premiere critique. Notion d'utilite

Les difficultes de ^application du principe ont ete aperijues par
Oaniel Bernoulli*) qui les formula a peu pres en ces termes dans le
«memoire de St-Petersbourg»2):

«Un pauvre here est en possession - on ne sait trop comment -
d'un billet de loterie qui peut gagner 20 000 ducats ou rien du tout
avec des probability egales pour les deux eventualites. Cet homme
evaluera-t-il ses chances do gagner t\ 10 000 ducats Serait-il mal avise
de vendre son billet pour 9000 ducats'? U me semble que la reponse
est negative. Par contre je croirais volontier« qu'un homme riche serait
mal avise s'il refusait d'acheter le billet pour 9000 ducats. Aussi, si je
ne me troinpe pas, il semble clair que la memo regie ne peut etre suivie
par tout le monde pour es timer la valeur du billet dont il est question.»

be celebre paradoxe de St-Petersbourg, qui figure dans le meine
memoire, conduit aussi a I'impossibilite d'appliquer le principe de
Bernoulli. De nombreux autres exemples pourraient etre invoques: ce principe

proscrirait tous les jeux inequitables, et par suite toutes les
assurances.

Daniel Bernoulli repond ä l'objection en substituant, dans la
definition de l'element aleatoire, a la quantite, par exemple d'unites mone-

*) Un neveu de Jacob, cite au paragraphe pr6cident.
2) Ainsi nomme parce qu'il parut dans les Commentaires de l'Academie imperiale

des sciences de St-P6terbourg 1738. Le texte original est en latin, une
traduction anglaise par Dr Louise Sommer a paru dans Econometrica, January 1954.
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taires, une notion nouvelle 1'«utilite»: dans sa terminologie, par cette
substitution I'esperance inathematique clevient l'«esperance morale»1).

L'introduction de la notion d'utilite a une telle importance en
econometrie qu'elle a ete l'objet de multiples exposes, commentaires
et aussi qu'elle a souleve de nombreuses discussions. On s'est accorde

assez facilement pour admettre une utilite ordinale, c'est-ä-dire susceptible

d'indiquer un ordre de preference. La possibilite de definir une
utilite cardinale, c'est-sl-dire a laquelle il est possible d'affecter une

mesure, s'est heurtee ä une resistance bien plus forte. II est bien evident

que la justification du principe de Bernoulli par le recours la notion
d'utilite exige que celle-ci soit cardinale.

Ce n'est qu'assez recemment que la question a ete resolue, d'une
maniere satisfaisante2), dans l'ouvrage si remarquable de von
Neumann et Morgenstern 3). Les auteurs out montre qu'il etait possible de

definir une mesure de l'utilite ä une transformation lineaire pres et en

meine temps, ont formule un Systeme d'axiomes tels que tout Systeme
de preferences qui y satisfait resulte de l'application du principe de

Bernoulli a partir des utilites numeriquement definies. D'autres sys-
temes d'axiomes ont ete proposes par divers auteurs 4). D'autres auteurs
mettent en doute la possibilite d'appliquer l'utilite ainsi definie au
comportement reel5). II n'y a pas lieu icide passer en revue les travaux6)
sur cette question ou d'entreprendre sa discussion; nous admettrons

*) Cette expression est tombäe en d6su6tude: dans tous les cas on dit «esp6-
rance mathfanatique» 6tant entendu qu'elle est calcuLe avec un systdme d'utilites
qui peuvent, en particulier, co'incider avec les quantites d'unit6s mon6taires.

a) rL'ous les auteurs ne s'aecordent pas ä la reconnaltre: voir en particulier,
H.Wokl, Demand Analysis, New York Wiley 195:1, p. t'27. Voir aussi un exposö
remarquable des different» points de vue, accompagn6 de r^Krences bibliogra-
phi(|ues, dans L.-J. Savage, The foundations of statistics. New York Wiley, "1954,

pp. 21-104.
3) Theory of games and economic behaviour. Third edition 1953. Princeton

University Press. Chap. 1, § 3 et Appendix.
4) Voir en particulier L..T. Savage, loc. eit.
5) Voir M.Allais, Fondements d'une th6orie positive du choix comportant un

risque et critique des postulats et axiomes de l'6cole amäricaine. Voir Colloques
internationaux du Centre National de la Recherche Scientifique. XL. Econometrie
1952. Dans ce volume on trouve encore de nombreuses autres communications
portant du moins partiellement sur la notion d'utilite. Se reporter Ägalernent i\
Symposium on cardinal utilities Econometrica 20.

8) Voir K.J. Arrow, Utilities, Attitudes, Choices: a Review Note. Econometrica,
January 1958.
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done qu'une utilite numerique peut etre definie de telle sorte que le
principe de Bernoulli continue ii etre applicable. Ainsi est sauvegardee
la validite du principe1).

3° Deuxieme critique. Attitudes

11'application du principe de Bernoulli et celle do la convention
terminale de Cournot pourraient paraitre contradictoire.

Soit, par exemple, une experience qui ne comportc quo deux resultats
possibles a et b auxquols sont associees respectivement les probability
1 —a et a. L'esperance mathematique du resullat E a(1 —a) + ba.
est representee par la droite AB dans la figure ci-dessous.

Le principe de Bernoulli conduit it prendre, pour toute probability

a, le segment MM' — E comine valeur du resultat aleatoire.
Toutefois, en appliquant la convention terminale de Cournot on

peut, lorsque a < e, considerer que la probability de b est suffisamment

b Le principe de Bernoulli compl6t6 par l'introduction de la notion d'utilitü,
o est-a-dire fondti sur l'esp6rance morale, au lieu de l'esperance math6matique peut
6tre appele le principe de Bernoulli-Cramer en hommoge au mathümatioien genevois
que cite Daniel Bernoulli dans une note adjointe au «memoire de St-l'6tersbourg»
°u il reconnait que «cet auteur a formuld une thöorie sur le meme sujet plusieurs
anntes avant son travail». Cf. L.-.T. Savage, loe. cit. p. 92.



— 92 —

petite pour que Ton puisse faire de b le sous-ensemble que l'on distingue
et conclure en faveur de a, ee qui donnerait a comnie valeur du resultat
aleatoire.

Ainsi ä l'extremite du segment AB (le meme raisonnement pour-
rait etre fait pour l'autre extremite) on obtient pour valeur du resultat
aleatoire:

AA2 par le principe de Bernoulli,

AAt par la convention terminale de Cournot.

La reponse ä cette objection se trouve dans la premiere partie du

present travail: on applique dans les doux cas la convention de Cournot
mais les sous-ensembles que l'on distingue sont differents et nous avons
vu que le choix du sous-ensemble distingue etait entierement libre.

II est interessant de remarquer que, dans les applications pratiques,
le choix du sous-ensemble distingue definit une attitude. Dans l'exeinple
ci-dessus

le choix qui conduit h AA2 peut etre dit rationnel, et

le choix qui conduit ä, AAX peut etre dit prudent ou pessimiste

et ä l'autre extremite,

le choix qui conduit ä BB2 peut etre dit rationnell) et

le choix qui conduit it BBX peut etre dit temeraire ou optimiste.

On arrive ainsi a etablir une Correspondance entre les differents
sous-ensembles que l'on peut distinguer et les differentes attitudes que
l'on peut adopter.

Un autre exemple est fourni par les differentes attitudes que peut
adopter chaque joueur dans un jeu a deux personnes, notamment

a) eviter le pire par une strategio pure,
b) chercher t\ atteindre le ineilleur par une Strategie pure,

c) atteindre le maximin de- son esperance mathematique par une

Strategie mixte.

D Par definition on dit rationnel le choix qui conduit ä la conclusion fournie
par le principe de Bernoulli. Nous reviendrons sur le caract^re rationnel de ce choix
page 94).
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4" Troisieme critique. Justification ä la lonquc et interet immediat

La troisieme critique est peut-etre la plus evidente.
La justification du principe de Bernoulli par la convention de

Cournot a pour point de depart la repetition un grand nombre de fois
de l'evenement dont il s'agit et la conclusion n'est valable que pour
nne longue suite de repetitions: on peut dire qu'elle est valable «ä la
longue». Le principe de Bernoulli ne serait done pas applicable dans
les cas oil Ton sait que l'experience ne sera pas repetee un grand nombre
de fois, par exemple, i\ un jeu ou Ton ne joue qu'une fois. Or, meme
dans ces cas on rencontre de nombreux exemples de son application.

L'exemple des operations viageres est particulierement instructif:
l'assureur, en prenant pour prime unique pure l'esperance matbe-
matique de ses engagements, applique le principe de Bernoulli et
peut se contenter d'mie conclusion valable ä la longue puisqu'il con-
clut un grand nombre de contrats,
I'assure au contraire n'a que faire du principe de Bernoulli puisqu'il
ne joue qu'une seule fois - cependant en fait il aeeepte la prime pure
proposee par l'assureur,

~ deux particuliers qui ne sont assureurs ni l'un ni l'autre concluent
entre eux une operation viagere, par exemple cession d'un immeuble
contre une rente viagere, qui ne peut avoir lieu entre eux qu'une fois:
le principe de Bernoulli est absolument sans justification et cependant

l'operation se fait en prenant pour es timer la valeur de la rente
viagere l'esperance mathematique tout comme si les deux parties
etaient des assureurs.

Ainsi on constate que bien que le recours a l'esperance mathematique

ne soit justifie qu'it la longue il tend ä s'etendre aux cas oil il n'y a
aucune repetition ou un petit nombre seulement. Lorsqu'il en est ainsi
°n se comporte devant une seule realisation de l'experience de la ma-
mere qui serait justifiee si l'on se trouvait devant une longue repetition;
°n peut encore dire, en revenant aux termes introduits au paragraphe
Precedent, que l'on adopte devant une seule realisation de l'experience
1 attitude qui serait rationnelle «it la longue». Bien entendu ceci n'est
Pas une regle generale*) inais une constatation que l'on peut observer

l) II ne faudrait pas tomber dans une sorte de fetichisme du principe de
emoulli: pax exemple dans une seule partie de pile ou face avec raise unit.6 la

valeur du jeu est 0 si je gagne, 2 si je perds et l'esperance matMinatique 1 n'est
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frequomment. Elle n'adinet evidemment aucune justification logique et
son explication ne peut etre que psychologique. Je proposerai la suivante:

A cote du but principal poursuivi il existe un ou plusieurs buts
secondaires - qui restent plus ou moins dans l'inconscient; ces buts
secondares se rapportent a de longues repetitions et la conclusion qui
vise 1'ensemble de tous les buts est encore justifiee par le principe de

Bernoulli. Par exemple, dans le cas de la rente viagere, ci-dessus
considered, l'une et l'autre partie bien que n'ayant en vue qu'une seule

transaction preferent que celle-ci s'effectue selon une norme plus gene-
ralement admise. Dans d'autres cas, on tient ä degager sa responsa-
bilito en prenant l'attitude qui serait rationnelle ä, la longue. Ou encore
on poursuit en outre du resultat immediat un but plus lointain par
exemple pedagogique: eduquer sa main, ses reflexes, prendre de bonnes

habitudes, etc. En resume, le comportement ne depend pas de plus
souvent d'un but unique mais de plusieurs buts qu'une analyse un peu
poussee permet de distinguer; l'analyse des buts se relie d'ailleurs
etroitement ä, l'analyse des attitudes, le choix d'une attitude ne pou-
vant etre arrete, le plus souvent, qu'en prenant en consideration les

buts secondaires1).

5° Conclusion

Ayant fait leur part aux considerations psychologiques, 4 tout ce

que peut apporter l'analyse des buts et des attitudes, il semble possiblo
d'admettre que les applications du principe de Bernoulli2) sont admises

parce qu'elles peuvent etre justifiees «ä, la longue». De la sorte elles

relevent encore de la convention terminale de Cournot et l'on peut con-
clure que celle-ci, soit directement comme au chapitre I soit par l'inter-
mediaire du principe do Bernoulli, est la soule justification que l'on
puisse retenir pour servir de fondement ä toute solution de tout
Probleme probabilitaire du type C.

qu'une indication th6orique dont l'intäret est bien inoindre que le couple (0,2) dont
se prüoccupe exclusivement celui qui ne connait pas l'esp6rance math6matique.

') On pourrait adjoindre ces problemes psychologiques a ceux qu'ont poses
kröchet, Un problüme psychologique sur les probabilit6s subjectives irrationnelles,
Journal de psychologie pure et appliqu6e, oct.-dec. 195-1, p.431, et de Finetti, Les
probDmes psychologiques sur les probability subjectives, Journal de psychologie
pure et appliqu^e, avril-juin 1955, p. 253. II serait interessant d'6tudier les cir-
constances dans lesquelles est adoptee une attitude temeraire, rationnelle ou pru-
dente, et les buts secondaires qui interviennent.

2) Et en particulier toutes les strategies mixtes dans la th6orie des jeux.
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III.
Le recours aux problemes du type C

Nous etant efforce dans les chapitres precedents d'analyser les
conclusions qui permettent d'enoncer les problemes du type C, nous allons
niamtenant envisager les circonstances dans lesquelles se posent ces
Problemes et sont interessantes leurs conclusions. Nous remarquerons
lout d'abord que les decisions les plus courantes de la vie et par consequent

de toute experimentation reposent sur des regies que nous ad-
mettons parce que nous les avons apprises ou acquises par l'experience
0u encore par analogic sans qu'intervienne consciemment, aucun rai-
sonnement probabilitaire. Nous admettons par exemple qu'une maladie
esl grave sans calculer la probability des cas mortels ou encore qu'un
acte est dangereux sans recourir t\ l'estimation du risque d'accident.
Alors meine que nous connaitrions, par la statistique, la proportion de
cas mortels dans les observations anterieures de la maladie consideree
nous adopterions cette proportion - qui serait une esperance mathe-
niatique - comme la base de nos raisonnements - ce qui reviendrait,
^ appliquer, sans s'en rendre compte, le principe de Bernoullix) (en
admettant que la statistique qui est ä, notre disposition constitue un
echantillon suffisamment representatif mais, pour le moment, nous
laissons cetto difficulty dans l'ombre car eile est du ressort des
problemes du type A). II est bien certain que les regies einpiriques prati-
quees, dont nous disposons et qui ne sont comme l'a fortement mis en
evidence David Hume que le souvenir d'experiences anterieures - pas
necessairement personnelles - suffisent It nous guider dans la presque
totality des cas ou nous avons une decision t\ prendre. II n'en est pas
nioins vrai
a) qu'au point de vue episteinologique la justification d'une de ces

regies ne peut resulter que d'une analyse probabilitaire qui serait
fondee - s'il s'agit exclusivement d'un probleme du type C - soit
sur le principe do Bernoulli soit sur la convention de Cournot;

b) que lorsqu'il s'agit de preciser une de ces regies c'est encore une
analyse probabilitaire qui permettra de le faire.

l) Autre» exemples: nous prenons conune valeur «Equitable» d'un jeu son
****»<» lnath6matique, comme valeur d'une assurance sa prime unique, et plus

& ueralement nous traitons l'esp6rance matb6inatique comme une grandeur sans
Penser qu'il s'agit d'une conclusion probabilitaire.
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Des regies empiriques qui viennenl d'etre mentionnees on peut
encore tirer autre chose de tout i\ fait important pour les applications
des probabilites:

Si 1'on a towjowrs constate qu'un phenomone x est accoinpagne
d'un phenomone y on cherchera une explication dans une loi non pro-
babilitaire, certaine.

Si 1'on a constate que x est souvent accoinpagne du phenomene y
on cherchera 1'oxplication dans une loi probabilitaire. Mais nous ajou-
tons ceci: dans la plupart des cas l'observation a donne quelquo
precision sur la valeur du inot «souvent» qui se manifeste en general non

pas par une proportion, par une probabilite, mais par une ou plusieurs
regies empiriques qui nous font dans telles circonstances attendre y
lorsque x s'est produit et dans d'autres ne pas l'attendre. Si nous
essayions de soumettre l'une de ces regies i\ une analyse probabilitaire
nous constaterions qu'elle equivaut i\ l'application de la convention
de Cournot avec un degre de probabilite cc et un sous-ensemble V

determines. Nous ne vivons pas au milieu de coefficients a et d'ensemble V
dont nous avons conscience, mais nous vivons dans un inonde de regies

empiriques dont la justification epistemologique equivaudrait h ces

coefficients et a ce choix d'enseinbles. Ainsi que nous I'avons dejfi dit
ces regies guident nos decisions dans la vie courante et encore davan-

tage dans la technique. Toute technique comprend d'une part certaines
lois que 1'on peut dire scientifiques et d'autro part certaines regies
empiriques pas toujours formulees avec precision mais qui constituent
«l'experience du technicien».

Toute technique, qu'elle soit mecanique, industrielle, medicale,
coinmerciale, financiere, actuarielle, administrative, coinporte des

regies empiriques - ce sont parfois des secrets de fabrication. II ne

s'agit pas de chercher a exprimer ces rögles en termos de probabilites -
ce qui le plus souvent ne servirait a rien - mais il importe de remarquer
que 1'on pourra tirer de ces regies, dans chaque cas particulier, au moins

une indication sur les deux arbitraires a et V qui interviennent dans
la convention de Cournot. II est clair aussi qu'en interpretant les regies

empiriques comme des applications soit du principe de Bernoulli soit
de la convention de Cournot on est & meine de les comparer entre elles:

l'exemple elementaire le plus connu est le recours au schema des urnes

qui permet de parier «d'une chance sur cent, sur mille» ainsi qu'on le

fait couramment sans pretendre appliquer la theorie des probabilites.
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On pourrait encore inaintenir un doute sur le choix de la valenr
de a qui sera consideree suffisainment petite pour l'application de la
Convention de Cournot. On pourrait vouloir prendre a de plus en plus
petit. II en serait bien ainsi si en diminuant « on ne faisait surgir d'autres
inconvenients. Dans la presque totalite des applications la recherche
d une certitude absolue ou meme celle d'une probability de succes trop
grande aurait pour consequence la mise en ceuvre de rnoyens si irnpor-
tants qu'ils conduiraient a differer toute action ou alors qu'ils enlevement

tout interet t\ cette action (par exemple si l'ou exigeait une
probabilite de risque trop petite on devrait renoncer ä tous les moyens
de transport). On se trouve done en pratique devant une certaine marge
dans laquelle il faut prendre a suffisamment petit pour la securite et
pas trop petit pour ne pas etre contraint a rimmobilisine. Cette marge
est connue empiriquement d'une maniere plus ou moins precise, parce
quelle est implicitement contenue dans une des regies empiriques qui
guident nos actions, qui forment une partie importante de toute
technique et qui, repetons-le, proviennent d'experiences anterieures.

Toute analyse, meine partielle, des regies empiriques, toute possibility

de les rainener, meme incompletement, a un schema rationnel
°uvre la voie i\ une methode perinettant de les transmettre. On con-
sidere le plus souvent qu'il y a, d'un cote, la theorie que Ton apprend
Par Tenseignement oral ou ecrit et, de Tautre, un domaine mysterieux
de regies empiriques qui s'accumulent dans chaque individu i\ la suite
de nombreuses experiences et qui ne sont transmissibles par aucune
autre methode qu'un contact prolonge avec les problemes pratiques et
avec les personnes qui les possedent dejä. II est evident que tout pas
en avant qui pourrait etre fait dans la direction que nous indiquons
pennettrait de transferer une des regies empiriques au domaine rationnel

de la theorie, par suite reduirait le domaine considere coinme inyste-
neux en donnant la possibilite de transmettre par une methode ration-
nelle, analytique, ce qui a ete tire des experiences anterieures. N'est-ce
Pas, en fin de coinpte, tout ce que Ton peut demander t\ la science?

Certaines et peut etre la plupart de nos explications, justifications,
precautions pourront paraitre superflues: elles ont ete conservees parce
qu il a paru essentiel dans notre mode de presentation d'eclaircir tout
°e qui se rapporte aux problemes du type C avant d'entreprendre
1 etude, beaucoup plus delicate, des problemes du type A, que nous
nous proposons d'envisager dans un travail ulterieur.

7
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Zusammenfassung

Die Begründung der Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie ist seit
langem Gegenstand von Untersuchungen, ja von Kontroversen gewesen, au
welchen sich Philosophen, Mathematiker und Techniker verschiedener Spezialgebiete
beteiligt haben. Verfasser knüpft an die Darlegungen zweier früherer Arbeiten an
und führt diese weiter aus. Wenn man von experimentellen Erfahrungen und den
aus den bezüglichen Resultaten sich ergebenden Eroignisverteilungen ausgeht, so
kann daraus keine für das Verhalten der Experimentierreihe aufschlussreiche
Folgerung gezogen werden, ohne dass man - explizit oder implizit - auf die Regel
von Cournot abstellt. Letztere muss daher mit der nötigen Vorsicht umschrieben
und mit «Anwendungsvorschrift» versehen werden.

Aus der Oournotschen Regel kann das Bemoullische Prinzip und weiter die
Definition des wahrscheinlichkeitstheoretischen Erwartungswertes hergeleitet werden.

Verfasser unterzieht Regel und Prinzip einer kritischen Betrachtung, namentlich
im Hinblick auf die gegen sie erhobenen Einwände.

Schliesslich wird nochmals auf die Unbestimmtheit eingetreten, welche der
Regel von Cournot inhärent ist und gezeigt, dass das Wissen um dieselbe durchaus
der bewussten Anwendung empirischer Regeln gleichkommt, auf welche jegliche
Technik angewiesen ist. So erscheint die Möglichkeit, die in Betracht gezogenen
empirischen Regeln durch eine rationelle Methode auf gleich gelagerte Probleme
zu übertragen, oft wie das Ergebnis einer individuellen Ansammlung früherer
Erfahrungen, welche einer Analyse unzugänglich sind und folglich dem Wesen nach
nicht übortragbar wären.

Beispiele zeigen, dass diese erkenntnis-theoretischen Überlegungen auch dem
Gebiete der Versicherungsmathematik nicht fremd sind, dass man vielmehr
unmittelbar auf sie stösst, sowie man sich die Frage nach Wert und Tragweite der
klassischen aktuariellen Methoden stellt.

Summary

The justification for applying the theory of probability has for a long time
been the object of discussions and even controversy among philosophers,
mathematicians and specialists in different fields. The author refers to the ideas which
be has set forth in two previous papers and develops them further. Taking an
experiment and the distribution of its results as a starting point, it is impossible to
draw any conclusions about the conduct of the series of experiments without
applying - implicitely or explicitely - the Cournot principle which therefore needs
careful definition and a strict «rule of application».

From the Cournot principle it is possible to derive the Bernoulli principle and
the definition of the value of a ramdom speration. The author examines these
principles thoroughly and mainly discusses the objections which have been raised
against them.

Finally he considers the arbitrary elements intervening in the Cournot principle
and shows that knowledge of these elements is equivalent to application of the empirical

rules needed by every technique. Thus the possibility arises of applying efficiently
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these very empirical principles - often considered as the result of accumulated
previous individual experiences beyond analysis and hence essentially incommunicable

- to similar problems.
Examples show, that these epistemological considerations are also applicableto the domain of actuarial science and that one encounters them directly as soon

aa one asks the question about the extent and value of the classical actuarial
methods.

Riassunto

Le basi di applicazione delle probability sono sempre state l'oggetto di studio,
anzi di controversie alle quali hanno partecipato filosofi, matematici e tecnici di
specializzazione diversa. L'autore riprende anzitutto 1'esposizione introdotta nei
due articoli anteriori sviluppandola ulteriormente. Partendo da un'esperienza edalla distribuzione associata ai suoi risultati, non si pud giungere ad una conclusions

avente un interesse per la condotta della sperimentazione, se non con l'aiuto
~ m modo esplicito od implicito - della convenzione terminale di Cournot. Questa
dovrii essere espressa con cautela ed accompagnata dalla «regola d'applicazione».

Dalla convenzione di Cournot si pud ricavare il principio di Bernoulli e in
seguito, la definizione del valore di una operazione aleatoria.

La convenzione ed il principio sono l'oggetto di un esame critico dove vien
tenuto conto delle obiezioni sollevate contro di essi.

Inline sono nuovamente considerati gli arbitri che intervengono nella
convenzione di Cournot ed A dimostrato che la conoscenza di questi equivale alia co-
noscenza delle regole empiriche dalle quali dipendono tutte le tecniche. Cosi appare'a possibility di trasmettere con un metodo razionale le regole empiriche considerate

sovente come il prodotto di un'accumulazione di esperienze anteriori, le quali
sfuggono a 0gnj anaijsj e sarebbero per cAnseguenza essenzialmente non tras-
missibili.

Esempi dimostra.no che queste considerazioni epistomologiche non sono
sconosciute nel campo deH'attuariato, ma che ci si urta immediatamente appena
interrogati sul valore e sulla portata dei metodi classici.
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