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ces BBL =

Methodische Bemerkungen zuar B(:rechmmg
der Primien, Deckungskapitalien und Gewinne
in der Lebensversicherung?)

Von Ernst Zwinggt, Basel

Zusammenfassung

! L o I o = . .
i s werden Gileichungen zur Bestimmung der Priimien, Deckungskapitalien
nd Cow: . . i
f..]d Gewinne der Todesfallversicherung abgeleitet unter der Voraussetzung, dags
A‘[ntllm I_)._1.1‘s.i.ellung flnr., Bar \.vmtuﬁ der Y(‘n?u-l?mungslmh_ifungun (.!10 kontinuierliche
thode gilt und die Priimien diskontinuierlich (unterjihrig) eingehen.

L. Problemstellung

Die irmittlung der Tarifpriimic z. B. der gemischten Versicherung
und dje dazugehdrige Berechnung des Deckungskapitals und Zerlegung
df‘-l‘ Gewinne in die Komponenten kann nach verschiedenen Konzep-
tonen erfoloen:

@) Der Darstellung wird durchwegs die diskontinuierliche Methode
7\‘;1g1'llll(lt"g‘nl(‘gt. Dieser Fall bedarf keiner Beschreibung mehr, denn dag

orgehen ist samt der Irmittlung der Gewinne allgemein bekannt.

b) s wird sowohl tiir die Firfassung der Belastung durch Versiche-
r“““a"sh'istl111;;'(_511 und Unkosten als auch fir die Berechnung der int-
laLstung{ durch Priimien die stetige Zahlung aller Aufwendungun an-
SChommen, Die Voraussetzung der stetigen Primienzahlung kann tiir

D ) Die ausfiihrliche Massung erschien unter dem 'Titel «Sul metodi che si
OHJ e = o . . . - B y . &
qu““mtl) usare per il calcolo dei premi, delle riserve e degli utili nell’assicurazione
b IiL Vitay im Giornale dell’Istituto Italiano degli Attuari (27, 1958). Die Arbeit,
Ste - Pl o i . . ) ) ) Y
b eine VY etberfithrung der beiden Untersuchungen dar:
“ B TSN . . . ; v . s
) 1 t”'ln]l(‘ll und Deckungskapitalien in der Todestallversicherung, wenn die Bei-
t_rr:tgu nur bis zum Todestag geschuldet sind. Mitt. Ver. schweiz. Vers.-Math.,
92, 1952,
b A o Puce s 1 X ¥ b kS i
) Av\;nmt/,n titr die Gewinnermittlung nach der kontinuierlichen Methode. Mitt.
Ver, schweia. Vers.-Math., §7, 1957.
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rein theoretische Uberlegungen angemessen und niitzlich sein; effektiv
vollzieht sich die Primienzahlung aber jihrlich oder unterjihrig. Wwill
man die Fiktion einer stetig zahlbaren Priimie aufrechterhalten und das
System dennoch praktisch anwenden, so kann man annehmen, es werd®
die stetig berechnete Primie z. B. fiir ein Jahr im Barwert (Zeitrente)
vorausbezahlt und im Falle des Ablebens die «nicht verdiente» Primie
einschliesslich Zinsen zuriickerstattet. Methodisch sind dadurch keine
Elemente der diskontinuierlichen Methode eingefiihrt worden, ins-
besondere erfolgt die Deckungskapitalberechnung nach der rein konbi-
nuierlichen Methode. Da fiir dieses Vorgehen die Grundbeziehungen
ebenfalls gegeben worden sind %), verfolgen wir es nicht weiter.

¢) Die dritte Méglichkeit besteht darin, die Ansiitze wohl nach der
kontinuierlichen Methode zu vollziehen, aber zugleich die nicht stetige
Pramienzahlung zu beriicksichtigen. Dag will heigsen, fiir die Verzingung
und die Auszahlung der Versicherungsleistung gilt der «stetiges Ablauf,
die Priamien hingegen sind jihrlich oder unterjihrig zu entrichten, wobel
zwangsliufig fiir die Auswertung der Ansitze nicht Annahmen getroften
werden dirfen, die sich widersprechen.

Dieser dritten Moglichkeit wollen wir im folgenden nachgehen und
der Reihe nach Formeln fiir die Primien, Deckungskapitalion und Ge-
winne aufstellen.

2. Nettoprimie

Fs sei die Summe «1» auf den Todes- und Trlebensfall versichert
(gemischte Versicherung); die Primio P werde in m Raten bezahlb.

Der Barwert der Belastung ist mit ¢ = In (1 +4), d. h. mit » = ¢’
gleich Hm-,-] = 1—da :

a5 der Barwert der Primien betrigt plm G,

Fiir @™ schreiben wir

n|
T,
n—1 ¢ mt UMl T
(i(m-) . Z; Ula, -4 ) 1 31 B a’jtil m (1)
an| ! preadi] l '
{=0 z m r=o xt b
[ T
. = . . . 3 F!"I_ ;-nr . a
Die Uberlebenswahrscheinlichkeit — ™, wobei 0 < 7 < m ist,
x4

%) Vgl. die unter ') genannten Arbeiten.



approximieren wir durch

b
o T B ©
x+t m

damit, i /
16 wird — ™ q
«u:cvi-l }Ai . oom at . (3)
' {
Tttt 1 T,q
m x|t

Die Annahme eines linearen Abfalls der Zahl der Lebenden inner-
halb eines Jahres ist ohne weiteres zulissig. Fiir die {}in (1) erhalten
Wir mit (2)

1 1 2 m—1
{} = [1{_1)»: Fom - o m | —

m -
i ]_ L 2 2 m-—1 m-1
—q. ., q)m -+ — —pm + s — 1 ® 4
q'Ll t t)«n’u :ma trn’a 4 ( )
woliir wir gsetzen ) _ oo
| {} = a—k g, (5)

Beziehung (1) lautet damit

ﬂ/—lru l
Tt ;
i = X A =P g ] = 8P A — kP A (6)
=0 by
Lo 1—w . ' .
Iy 1st (Ii.(i’.i") — —, also leicht berechenbar. Die Grésse kifl")
1—qpm . :
kénnen wir folgendermassen umformen. [s sei om = v = o S
heuer Diskontierungsfaktor; dann folgt aus (4) und (5) +
]i,'(’”) . 1 -}-’Z; [’5 o 2,;32 o +4 (’m—l) ,Z‘)m—l] .
e B
1 +1
= 'Inz ([a)m ]| |
144 1 -~ '
= o Ji—p—m—10v pm—1 7
m2 2 [ m—L | ( ] ( )

Zur numerischen Berechnung von aﬁ’,’;) wird man (6) nicht in der
angegebenen Form gebrauchen, sondern neue Kommutationszahlen ein-

fithren,
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Sel D = & (1"[”) D,— fi:ﬂ"f” (G ]
N == g N — k" M, (8)
N — N N |
¢ 1y m
dann wird ) N,m[ )
“’m| - D v
.

Bet Jahrhchm Pramienzahlung ist m = 1, somit "

Jolm),

1

im=1 " = 0.

Hiir die Ber Pchnunn’ von a.

H!

uue\ ’

ﬂ

_,j(:' l

an| —
o

0

man konnte darin nun sofort

an |

Iblf dé-____

(m),
1] |m=

= e

hat, gleich wie fiir die Frmittlung von
die Annahme (2) bzaw. (3) zu gelten. Iis ist

1

werten. Zum gleichen Ziele fithrt die Annahme m oo in (6). Ohne

weiteres 18t ersichtlich, dass (6(

kl”” schretben wir aus (7) in dur form

1

v

1+

m2

k(m) .
1

b

il

n—1 —Jtl o —(SCZ lad
1 -}
S , Lo
(-0 L by g
£=0
EHEE, oy Js P setzen und aus-
s qm_‘_”u;:.ln. LV A »
-+t
) i 1—8% e
oo = G = — wird. Die Grosse
0
o ?”).m—I . _1'
[T (m—1) ™,
1—®

b}

und weil » = e m» und 7 = em —1 ist, auch

Pt?

g 0
em — ]

1
m

i}

o 's -
1—e%em g A
e e (1) ™" 2
l—e m
bl

Nach Entwicklung von e und ¢ » in eine Reihe folgt

0
e —1— .
) "ot
L 54
P e
12m?
Wird m oo, so bleibt
k(m >i{ -
Ll

1 Im—)co

)
1+—+.

1 m
|‘2m '

(10)



D, = d;D,— K, C,, l
N, = d, N, — kg M, (11)
*‘{f‘rﬁ"\ = X[l_[\?t bn? [
nd erhalten aus ) -
(m), e = VLV;L%'!
“ﬂ.‘)l]ﬂ?t-»co San| T l),L : (12)

Damit kann die Nettoprimie P aus A, = 1—0dd,, = P™ it
Mumerisch leicht ermittelt werden.

3. Nettodeckungskapital

Die Firmittlung des Nettodeckungskapitals soll zuerst iiber die Re-
kwsionsformel aut das Ende ciner Primienzahlungsperiode erfoloen
_Unl;m‘ der vorliufigon Annahme, das Deckungskapital sei zu Beginn deg
Vet‘sicl'lerungsjahros bekannt.

Es sei fiir einen ganzzahligen Wert von 7 das errcichte Alter
T4 1 == i gesetat, fm_'norrV_(,.’") mit V(0)und |'V‘(L,”" mit V(1) bezeichnet.

Dann ailt fir das Intervall 7 4 bis 7 die Rekursion
m m
1
m
e Pim) 7 0 % Lot ooty o [ 1+
V(t> | Iz m ("(m”’c) ‘Ulm‘&' ",”m‘é ]'_ gt e V fl ]) 0
, T — ¢ . d — ( —
\m m byt bt N m ’
. m m
0
und weil die Nithernngen (2) und (3) gelten miissen,
= | t+1
: s 1— (
¢ plm) 0 1 Iy m ly L1
V T T m m Vv S 1
J — =0, (13)
M, m { { m \
1— —¢ 11— ¢q
m 1y m
Wobei 1 )
m £
= L m
= a(—~1) . e™—1
S £ == ¢ (m ) ([C = -
m ) 15t.
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Beziehung (18) ist eine lineare Differenzengleichung fiir das

Deckungskapital; ihre Losung hat die Gestalt (14)
Ly ey [ l 6 3(4—A—1) i
V(t> == _1 P\m !>1LG m l Ao FJ ) ] lﬂlg m e Vem ZIIV(O),
m Zy_}_ :@ m i":o y+ m l ”l A=0 ly|:1
Weil o G i
Me " = |
p)

ist, kann (14) nach Einfithrung der diskontierten Zahlen der Lebenden
und Gestorbenen geschrieben werden alg

(1+19)5 @y C

! 1 P 9 b, vo)
V(- ) i I~ T WO 3 W W Ak s B |-
i D, ¢t = Vm D, ¢t c
m ylm T a=D ylﬂ'm vt m
Aus (2) lasst sich folgern, dass
¢ 5 o
: = (L+42)¢
P [ PR
gilt, und somit
11 e 14 L-q [t 2
N D A = Ny ,m (1_ D g ) 1 Av™ | D —
x%'u Y %)v 'm) oo %o i
(L+49) (Ta)i=
— Ja,— z_ll )(“)AWDW, (16)
m
Sofern ¢ = m wird, geht (15) itber in
(1+14) s azC
1 Pries w T D,V(0
Vil) = DA — 7”7'7777—7—774-——'”—'(' ). (17)
D,y m =0 m Dy iy By

Mit (15) und (17) ist es unter Beriicksichtigung von (16) und bet
Kenntnis von V(0) verhéltnismaissig leicht moglich, das Deckungs-
kapital auf das Ende einer Pramienzahlungsperiode und auf das Fnde
des Versicherungsjahres zu berechnen.

In einem zweiten Schritt haben wir nunmehr das Deckungskapital
fiir ganzzahlige Werte von 7, d. h. die jeweiligen V(0) zu ermitteln. Das
kann vorteilhaft aus (17) geschehen.
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Wir beachten, dass @- = mal” i ), ferner dass m(1+1) s L Ia(lll?‘) =5
m
ist, und erhalten aus (17) in der urspriitnglichen Schreibweise
86 1 d plm) x(m) 3
L 1V ) V:(E’”') o — . [G Pm Tl ]8T q;t—l—t] ; (18)
1 (.IJZ |t I— Ayt
Die Autlésung dieser Ditferenzengleichung ergibt
=t St m
- 0
t]’/ém) - P(m Z ol Hr)l x”tr 0 S“ N Y pdl--1) l.EI'r(L:%r‘I 4 - lx @
la:-H =0 Hesl . z+t
oder auch
1 ’ N t—1 B t_—_‘l -Da:OV(m)
o = [P S =55 0|+ T
])a: k¢ =0 =0 x4
{(m) M — D . (m)
. 1)(?71) .NS"'“ . 'S_‘l'\ : | -t ’LDV““ . (19)
T Dy Dy Dy

Dieser retrospektiven IForm fiir ™ entspricht die prospektive

tV:(:n) == m—tA:t-E--t k}ﬁ n—tE:z'rJ - -p l(m

@ bin—i |

(20)

wobei \n'Aa: = Sﬂ [nA:u 18t

4. Tarifprimie

Die Tarifprimie 7, " soll unter den folgenden Annahmen dargestellt
werden. Die Abschlusskosston a setzen wir proportional dem Kapital;
die Inkassokosten f sollen aut der Barprimie erhoben werden und y ist
proportional dem Kapital. Der Gewinnanteil sei fiir ein Versicherungs-
jahr 7 konstant und betrage den Bruchteil A, der Tarifpriamie.

Der Barwert der Gewinnanteile des Versicherungsjahres 7 ist gleich

])L n(m)
TH+T .
AR g = - 4D,

L x

und somit der Barwert aller Gewinnanteile

(j’n) -1
T3 4,0, = alid (4).
r T= 0



Damit kann die Aquivalenzgleichung geschrieben werden als

gl"| |nArc + n‘H ad Rk’ (Lq n| T (l_“:[ﬂ ﬂ [ac(z?:' ' m| (A)] . (2])

Im konkreten Fall lisst sich (LL';: (A) leicht durch die Kommutations-

zahlen ausdriicken.

5. Gewinne

Zur Darstellung der Gewinne oder Verluste aus dem nicht rech-
nungsméssigen Ablauf der ireignisse setzen wir zuerst vereinfachend
voraus, es gehe die Nettopramie ein und es werde das Nettodeckungs-
kapital zuriickgestellt.

Bei rechnungsmissicem Ablanf der Freignisse gilt Besiehung (18),
die wir unter Verwendung von (6) schreiben als

e’ i L pim ”‘” Merr [S+ PP — VO] — VY = 0. (22)

Erfolgt der Ablauf der Ereignigse nicht rechnungsmissig und be-
. . N . . . . . i . '
deutet ¢ die Intensitit der effektiven Verzinsung (mit 11" = )
Tt 5 . i w oy : ;
und messe ¢, die etfektive Sterblichkeit, so folgt aus (22)

”,Sr Vm + [) m ql » [ e P(m { m — EV.(UM)] — HV'(‘m} - G()Willn;

die Girossen & (I”” E;i. und /s, () gind mit 8" zu berechnen

Wir bilden (23)—(22) und erhalten
G@\Vil]n _ (‘l;’—’b‘) "‘V(.m) 1 (S;’(m) S,{'m) m _I’ 0 [ lJ(m ke L)IL n lV(m. ] .

& 1l

L [ PO P @

In (24) erkliren wir

(L o L) m,) 1p (S.l((ﬁl) B m) P (m) (25)

als Znsengewwnn, Wert Fnde Versicherungsjahr. Der Rest in (24) ist
somit gleich dem Sterblichkeitsgewinn, ebenfalls Wert Knde Versiche-

rungsjahr, wobei - ” ,
P z[ 1+ Py ].| tHV.g; )] (26)
die Rasikoprdmaie und
Qs[5+ PO ™ — VSV (27)

die Ristkoschadenswmme bedeutet (beide Grossen Wert inde Ver-
sicherungsjahr).
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Iline absolute Trennung in Zins- und in Sterblichkeitsgewinne ist
nicht moglich, in (27) treten Grossen auf, welche von o’ abhéingen; mit
andern Worten, die Risikoschadensumme hiingt nicht nur von ¢, ,,
sondern auch vom effektiv erziclten Zinsertrag 6" ab.

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir zu einem allgemeinen Fall
itbergehen ; es soll die Tarifprimie 7™ eingehen und das Nettodeckungs-
kapital , V" zuriickgestellt werden. Zum Zins- und Sterblichkeitsgewinn
britt noch der Aufschlagsgerwinn hinzu. Wir setzen ™ — Pim gy zlm)
wobei 2 die Zuschlige «, f und y sowie den Gewinnzuschlag /1 enthilt.
IMar die Bostrmturw der Kosten und der Gewinnausschiittung soll Z.m
bendtigh werden.

Die Gewinngleichung lautet — man hat in (28) nur die Glieder mit
ZM ynd 7™ hinsuzutiigen —

Gewinn = ¢, V™ [P“”’ -|~/,(’”’] Fom — ’
e qa&l«t [ . g (n(I? plim ) N (m —y 1V§;”)] = V(Im) (28)

Subtrahiert man davon (22), S0 h)lgt

Gowinn, — (i) V- (08 P[5y 1 PR 0]

[ b (B — ] (20— 2 . (29)
In (29) bezeichnen wir
(v —1) VP 4 (@ — ) L (30)
als Zinsengewinn, Wert I'mde Versicherungsjahr,
(#—2) 8 (31)
als Awfschlagsgewinn ®), Wert FEnde Versicherungsjahr, sodann
Qo [0+ 2 B — 7R (32)

als .Iﬁfi.s*ilﬂoprc'imia und
(1; y [§% - (ﬂgm) ﬁ_Z:'E(m)) |5 l(lm) . l-lV;(tM)] (33)

als Risikoschadensumme (beide Grossen Wert Iinde Versicherungsjahr),
somit (32)—(38) als Sterblichkeitsgewinn. Gleich wie in (27) ist es in (31)
und (33) nicht méglich, die Komponenten des Grewinnes so zu trennen,

3) Der Aufschlagsgewinn ist nicht identisch mit dem Unlostengewinn, denn
sowohl in Z\m) wie in Z;c(m) sind neben den Unkosten auch die rechnungsmiissigen
und die effektiv ausbezahlten Gewinnanteile enthalten,
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dags sie sich nicht gegenseitig beeinflussen. Wir haben mit Riicksicht
auf die praktische Anwendung die Aufspaltung so vorgenommen, dass
alle Glieder, welche ¢, , enthalten, zur Risikoschadensumme zihlen.

Vergleichsweise stellen wir die Gewinngleichungen bei jdhrlicher
Primienzahlung einander gegeniiber, wenn
a) das von uns beschriebene Verfahren gilt,

b) die Betrachtungsweise rein diskontinuierlich ist.
a) Gemiss (29) ist mit &) = 144 und & = 0 der

Gewinn = (+'—2) (,V,+P,) + qw-l—t(gl'\—t HV:c) - Q:;r|-t(§%1—‘ H—lV:c) +
+ (Zx—Z;) (1+414"). (34)

b) Durchwegs nach dem diskontinuierlichen Verfahren ist der

Gewinn = (1 —1) (,V,+ B) + Qo (1 — 11 V) — Gyt (1— 1 V) +
- (Z—Zg) (L), (35)

Abgesehen vom etwas lingeren Weg der Ableitungen fithrt die von
uns beschriebene Konzeption in allen Teilen zu einfachen Iormeln, die
in der Praxis nicht schwerer anzuwenden sind als die itblichen der rein
diskontinuierlichen Betrachtungsweise.

Résumé

Les formules pour déterminer les primes, les réserves et les bénéfices d’une
agsurance en cas de déces sont établies dans les suppositions suivantes. La valeur
actuelle des prestations est fondée sur la méthode continue, tandis que les primes
(fractionnées) interviennent dans les formules sous forme discontinue.

Riassunto

I’autore indica, per le assicurazioni miste, le formole per il calcolo dei premi,
delle riserve matematiche e degli utili, basandosi sul metodo continuo per deter-
minare il valore attuale delle prestazioni assicurate, mentre i premi (pagabili in
rate) sono valutati secondo il metodo discontinuo.

Summary

In this paper formulae for the premiums, reserves and dividends of endow-
ment assurances are derived by using the continuous method for the evaluation
of the net value of the death benefit but the discontinuous method for the evalua-
tion of the premiums (payable annually or by instalments).
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