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Quasiarithmetische Mittelbildungen

an Verbindungsrenten

Von E. Rufener, Ziirich

Zusammenfassung

Die [rgebnisse der von H.Jecklin entwickelten und in den Beitriigen [1], [2]
Ufl‘l [:3] verdffentlichten Mittelwerttheorie werden auf das Darstellingsproblem der
‘/“r‘])mdlmg:srenl\e angewendet. In Verbindung mit geeigneten, der elementaren
Analysig geliiufigen Diftferentialoperationen driingt sich dabei eine uasiarithmeti-
sche Mittelung der Ilintrittsalter auf, Das Gesetz des gleichmiissigen Alterns, sowie
Muakehams Formel erscheinen als natiirliche Iolge dieser speziellen Mittelwerthilduny.

L. Definition und Eigenschaften quasiarithmetischer Mittelwerte

(1], 121, [3] )

@) Als quasiarithmetisch bezeichnen wir den durch

D(w) = Nk, D(a,)
v=:l
oder m
[ mfw*ﬁh¢@ﬂ
p==1

bestimmten Mittelwert w. Im folgenden werde vorausgesetzt

D(x) stetig und streng monoton in o = @ = f;

RZG =0 =1, 1)
m

ke, >0 w=1,2...,m, Dk =1,
p=1

b) Hilfssatz. Unter den Voraussetzungen (2) gibt es im abgeselilosse-

nen Intervall [«,f] einen einzigen Wert o, fiir welchen

w:wwEh@@ﬁim

p=1

*) Die Zahlenangaben beziehen sich auf das Literaturverzeichnis.
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w Lillt grosser aus als gewisse «,; unter den iibrigen a, gibt es solche,
die grosser als o sind. Insbesondere ist

falls o, a0, = ... Z 0,0 =0 = a,; (D)

— — m
falls o) = ay = ... =a, = a: © =qa; (11)
fir k=1 {p=12%..m w=coltgydsy 06,
eine symmetrische Funktion der a,;  (III)
w = w(t,, dy, ..., a,) in jedem der m Argumente a,
stetige und monoton wachsende Funktion.  (LV)

¢) Aquivalente Mittel
@ = AD+ B, (4, B Konstante, 4 == 0)
ist notwendig (und auch hinreichend) datiir, dass fiir alle {a,} und {k,}

DN E, B(a,)) = DNk, D (a,))
ausfallt [3].

2. Verbindungsrenten mit gleichen Ausscheideordnungen

Der Barwert der lebenslanglichen Verbindungsrente von m Leben
auf ersten Tod lisst sich, falls alle Versicherten (Iintrittsalter z,,
v = 1,2, ..., m) dieselbe Absterbeordnung [(x) befolgen, mittels der
Hunktionen

Ha) = e l(z), () — f(:‘lf) = ) — (3)
durch 3
o= | [T 007

darstellen. /() verschwinde im Unendlichen und sei hinreichend regulir.

Iir die Barwertfunktion werde zunichst die Darstellungseigen-
schaft ' i
gy oo == 2[00 Ty )] (4)

mit w(l, ¢, ..., ) = { vorausgesetzt 1).

B w(wxy, @9, .., 2, ) ist im Sinne von Jecklin eine M-I'unktion.
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Wird auf g

j.ﬁf(z + &) dé = ylw Hf

0
m
die Operation > ausgeiibt, folgt
v=1 ( iB
e e B A AL NE a‘“_,; %)
go) = H) (o) ooy,

ang

[ 170+ 8@ = z(o) @)
0

schliesst man durch Ableiten nach @ aut

1 flw) | o
. .:mf()+'{( ) (6)
% () f(ew) x(w)
Die Frgebnisse (5) und (6) lassen sich, & = D(§) gesetat, zur Relation
m %'(a)) ?n, dw
y / __\1();: s 1—'\ - 7
mEE) = 2 = | B, o
“usammentassen, die uns nahelegt, iiber w(z,, 2,, ..., x,) derart zu
Verfiigen, dag L
igen, dass j\, 0o ’ (8)
;—'Jl U.ﬁL‘v
mithin W—; = P — 2y Ty—Tgy .., Ty — ) ®)

= u(s.)(."lij_“wm? Lo gy vy Ly g — ’Em) (1 ;<= 7 é TM)

ausfillt1). Sind noch Voraussetzungen (2) erfillt, wird nach Hilfssata

(1b) durch .
m Dlw) — > Dx,) =0 (10)
y=1
) dw® .
Y Fiir o — @ — v (L= <m)ist Y e 0. Da nach linearer Trans-
: 4 =1 = 8
formation der Variablen,
CU*(:Ei, Ty oy &) = W(xg+ 29+ ... 2y, 01— 2, Tg— a3, s Tl ),
= (z1+ 234 o+ Tips T Ty Ta— Ty, <0y Ty — Tiy),
oy a0

die Ablej tungen -verschwinden, sind

6(.:.121 + P 1 5 v 3(11+ r3t I"')

die I'unkti ¥ und 2 von der Variablensumme unabhiingig.
unktionen n
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o eindeutig als quasiarithmetischer Mittelwert mit folgenden Iigen-
schaften definiert:

(1) D= = 8 S ... 5 8,8 I = @8,
» P II — —s y —_— ‘_l — ol
(11) By =il = gy 222 0, === G s

;
(III) w(zy, Ty ---» Ty,) Symmetrisch in z, (» =1,2,...,m),

(IV) o wiichst stetig und monoton oz, (v = 1,2, ..., m).

Unter Beriicksichtigung von (9) folgt, dass o der Beziehung

(V) w+t = w(p+1, T+, ooy 2, 41)

geniigh, welche versicherungstechnisch gedeutet das Gesetz des gleich-
rdssigen Alterns zum Ausdruck bringt.

Um die in (10) enthaltenen, hinreichend oft differenzierbar voraus-

m £z
gesetzten Funktionen @(z) explizite darzustellen, wird > i auf (10)
ausgeiibt, m g ” el 5
, . O L
m@ (w) D — > D(x,) =0,
=10, T
und (8) beachtet: m
/ 1 i) ;
m P (w) — > D'(x,) = 0. (11)
y=1
Durch Ableiten von (10) und (11) nach einer beliebigen Altersvariablen z;,
: ) dw ’
(10) mP(w) . = D'(z;),
0
’ E)a)
(11) m P (w) - = D"(x;),
0,

schliesst man 1in bekannter Weise auf

() ()

Olw) W)

woraus O (x) —yP'(x) =0 (12)
oder pw' () —yu'(x) =0 (127)
mit den Lisungstunktionen

L be, . B2 g == 13
PE) = la—be, ) = L ¢ y -0 (18)
oder ; ks (G )

N el N u.s‘”_q‘i- TAUSS), P 1g"
pl) = |+ b, H) = Lks® g (Makeham), y + 0 folgt. b



. sk - . e . . . . + . 5
® und @* sind im Iinblick auf die quasiaribthmetische Mittelbildung
Wuivalent; durch @*(z) = & wird @ als arithmetischer, durch D™ (1) — ¢*

— 2

als exponentieller Mittelwert bestimmt:

1
" (T + @y ... +z,), p o= (),
W = 1 m ([4)
log >' ¢ —logm i
r=1 , i (03:1,}_0.'62 ‘l‘---“i“cmm)’ % :/: 0.
log ¢ m

Falls eine der Altersvariablen — etwa z,, — gegen Unendlich strebt,

Wird auchew unendlich gross ; manerhéltaus ¢® = (¢" Fe™ 4.+ cm)
m

I

lim (2, — )
(L‘)n%h\')
Da @*(2) — ¢"(¢>1) konvex steigend, sind in Anwendung der
Uilgleichlmg von Jensen | 3] die Mittelwerte (14) durch

w|] T 2 | L N
D" e ()
m =" " m= .

m [ m

N, < @D ([)*(;1,-?)} = g

m ;1 m 1
Miteinander verkniipft; das exponentielle Mittel (sog. Zentralalter) ist

grosser aly dag arithmetische.

3. Verbindungsrenten mit verschiedenen Ausscheideordnungen

Die dargelegten Tintwicklungen sind einer weitgehenden Veralge-

% . . 2 g B 3 * " i - \
Menerung fihig. Befolgen die m versicherten Lieben a, (v == 1,2 ... m)
die voneinander verschiedenen, hinreichend reguliiren und im Unend-

lichen versehwindenden Absterbegesetze

f (@) = 1, () =12 m,

/
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ergibt sich aus dem Ansatz

) m J, +‘E
a’cn Zg . ]T ) ds =% [w(3;1, Ly v oy xm)]
0

[ﬁm/wdg—ﬂwip()

0

durch Ableiten in Richtung (1,1, ..., 1)

L nfe) )
@ = A T re) s,

anderseits aus

[ele)
m

nf w+ &) dé = y(w Hf )

durch Ableiten nach @

L d e A
1) = k) gw) ]
mithin, @ (§) = _"(E) gesetzt
[,(§)
m modwy y'(w) ,
D, () — B, ()] = (1—>‘ ) | 16
%l[ (@) —Py(z,)] 200 ) o) (16)
Falls m 0w
©) > =1,
y=a] 7/
resultiert aus (16) die 'unktionalgleichung
M [P, (w)—D,(x,)] =0, (17)

=]

welche sowohl die I'unktionen @ (z) als auch die M-Funktion o be-
stimmt.

D D.h.mit w = w(ry, 79, ..., 2y) ist @4t = o(ey |t xo-F 8 .o, 2y 1)



Da
1 ] m m Bes
\"‘ \1 3 ([); . D ca . S‘ \1 5 v(b ( ) @ ((”) \W .
= | JS(2,) — D, (w) oz, 21| 2% o,
:QMMWWMH:m(m

erfiilllen die Funktionen @ () und ge;(x) die speziellen linearen Dif-
fer(‘n'chl‘l()‘l{‘l('hllng(‘l1 zweiter Ordnung

Dia)—yPy(r) =0  (A=1,2....m) (19)
mle) —yu(a) =0  A=1,2,....m) (19)

mit den Losungen (A = 1,2, ..., m)

uncl

a,—b,z, g ks Y
(Da(ir’) == ( & 4 T (p:("[;) T b B 2ol () (2())
a—be" = a;—b,c%, 18 ¥ AE
und - x a2 =
+b,x, . ksig y =20 o
JUJ.(J“) — { - bA . ll(‘L’) - { k g% (/(:-T y »/; 0 (ZO )
oy +b,c", “Saa s T oue

Nach ( 17) gehoren zu den unktionen (20) gewogene arithmetische
und exponentielle Mittel:

:\_‘J b, x, =0

’\1 bp )
W = | A\i] [)v o (21)
og = : y N\

g >_be7 ) ]qg_\ b, ¢ —log > b, Y 0.

loge loge

Die in Abschnitt 2 fiir w fostgestellten Figenschaften sind mit Aus-
nahme von (LLL) erfullt. Mit z,, »co strebt auch @ —>co und es folgt fiir
Y # 0 aus (22) et} "
: log (\‘ 2+ 1) log > b,—logh,

Ti ) v=1Upm A i N
m (z,,—m) = : s e loo o
iy log ¢ 3
AN b, C:b',,
i ’ I
1) @ = '\‘ - (22)
el bv

17
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Da fiir ¢(z) = ¢® (¢ >1), ¢'(x) >0, ¢”'(x) >0, ist fiir positive b,

(p(hbpwv> 2 Ebycf{

\‘ b,
mithin Z ), &, — { 2_‘ b, ¢ ] .
g, = S, [T
Das Gleichheitszeichen gilt dannund nur chmn, WERLID; == By ==, ; ; ==

4. Fine Verallgemeinerung des Ansatzes (4)

Ist @, 4.0, = X[@01(0 %0 s T)s Op(T1s Ty o3 Tpy)s oo oy (T4, 25, . )]
(k<m) (23)
i w0 l,C .. 0 =0 (A=1,2 ..k,

dann lassen sich die aus

[e.e]

» m
I[f z,+§&)ds = ﬂf Y@y g0y ), 05(2 4, Ty, ...,ar:m),...,wk(wl,mg,..-,fb'm)]

und

Hf w,+ &) d¢ = L[/wz [wy, g, ..., @]

fliessenden Be/mhunﬂen

' m k
1 if /Bv \‘1 \1 ax aa)ﬂ. (24)
und % v= f%) e e lawa 3%»
EOF( 1 Ylﬁ £ ox 7?, "a),_ 1 Q‘ oy g
-3 > g S gy
o f(w x =g = flw) xS 0w,
in die Relation
k w m (g 1 & T moOdw, | 04
% f,&l‘),_ 1 _f(v)_ = - _>‘| 1_2 A /C (26)
iz flwy) o= f(wy) =1 =R T

zusammentassen, welche fiir die Funktionen w, die Ansitze

3

=1 (A=1,2 ...,k (@)
vlaa/

1) D.h. mit @y = wy(zy, 29, ..., 2,,)

ist auch wy-+t = wp(z1+ 1L, 2ot ..., zpn+t) (A=12..,k).
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oder

C"r“fll,- = Y (x,— ,, Bg— Dy s 4 Ly Tpy)
—_ QA((L'I-H.’Em, a)z‘ﬂxm; LS | wm—l_mm) (Z = 1" 2’ ter ]c) (28)

&ufdrﬁingt‘ Aus k m
© A,S__‘i_(b(wﬂ) — égb(my) =0

ewinnt man dann durch wiederholtes Ableiten in Richtung (1,1, ..., 1)
Mter Beriicksichtigung von (27)

k
N D@ () — y(pﬂ’( ) =0 (0=0,1,2 ..., k), (29

P
A=1 l

Woraus durch partielles Ableiten nach irgendeiner Altersvariablen x;

d‘Ls S o)
ystem oo ” dw, o+ 1)
N ple (COA) : — (:Lj) (Q e )y Lo Wi ?C) (30)

i1 Ly
®rhalten wird, in welchem die partiellen Ableitungen eliminierbar sind :
0 || _
Det. [0+ (e, P ()] = 0. (31)
IR

Da in Determinante (31) die Zeilenvektoren linear unabhiingig sind,
ortiil] @(z) die lineare Differentialgleichung mit konstanten Kooffi-

Zlento
N ) g B9+ 8) = O,

die alg Differentialgleichung von Quequet in die versicherungstechnische

thera iy elngegangen ist [4].
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Résumé

Les résultats obtenus par IT.Jecklin dans le domaine de la théorie des valeurs
moyennes, ot développés dans les publications [ 1], [2] et [3], sont appliqués au pro-
bléme de la représentation des annuités viageres sur plusieurs tétes, Par combinaison
avec des méthodes approprées d'usage courant en ealeul différentiel, Uauteur montre
que le caleul d'une moyenne quasi-arithméticue des iges d’entrée s'impose. La loi du
vieillissernent uniforme ainsi que la formule de Makeham apparaissent comme une
conséquence naturelle de ce calcul spéeial de moyenne.

Riassunto

I risultati di H.Jecklin nel campo della teoria dei valori medi e sviluppati nelle
publicazioni [ 1], [2] e [3] sono applicati al problema della rappresentazione delle
annuitd vitalizie su varie teste. Questi risultati, combinati con metodi adatti d'uso
corrente nel caleolo infinitesimale, impongono, come 'autore dimostra, il (zul(;nl‘ﬂ
'una media quasi-aritmetica delle eta d’enbrata. La legge ('invecchinmento unis
(orme come pure la formola di Malkeham appaiono come cotseguenza naturale da
questa particolare operazione basata sulle medie quasi-aritmetiche.

Summary

The results obtained by H.Jecklin in his papers [ 1], [2]and [3]about the theory
of meang are applied to represent annuities on joint lives. In connection with appro-
priate methods common in differential calculus a semiarithmetic averaging of the
age at entry seems apparent. The law of uniform seniority as well as Makeham's law
tend to become the natural consequence of this special averaging process.
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