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Quasiaritlimetische Mittelbildungen

an Verbindungsrenten

Fou F. jRu/t'uer, Zürtc/t

Zusammenfassung

Die Mrgehnisse tier von //.,/erMwt entwickelten und in den Beitrögen [ I ]. |'2]
and :i ] veröffentlichten Mittelwert!,lieorie werden auf das I larstellungsproblem der
Verbindungsrente angewendet. In Verbindung mit geeigneten, der elementaren
Analysis geläufigen Differentialoperationon drängt sich dabei eine quasiarithmoti-
Sehe M'itl elung der Itintrittsalter auf. Das leset /, des gleich massigen Alterns, sowie
tWu/i-e/iaws formel erscheinen als natürliche folge dieser speziellen Mit telwerthildiing.

1. Definition und Eigenschaften quasiarithmetischcr Mittelwerte
[11, [2|, [8J *)

aj Als quasinrithmetisch bezeichnen wir den durch
M

<P(Û>) V fc, <ß(a,) (i)
V=1

oder i 1

co 0-' j V/tV0(aj| (!')

bestimmten Mittelwerten. Im folgenden werde vorausgesetzt:

0(.r) stetig und streng monoton in a <1 ^ />';

a < cq /] 0 1,2 to) ;

W

/>'„ > 0 ()' 1,2,..., to) 2l' 'U I-
•

(2)

1

6,) ffil/sA'ctte. Unter den Voraussetzungen (2) gibt es im abgeschlosse-
nen Intervall |a,/3] einen titmi/ett Wert co, für welchen

co 0 ' /s.'/'.";} ist.

*) Die Zahlenangaben beziehen sich auf das Literaturverzeichnis.
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co fällt grösser aus als gewisse unter den übrigen a„ gibt es solche,
die grösser als co sind. Insbesondere ist

falls Uj V «a <( • • "1 «i < co < a„,; (I)

falls fc^ «2 ct„, a: co a; (II)

für &„ 1 (r 1, 2,..m) co co(cij, ctg, a,J
eine symmetrische Funktion der (III)

co co(ct|, ctg, a,J in jedem der m Argumente cc„

stetige und monoton wachsende Funktion. (IV)

c) Äquivalente Mittel

V" M0 + ß, (.1, ß Konstante, vi V 0)

ist notwendig (und auch hinreichend) dafür, dass für alle {cc„j und {/ig}

<Z>-1 v ^ 0*-' | V
ausfällt [3].

2. Verbindungsrenten mit gleichen Ausscheideordnungen

Der Barwert der lebenslänglichen Verbindungsrente von m Leben
auf ersten Tod lässt sich, falls alle Versicherten (Fintrittsalter tr„,

r 1, 2, m) dieselbe Absterbeordnung /(.r) befolgen, mittels der
Funktionen

/(.r) D"D(.r), 0(.c) ^ -,«(*)-d (3)
/(*)

durch V
/(A + l)

rt,̂
1 ^2 • • • - m *

darstellen, /(.r) verschwinde im Unendlichen und sei hinreichend regulär.

Für die Barwertfunktion werde zunächst die Darstellungseigen-
schaft

_
(4)

mit co(t, C, ••,£) C vorausgesetzt '!).

a.̂ 1^2 • • •

i) co(a,'i, :t'2, ;c,„) ist im Sinno von Jec/c/m eine M-Funktion.
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Wird auf

17 /0'v + £) ^ ' zH 17/W

(7
die Operation V ausgeübt, folgt

-=i f>at„

1

^
/'(.c„) /(«) ^ Scu

_

%(<w) â /(*„) %(cüj à ^ ' (5)

aus

//>+£)# zH/"H
0

sohliesst man durch Ableiten nach co auf

/'H 7M
m -H

zW /H (6)

Die Ergebnisse (5) und (6) lassen sich,
^ ^ 0(f) gesetzt, zur Relation
/(<?)

(7)

zusammenfassen, die uns nahelegt, über co(.r,, a.^, rj derart zu
verfügen, dass m p<y

mithin CO — at,. W(a-, — :r,,, ^ — Ro — at„)

~ «0(^*1 • • • ^m-l ^m) ^
ausfällt i). Sind noch Voraussetzungen (2) erfüllt, wird nach Hilfssatz
(1&) durch ,«

m 0(w) — V 0(a:J 0 (10)
— V= 1

0CO*
Für cd* co — 27 (1 <; 7 <£ m) ist 2 0. Da nach linearer Trans-

formation der Variablen,
® •••> »m) f(.''1 + -''2 + • • • + f'm. ''[ 't'2> t''2 ®3,

-f* 2^2 ~h • • • ~f~ ^'l > ^2 "
> • • •> ^m-1 " #m) J

S t/Z 0ßdie Ableitungen — verschwinden, sind
S(l + »v|-... + .r,„) 0(.'Kl + 3'2 + -h

die Punktionen V und ß von der Variablensumme unabhängig.



co eindeutig als quasiarithmetischer Mittelwert mit folgenden Eigen-
Schäften definiert, :

(I) 0 <1 .ï, '* <•, tA • • • < : :Cj < co < :r,„

(II) — ^2 ~ * • * ~ — C • ^ ~ S j

(III) a>(.iq, :c'a, »„,) symmetrisch in », (v 1, '2, ,.,m),
(IV) co wächst stetig und monoton in », (y 1, 2, m).

Unter Berücksichtigung von folgt, dass co der Beziehung

(V) CO + f co(»i + f, «2 -M, •. •, a;„, + f)

genügt, welche versicherungstechnisch gedeutet das Gesetz dos gleich-
massigen Alterns zum Ausdruck bringt.

Um die in (10) enthaltenen, hinreichend oft differenzierbar voraus-
$

gesetzten Punktionen #>(») explizite darzustellen, wird V auf (10)
-I, » i 2 »,ausgeübt,

m 0» V -V0'(»,) 0,
v=t dir, „ I

und (8) beachtet: m

m0»—V 0'(,g 0. (LI.)
v — L

Durch Ableiten von (10) und (11) nach einer beliebigen Altersvariablen »,•.

(10) TO0'(eo) „ 0' (./'•),
c'a;.

(11) m 0"(co) £ - 0" (»,.),

schliosst man in bekannter Weise auf

0" (ce)
_

0"(»,.)
0'(co)

"

0'(».)

woraus 0"(») — y 0'(.r) 0 (12)

oder ,«"(•£') — P-^')

mit den Lösungsfunktionen

®(,) j° )A A r-o (in)^ ' let — bef, U y A 0
oder

_ Joc + b», _ (Gauss), y 0

(a + bcf, j/ciUry"'' (Makeham), y A 0 folgt.
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$ und </>"" sind im Hinblick auf die quasiarifchmetische Mittelbilduno-
äquivalent; durch 0*(a:) .c wird m als arithmetischer, durch 0*(.r)
•ils exponent,idler Mittelwert bestimmt:

1

(a:, l-;r,+ + ;r;J, y 0,
//&

(14)
log V <f " — log m j" ' ', C<" — (H' h C" + + <f y =£

log c «/.

Falls eine der Altorsvariablen - etwa j;,„ - gegen Unendlich strebt,

'wird auch co unendlich gross ; man erhält aus c («'' + c** cO«)
m

log m
lim (:r„-o>) - (15)

a*w>oo ^

Da 0*(:r) c*(c>l) konvex steigend, sind in Anwendung der
Ungleichung von Jensen |'8] die Mittelwerte (14) durch

f I « | I

0* V,„< V0»,,.g
m JTTi I m „ I

I '» 1 1 1

y a:, < 0*-' y 0*K) «
m i 1 m :• I

niiteinander verknüpft; das exponentielle Mittel (sog. Zentralalter) ist
grösser als das arithmetische.

3- Verbindungsrenten mit verschiedenen Ausscheideordnungen

Die dargelegten Entwicklungen sind einer weitgehenden Voralge-
nieinerung fähig. Befolgen die ra versicherten Leben (r 1, 2( m)
die voneinander verschiedenen, hinreichend regulären und im Unend-
liehen verschwindenden Absterbegesetze

/,(•'•) «''%(*) (" F 2, m),
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ergibt sich aus dem Ansatz

a.
arj ^2 • • • £-m

A +^) 7t r t M// ; x »? % K«l» A • • •> zJJ
v=l /„hRl

v(«v + f) ^ // /„K)

durch Ableiten in Richtung (1, 1, 1)

anderseits aus

Ï
^ v /»W /H y 0«

%(co) £i/„(a;,) %(<w) i 5a;,
'

(cu + f)df *(co) ///>>)

durch Ableiten nach to

l
__ y /vH %'H

XH /,(«) %(ftj)
'

mithin, 0,(£) gesetzt,
/v\W

m m

2[^(®)-<W] (i-2y
v — L \ v-~i ea,

%'H
zH

Falls
(8)

v=x 5a:,

resultiert aus (16) die Funktionalgleichung

m

2 [0»-£>,(*•,)] =0,

(16)

(17)

welche sowohl die Funktionen <2>,(a:) als auch die M-Funktion to be-

stimmt.

*) D.h. mit « («(.<[, 3*2, ..ist w + < — c«(''i -|- i, J'2+ t, • • -, -|- t).
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Da

m

V V
f-i r-. -0» Fr,

V
Z_J

wo
* ' ~ Fr,

111 K(^)-0vH] o, (is)

erfüllen die Funktionen 0^(.t) und /^(.r) die speziellen linearen Dif-
lerentialgleichungeu zweiter Ordnung

und
0ü(s) —r= 0 A 1,2, TO) (19)

SA) — y SA) o (A l, 2,..., to) (to')
mit den Lösungen (A 1, 2, m)

«A — A-F I^X, y 0<AA) * "
l «r ~ A «A -^A^',

und
«A + A ® >

,«a(a") - ] AA

0JA)
A'A y -/- 0

AAA, y 0

*A " AA<A i fc«Al/f > y -A o.

(20)

(20')

Nach (17) gehören zu den Funktionen (20) gewogene arithmetische
lud exponentielle Mittel:

O) <

S A a.
V '

log
V
SA

__
log SA''' Ar S A

log 6' log C

y 0

y =A 0.

(21)

Die in Abschnitt 2 füren festgestellten Eigenschaften sind mit Aus-
nähme von (III) erfüllt. Mit :r„, —>00 strebt auch co—>00 und. es folgt für
y A 0 aus (22)

/,» -i \ '»

logfS " + 0 logS A-logè,„
,• \»=i "» / -=itun (,r • w) : >.\ W / I 1

%,->oo log c log c

V /)')^ "vi (22)
z_i '•'u

17
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Da für 99(01) c* (c>l), 99'(a:) >0, 99" (a;) >0, ist für positive

- 6, ®v \ < S c"
V, h ». '

mithin 2U < _-i| ».«*']
». ' t ». J

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn a,'j a!g a;„

4. Eine Verallgemeinerung des Ansatzes (4)

Ist ~ % ^2» * ' * » ^m)> ^2(^1^2» * * * > ^m)> * • • > ^2' * * * »
*^m)]

(/c T m) (28)

co,(C,C, ...,C) C (A l,2, ...,fc),
dann lassen sich die aus

CO

»» n1

a,'„+1)d| =/7ZOO z[t(T> ®2> • •> £„>)> «k(T> • • •>7»)> >®2> • • > 'Gdl

• /£ /£

n /K+ ^ 77 ZK) %K. «2. • • «,;]
A 1 A=1

und

fliessenden Beziehungen

und

1

^ V +
'

V V ^ ^
% V=l /(«J % ^1 if^L ^Zv

(24)

1 * /'(CO 1 2h 2h ^Z -2h /'(®i) 1 2h ^Z
2 „ ; + 2 s '5,. / -x 27 7 + 2 o

(25)
Z »=1 /(<».) Z » I A I A=1 /(<Ua) z a=i ö«a

in die Relation

y /'K) _ 2h /'(&,)
^

1 ^- /(->.ü À /(G) * Â
i_v ^

Tu £>a;„

^Z
S CO,

(26)

zusammenfassen, welche für die Funktionen co, die Ansätze

Sft>AEt =1 (A 1,2,...,&)!) (27)
v l Ö®

1) D. h. mit c«A coa(^i, ®2. • • »„)
ist auch on t coa(;i'i + f, :i'2 + (,•••> a.-,,, + f) (A 1, 2, 7c).
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oder

* 'S' ®2> ^2 ®3> ®m-l ®tn)

- ^2 «-t'm? •**' ^m-1 ^m) ("^ /c) (28)

aufdrängt. Aus * "•
_,>]^K)-y;^K) o

A 1 v 1

gewinnt man dann durch wiederholtes Ableiten in Richtung (1,1, 1)
unter Berücksichtigung von (27)

ft m

V 0te)(^) - V $<">(»,) 0 (<? 0, 1, 2, ..Zc), (29)
A 1 A t

Boraus durch partielles Ableiten nach irgendeiner Altersvariablen ».
das System

V#"'W 0C+«(^) (g 0, 1, 2, fc) (30)
A 1

®rhalten wird, in welchem die partiellen Ableitungen eliminierbar sind:

Dot. '' Va) > «^'(a#) || 0. (31)
ß 0, 1, ...» ft
A —- 1, 2, ..ft

Da in Determinante (31) die Zeilenvektoren linear unabhängig sind,
®ffüllt </>(») die lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffi-
Kenten

0'''+h(;r) + yj<pW(») + + (z) 0,

die als Differentialgleichung von Çmgttef in die versicherungstechnische
Literatur eingegangen ist [4].

Literaturhinweise

Ö] H.: «Versuch einer Systematik des mathematischen Mittelwertbe-
griffes». Commentarii Mathematici Helvetiei, vol.'22, fasc.4 (1949).

JecWiw, ff.; «Über mathematische Mittelwerte». Elemente der Mathematik, Band
Hl/1 (1948).

t'11 Jec/rfw, ff..- «Quasiarithmetische Mittelwerte», Elemente der Mathematik, Band
IV/5 und G (1949).

[1] Ravpief, « Représentation algébrique des Tables de survie. Généralisation des
'"is de Gompertz, de Makeham, etc.» Bulletin de l'Institut des Actuaires
français (18911).



— 250 —

Résumé

Les résultats obtenus par I LJecklin dans le domaine de la théorie des valeurs

moyennes, et développés dans les publications [ I ], [2] et [';}], sont appliqués au pro-
blême de la représentation des annuités viagères sur plusieurs têtes. Par combinaison
avec des méthodes approprées d'usage courant eu calcul différentiel, l'auteur montre

que le calcul d'une moyenne quasi-arithmétique des âges d'entrée s'impose. La loi du

vieillissement uniforme ainsi que la formule de Malœham apparaissent comme une

conséquence naturelle de ce calcul spécial de moyenne.

Riassunto

I risultati di 1 LJecklin nel campo délia teoria dei valot'i modi e sviluppati tielle

publication! [I], [2] o [:i| sono applicati al problema délia rappresentasiione delle

annuité vitalise su varie teste. Questi risultati, combinati cou metodi adatt.i il uso

corrento nel calcolo infinitesimale, impongono, corne l'autoro dimostra, il calcolo

d'una media quasi-aritmetica delle età d'entrata. La legge d'inveeehiamento uni-
l'orme come pure la formula di Makeluuu appaiono corne conseguem/a naturale da

questa pnrtieolare opera/.ione basata nulle medio quasi-aritmetiche.

Summary

The results obtained by I LJecklin in his papers ft ], [2 ] and [3] about the theory
of means are applied to represent annuities on joint lives, in connection with appro-
priate methods common in differential calculus a semiarithmetic averaging of the

age at entry seems apparent. The law of uniform seniority as well as Makeliam's law
tend to become the natural consequence of this special averaging process.
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