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Zur Darstellung

versicherungsteclmischer Werte durch Reihen

Foa Raul Ziirieft

Zusammenfassung

Es werden Reihen hergeleitet, welche die Operation der partiellen Integration,
reap, der partiellen Summation in speziell gelagerten Fällen ersetzen, und auf prak-
tische Anwendungsmöglichkeiten dieser Reihen hingewiesen.

Die partielle Integration bzw. die partielle Summation und die
Reihenentwicklung sind dos öftern zur Behandlung versicherungs-
technischer Probleme und zur Darstellung versicherungstechnischer
Werte verwendet worden. Wir erlauben uns deshalb, auf zwei Reihen
hinzuweisen, die diese Operationen vorausnehmen und diese Darstellung
dann als direkte Anwendung liefern. Wir haben die Reihen im Text mit

(A) (§ 1 : Die kontinuierliche Betrachtungsweise) und mit

(R) (§2: Die diskontinuierliche Betrachtungsweise)

bezeichnet. Eine Herleitung geht in beiden Fällen voraus.

§ 1 Die kontinuierliche Betrachtungsweise

Durch wiederholte Anwendung der Gleichung für die partielle
Integration

6 Si) 6

| rr/(;r) ehr | j /(&) d:c cH + a j /(x) d.r (la)
a a re «

ergibt sich zunächst deren Verallgemeinerung:
6 ö 6 6 & v

J »"/(«)& »!{J+ -,Vj +2! J +" + „! J [ ^
ß a a a a
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Wir haben uns dabei im Sinne einer Vereinfachung folgender Schreib-

weise bedient:
0 0 0 0

a a a: a:

6 6 6 &

Wir werden weiter J ,-r" für J J J a;"/(a;) da/ setzen.
a a a: x

» ist ganzzahlig vorausgesetzt. Zur Herleitung dieser Verallgemeinerung
schicken wir folgende Rechenregel voraus:

6 6 6 6 6 6 66 66 6

a x xx xa a x xx x

(r—n) (n) (r-Wr-1) (nflï

Damit wird :

6 6 66 666 6 66 666r'=r"+//-;-/-r"+r"+//
a a ax xxa a ax xxx

(r-t) (r-2)
6

Aus r Schritten resultieren auf diese Weise r Glieder der Horm J
'

rV)
•

"
und ein Schlussglied der Form a Es ist also

a

/«,-,jW. jV
a a a

Mit Hilfe dieser Formel verifiziert man leicht die Verallgemeinerung (lb)
durch Induktion.

6

Wir betrachten nun das Integral j /^(.:c) ^(.r) dr, das nach Mac-

Laurin folgende Darstellung erhält: «

' 6 6

(1) a'/m f« f"cm f«
/i(;e) /a(m) da: /j(0) I + J

a; + ar +

Die einzelnen Summenglieder rechts zerlegen wir mit Hilfe der

Gleichung (lb):
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ft

•d)

/,(») /,(0)
(1)

/;(») re)
1! a; -

/a«) /,'(<>)

1! +" 1!

ft

•(1)

a») r
2!

(i) /'i'(O)

2!

ft

/,'(")
21

«(2) /K»)

2!

ft

/•(i)

/;"(o) r«>

8!
^ /•« „/;(«) /i"(0)

ft

r(i)

ft ft ft

Wir summieren links und rechts, ordnen rechts nach j J j
Und erhalten: " » «

wobei /[''(a) die r-te Ableitung von /,(:c) nach a: für a; a bedeutet
ft

und dem «Integral» j ''' die früher umschriebene Bedeutung zukommt.

/z(«) ist die zu integrierende Punktion.
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Mit 1 wird

ft

f 6-o (6 —aV* „ (6-a)*I /i(.r) da: =-- /i(a) ^ +/i(ft) ^ +/i(«) ^ +...,
« 6

f"> (6-o)'
weil da:

J
a

Daraus ergibt sich durch Differentiation nach 6 die Taylorsche Reihe,
die wiederum die Mac-Laurinsche Reihe als Spezialfall a 0 enthält.

Die Mwiwendwiiy

Die Definitionsgleichung für das Momeni lautet:

,(*)?« : J (z-M)*iV,d/.

Mit /j(/) (:r + l)'" und /.,(<) D,., wird nach (A)

m?> V ^
<d(/c-î)!

/•(dl i)

Dabei haben wir uns der gebräuchlichen Bezeichnung I Z)^. ^
ri< S'J.'

bedient. «

Diese Darstellung finden wir z. B. hei Hermann Gubler: «Über eine all-

gemeine Methode der Lösung des Zinsfussproblems für verschiedene

Versicherungsformen und die Darstellung der darin auftretenden Mo-

mente» (MSVM Bd. 56, Heft 1). Die Herleitung ist dort grundsätzlich
dieselbe; die fortgesetzte partielle Integration, die von Gubler an-

gewendet wird, ist durch die Gleichung (A) vorweggenommen.

6^ Der Danüerf der femponïrai ist : ä | g

Mit /i(£) e /g(0 a 0 unci & n wird nach (À):
« n « n

1 1 f(i) r(2)
'

/"(3) /" (' 11) 1

0 0 0 0
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Dabei stellt n n «f für
0 f /

w

Mit /^(1) 1^,, /^) e"'", « 0 und & w wird:fi
n n

^x:n|
l f /•<*> r® »

f<®>

*• /\ n n '0 0 0

Unter den Integralzeichen steht die Funktion ^(i) e

Der Barwert berechnet zum Zinssatz 1* ergibt sich aus den
Bommutationszahlen berechnet zum Zinssatz I, aus

n

.* l /*(')

« n
(1) f(2) f(3)

«
dl- (<5 — «J) j dl + («3*- <5) j D, _,, dl- +

n n '

< i rs
0 0

oder: ik-*
«

/£=0

Diese Formel finden wir in der Literatur insbesondere im Zusammen-
bang mit dem Zinsfussproblem erwähnt. Wir verweisen z.B. auf:
U.Fischer: «Das Zinsfussproblem der Lebensversicherungsrechnung als

Uaterpolationsaufgabe» (MSYM Bd. 42, Lieft 2) und O.W.Spring:
«Analytische Betrachtungen zur Änderung des ßechnungszinsfusses
und der Sterbetafel bei Versicherungswerten» (MSVM Bd. 50, Heft 1).

§ 2 Die diskontinuierliche Betrachtungsweise

Die Gleichung (la) erhält in diskontinuierlicher Betrachtungsweise
die Form

2®/(*) S 2!/(s) + « 2/(®) >

a a-l-1 rc «

und speziell für a 0:

a:/(.r)==VV/(.,).
0 i z

16
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Diu Grenzen bei der Doppelsumme mtissten korrektorweise vertauscht
erscheinen. Wenn wir trotzdem obige Schreibweise beibehalten, so

müssen wir uns daran erinnern, dass bei der rechnerischen Auswertung
der Anwendungsbeispiele diese Summen schrittweise, ausgehend vom
höheren Index in Richtung des niedrigeren Index zu bilden sind. Das

gleiche gilt für alle «höheren» Summen VW, die später in unsere

Formeln eingehen.
ft

Mit Hilfe dieser Formel berechnen wir schrittweise V a/' /(a:), für
/c 1, 2, 3, Zc, »

ft

y, •'•/(•-»)= I!«!2
o *

6 « &

i f / \ r> I 3 \ 1 Sil -I I -.1
-

1(2)

y^/(r:)= 2!a|V(«) + l!«ï^'
0 2 *

6 » 6 &

y œ®/(œ) - 3!^y('" + 2!a2y® + l!«îy
0 3 2 1

y jb /(;r) fc y y<*
> «+(&-i) i y. y*"... i-si y y<*>+2i «* y« g 114 y'"

/c—L

ft ft ft ft

Dabei haben wir vereinfachend Vüii) jy,,. V y V /(;,;) gesetzt.
r r a- £

vrö
Die Paktoren a ergeben sich nach der Rekursionsformel

y fc a,y + a^z},

aus den Anfangswerten a£ — 0, a[ — l und aj 0 luv alio r<7c.
Sie stellen also das System der Stirlingschen Zahlen zweiter Art dar.

ft

Als Regel für die Durchführung der Berechnung von V :r''/(:c) sei

noch erwähnt:
y, ^ y

"

r x x y 1 r -(-1 x x

Nach Mac-Laurin wird nun

i /,m/,w -/,(<)) y'"-i y v»«+y
0 0 J- • 0 ^ • 0

ft ft

wo yd>y Kir y^':c''/a(r) steht,
"o o
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In clioso Reihe führen wir die für VC) ermittelten Werte (mit
/(•'') /a(.r)) ein und ordnen die Glieder rechts nach V®, V'®', V"'',
\V *
'Vir erhalten so die der Reihe (A) entsprechende Form:

-M*)/a(-z)=/j(0) VC) g {«;
o l

/;c) /;'(<>)
» /:

+«i

4. '2 AT?

h iE

1

/I(0)

2!

2! 0!

.j;
" + «*

4)

/TCO) ,/f»(0) Jf'(O)
+ «3 +«:: +3! 4! 5!

Y (2)
Z_j

1

2 (3)

y ('»

oder

(>>) 2/1W/2C'') - 2" >MD

s u

/, no)
(4 + f)!

a:!2"'""/a(«i)

/(0)(0)
wobei wir «JJ

' 0! /^(0) setzen.

Die Bestimmung dos Operators/I/i(;r) V'') jg+e
'

wird
5-0

'
(&' +

vüo jeweilige Aufgabe der Anwendung der Formel (B) sein. In den
Anwendungen auf versicherungstochnischo Probleme wird die Zeit i

Variable auftreten und wir wiederholen die Formel

2/iMO 2"'
0 0

VW ai„j8 «

' «m""«,}
p + p)i

mit dem Operator
fC iw'fOl

un „d e /I vv
(< K')i

V(D

Wir weisen darauf hin, dass durch die Formel (B) die Summen von /g(i)
mit einem, mit der Ordnungszahl der Summe steigenden Summations-
index in die Rechnung eingehen.
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Die /iMwewrfimf/
n

Zu berechnen sei die Summe von PoZemen: Vf*, fc ganzzahlig-
Z

°

Wir setzen /,(Z) Z*j /g(Z) 1 und erhalten mit /I /,(Z) «<

Vf»= VID^üV« M) \V (-0 (i=i Z,

wo VC+'l A _ 2 ^ |\ und ^ _ g für Z>fc-
* h \*i + V

bj Die Definitionsgleichung für das MomenZ mjf' lautet:
CO—£

»f x (* + *)*#«+,
* 0

Wir setzen /,(Z) (.r + Z)'' und /,(<) D^ d haben

/,(()) z*;
ö 0 ^ £?/

Wir erinnern daran, dass die Summen VW schrittweise, ausgehend

vom höheren Index in Richtung des niedrigeren Index zu bilden sind,

so dass wir uns der herkömmlichen Bezeichnungen

co—& co—a:

bedienen ; so wird

m<f> ASf + V(D
< 1

Diese Formel ist schwerfälliger als diejenige, die Hermann Gubler in
seiner bereits erwähnten Arbeit mit Hilfe der Stirlingschen Zahlen her-

geleitet hat; ihre praktische Auswertung gestaltet sich aber ebenso ein-

fach. Sie reduziert sich z. B. für /; 3 auf die Form

m<?> 2(.r) s<?> + //w-w 21., -I- //,(.'•) 2» 3 + ///,,•) 2U •

Die Faktoren H,(x) a», Hj(a;) 3 (s* + .c 4 1) - 2, Hs(a) 3 (» +1)
und 3 für alle ic ermittelt, lassen sich auf jede beliebige Tafel
anwenden.

Mit diesem Beispiel und dem Literaturhinweis wollten wir dartun,
dass mit der Reihe (B) tatsächlich eine gewisse Vorarbeit geleistet ist.

Ä-i
VV
o-0

Z + p
aA "'-® Z Si'!
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cj Zu berechnen sei der jSanüßrf der jä/wZrc/i rorsc/wts,sigr zaMfearew
ic^renfe /.
f-ür diesen Barwert ü,.„| V erhalten wir mit

^ =o

/.i(0 /a(0 üj+, und Zl/i(<) V <''«{+«
(In ») J-f-e

(< + <?)!
'

I n—1

4.»i= y«
's *=0

Gnu)"® "->
Vdljn- ' <h v;< 1-1)7

— '
(< -i- ß) *+'»

5—u l'-rcu- <1=(

ist nun aber:
°°

e o

nncl damit vereinfacht sich die Barwertformel zu

| n—l

v
To

ä -, V(»
G / («-!)'**1 /

ie Behauptung <!/!/,(/) (» —1)' bestätigen wir am Beispiel wie folgt :

(»-i)' v^v(.
"erlegen wir nach (B) und haben:

-= VI') V ' V(e+i) (__i)i-si / ' \
,ä ,4i (2+S)!

^ ' ' 2t'

wäre zu zeigen, dass die Summen Vlei-h („i)<-ei / ' \ für
01 0

^ @1'

0, 1,2, ...,(/ — I.) verschwinden, so dass rechts lediglich das

Glied mit VC » ') (—1)® 1 übrigbleibt. Wir haben uns begnügt,
'y"' \U/

elies rechnerisch an den Beispielen p 1, 2, ...,(> zu bestätigen.
Der Vergleich der vorstehenden ßarwertformel mit der Grund-

formol
j ^

d'x:«!
f.; <

führt zu folgender Verallgemeinerung tier Darstellung:

1

'.c / 0

WO n—t n-1
V"» W £li 2® • • > * ganzzahlig.
(=0 (=1
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Sind die diskontierten Zahlen der Lebenden 0'.'.,, berechnet nach

dem Zinssatz i* und ihre Summen gegeben, so berechnet sich nach (B)

der Leibrentenbarwert zu:

x : n |

/).

1 rc—1

yw
/l=f fil mit /»

H •*
1. + »

1.

Das ist die bekannte Formel von James Meikle, die vielfach im Zu-

sammenhang mit dem Zinsfussproblem erwähnt und verwendet wurde.

Die Reihe nach Potenzen von (Zt. — 1) konvergiert natürlich rascher als

die Reihe nach Potenzen von («—-1). Letztere stellt nichts anderes als

den Spezialfall i* 0 dar. Wir verweisen auf die bereits früher erwähn-
ten Arbeiten von R.Fischer und 0. W. Spring.

dj Die untere,) erwähnte Reihe nach Potenzen von (u —1) drückt
den Uentenbarwert unter Umgehung der Kommutationszahlen direkt
durch die Zahlen J und deren Summen aus. Wir wollen nun die Summe

V V V /)^ entsprechend darstellen. Aus clor Potenzreihe

(r I- I)

nach (v—1) ergibt sich für die r-to Ableitung des Rontenbarwortes
nach «:

'

/r-l-/\c'fx : w |

| K-l
' V(b

x / =0 / f l)' f]«''
' ' ' I' f

/1 i fr
Andererseits ist

/:(')
x : n I —

r i ,S'ü>

'£

x-f r : w—r |

/f.
so class wir

haben.

o(ü
x : «

n-L
px VC)

Die Beispiele <;,) und dj möchten wir lediglich als Anwendungen
der allgemeinen Formel (B) aufgefasst sehen. Neues bringen diese nicht.
Die Durchführung der Rechnung nach den Reihen in (v— 1)' setzt die

«—1

Bildung der Summen VP> ^ voraus. Es darf allerdings gesagt werden,
dass eine in dieser Weise für ein bestimmtes Endalter aufsummierte
Tafel der Rechnung nach verschiedenen Zinsfüssen direkt zugänglich
ist und die Bildung der Kommutationszahlen nicht verlangt.
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ej Die Absterbeordnung sei in der Form des MafceTtamscÄew
öesefees gegeben:

«—1

ï,,.i fcs*n </«*••' mit ig..,,, V''' (s»)' </«*+' //-"*.

^ir setzen /,(/) //r^ ' und /g(<) (.st)' und bilden zunächst die
Ableitungen /{(()), /','(()).

/i(0) - 1-

/!(()) In// Ine A

/"(ü) In // (In <;)- <V -! alj (In //)- (In e)® <W

/l"(0) In </ (In c)3 c* + a| (In </)® (In c)'® + «;) (In//)'' (In c)® c®*

2u einer praktisch verwendbaren Formel gelangen wir bei Verwendung
sämtlicher Snmmenglieder von /)'''(()) nicht. Die neueren Sterbetafeln,
die nach Makeharn ausgeglichen wurden, weisen für die Konstante f/<l
Werte auf, die sehr nahe l liegen. Dies gilt in besonders hohem Masse
für einige moderne Sterbetafeln für Frauen. Dieser Umstand legte es
nahe, die Glieder in (In//)-, (In//)®, zu vernachlässigen und sich mit
der entsprechenden Annäherung zu begnügen. Wir erhalten dann für
den Operator /l/,(<) den Wort

CO /lri 1

i/,w -V'*; (c-i)'
i—ü (Wi-i)! <!

and damit als angenäherten Rentenbarwert :

1

ft. V/'> (sr)' —A In// v<" (««')'d-c* In// VW (c- 1)' VC m> (,s-p)'i
/ =0 <-0 *=0

Es ist aber

tt-l w—1 n—1 «—1

(c-1)' VC M) (,,)ü _ VC) (,,,,;)' VC) («_!)' VC : D (,c)ü
r, u

«-1
Vd)
fci)

« l w—1

*1 / *=0 < 0

n-1 r- n— l • «—1

(sc-l)'VC-IW r'VW
Z_J
<=0 /1 ^

_ yw
* 0

(.s-cu-l)' VCCI '<

hl :« h

mit yc + 1) / ?i1

< v+ir
Entsprechendes gilt für die Glieder in V''l(so)'.

<=0
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Damit erhalten wir folgende äquivalente Darstellungen für den an-

genäherten Eentenbarwert :

n—i

/=0
«—1

n—1

1. „-, ~ (1 — c* In (/) 2 (s '") ' + 1/ 2 ® ®) '
>

*=0

n— l
2- <W|~ (1-c-Mnry) V'" Ving V >

(r — 1)' VC rh (sc)
i=0
n-1

<,=(

3. ä^.;-| ~ (1 — (fing) 2'^ (s-1)'y^'+bjfi +c*ln(/2^ (W-1)''"'V'
* 0

n—1

<=0

«— 1

<i=(
n—l

/=0
4. (1-Vlng) VW (s»-l)'2<'+*>" + cMnr/V(b

* 0

n—t

/=0

<i=/
h

vw".
f "

Die Annäherung der nach diesen Formeln ermittelten Barworte an

die aus den Kommutationszahlen berechneten Werte ist um so grösser,
je näher g bei 1 liegt. Wir haben die Abweichungen für 3 Tafeln und für
das Feld 20^x^50, a; + ra<i60 und i — 2J4%> 3% und 3)4%
ermittelt und folgende Limiten festgestellt:

yltoe'tc/wmgen der w«c/t der Na/ienrngs/oragZ ermfffeZfen EanoerZe

wn den ans den ifowntnhd'ions.ea/den äerec/meten Werfen

aj Ta/eZ S'M 19<39/d-i : s 0.99900 /Ihwefc/tn/nr/en

flf 0.99918 0—3°/oo

c 1.08952

71 Ta/eZ SF 1939/44: s 0.99851 AZurelc/umgen

3 0.99975 0-P/oo
c 1.11057

% Ta/eZFG 194$: s 0.998810 /läweAdmnfyen

g 0.999890 0-0,1 o/oo

c 1.116283

Mit wachsendem Endalter nehmen die Abweichungen rasch zu; sie

bleiben aber bei der Tafel 7) und in erhöhtem Masse bei der Tafel cj
auch für » + « 70 noch innerhalb praktisch tragbarer Grenzen. Die

Abweichungen sind zudem dem Vorzeichen nach alle gleich. Was für
die Annäherung der Eentenbarwerte gilt, trifft a fortiori für die Prämien-
reserve zu. Die Näherungsformel für den Eentenbarwert liegt denn
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auch verschiedenen Methoden zur näherungsweisen Berechnung dos
Deckungskapitals zugrunde. Wir verweisen z.B. auf A.Berger: Die
Prinzipien der Lebensversicherungs-Technik, I.Teil § 22: «Die Nähe-
rungsmothodon für die Deckungskapitalberechnung».

Der Näherungsformel
1—-(su)" 1 — (.s eu)"

entspricht bei kontinuierlicher Betrachtungsweise die Formel

(s«)"~ 1 (scu)" —1
<Wi ~ (1 —c*ln<y) -|-c In<y -*•"' ^ " In (su) In (seu)

Wir haben für die Tafel FG 1948 einige Barwerte zum Zinssatz 2 JA%
nach beiden Formeln ermittelt und ihr Verhältnis wie folgt bestimmt:

> •
I 1. Ol 37 ; j" ' 1. Ol 40 ;

"2D : 40 | TlO : 30

1.0.146; 1.0155.
a,'50:101

Diese Verhältniszahlen setzen wir dem konstanten Faktor gegenüber,

dor nach /(d/.<)
^ ^ ^ auf Grund eines mittleren /«,, festgesetzt

1 6

nnd zur Berechnung des Barwertes der jährlich vorschüssig zahlbaren
Pente aus dem entsprechenden Barwert der kontinuierlichen Beute
verwendet wird. Wir verweisen auf: «Technische Grundlagen und
Pruttotarifo für Gruppenversicherungen 1948».

Die vorstehenden Näherungsformeln (1) bis (4) ergeben sich als

genaue Barwerte zum Sterbegesetz

Wm *[*]«'{!+c* In !/(c'-l)}-
Diese Ordnung ist nach & und 1 abgestuft. Sie fügt sich der Beihe der
Sterbegesetze an, die eine exakte Darstellung der Leibrenten durch
^eitrontonwerte erlauben. Wir verweisen in diesem Zusammenhang
beispielsweise auf die Arbeit der Herren H. Jecklin und W.Leimbacher:
«Uber ein Sterbegesetz, welches eine exakte Darstellung der Leibrenten
durch Zeitrentenwerte erlaubt». (MSVM Bd. 53, Lieft 2).
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Die zugehörige einjährige Sterbenswahrscheinlichkeit

1 s {1 + th In 9(e — 1)}

ist von G.Albers zur Herleitung eines vereinfachten Verfahrens der

Lebensversicherung gegen natürliche Prämien verwendet worden

(MSVM Bd. 47, Heft 2).

Wir haben dieser Anwendung deshalb so viel Platz eingeräumt,
weil unsere Rechnungen gezeigt haben, dass die mitgeteilten Näherungs-
formein für den Rentenbarwert für einige heute gebräuchliche Sterbe-
tafeln die nach den Kominutationszahlen ermittelten "Werte in einem

recht weiten versicherungstechnischen Räume ($, w, f) mit grosser
Genauigkeit wiederzugeben vermögen.

Résumé

L'auteur forme des séries qui peuvent remplacer dans certains cas particuliers
l'intégration partielle, respectivement la sommation partielle. Il indique également
dans quels cas pratiques il est possible d'utiliser ces séries.

Riassunto

Si deduce del le serie che possono sostituirsi, in easi particolari, aU'integrazione
parziale o alla sommazione parziale rispettivamente, e si dimostra l'utilità pratica
di queste serie.

Summary

Series are being formed, replacing in specially placed cases partial integration
or partial summation, and thereby these series demonstrate their practical usage.
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