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Elementare Beme'rkungcn betreffend Verb‘i,ndungs~

und Uberlebensrenten auf mehrere Leben

Von Heinrich Jecklin, Ziirich

Zusammenfassung

I wird gezeigt, wie der Barwert unsymmetrischer Verbindungsrenten auf
Mehrere Leben, deren Leistung von Umfang und Zusammensetzung der Uber-
le})endengrl1ppen abhéngig ist, nicht aber von der :\I)lel)ensfnlge mehrerer Vor-
Verstorbener, praktisch einfach berechnet werden kann.

Wollte man eine Systematik der mehrlebigen Leibrenten aufstel-
len, g0 ergeben sich verschiedene Moglichkeiten, wovon eine sich auf
folgende 1) berlegungen stiitzen kann: Betrachtet man eine Rentner-
gtuppe verbundener Leben, so liegt der allgemeinste Tall offenbar vor,
Wenn die Rentenleistung abhingig ist von Umfang und Zusammen-
Setzung der Uberlebendengruppen sowie von der Reihenfolge der Todes-
fille bei den Vorverstorbenen. Spezialisiert man nun dahingehend, dass
die Rentenl@istung nur von Umfang und Zusammensetzung der Uber-
lebendengrup pen abhingig sein soll, nicht aber von der Reihenfolge der
Todestillo mehroror Vorverstorbener, so ergibt sich eine erste Unter-
klasse. Iingen wir weiter ein in dem Sinne, dass die Rentenhéhe nur
Noch vom Umfang der Uberlebendengruppen abhiingig sein soll, so
haben wir eine zweite Unterklasse. Schliesslich erhalten wir eine dritte
Unterklasse, wenn wir stipulieren, dass die Rentenhéhe unverindert
bis zum letzten Tod, d.h. ganz unabhingig von der Reihenfolge der
Todestille und Umfang sowie Zusammensetzung der Uberlebenden-
Stuppen sein soll. s ist dies die konstante reversible Verbindungs-
rente,

Wenn wir uns diese Klassifikation am Beispiel einer Gruppe
von drei Rentnern z, y, z veranschaulichen, so haben wir folgendes
Schema:
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Im allgemeinsten [Mall ist

1. die Rentenleistung 4, solange z, y, z gemeingam leben,
2. die Rentenleistung €', fiir 2, i, wenn 2 erstverstorben,
(5 fir o, 2, wenn y erstverstorben,
Cys tir vy, 2, wenn z erstverstorben,
3. die Rentenleistung ,,C; fir , wenn y erst- und z zweitverstorben,
500 tir 2, wenn 2 erst- und v zweitverstorben,
130 Hir y, wenn @ erst- und z zweitverstorben,
50y fir g, wenn z erst- und z zweitverstorben,
05 furz, wenn z erst- und y zweitverstorben,
2 O3 furz, wenn y erst- und 2 zweitverstorben.

Setat men 305 = 0 = C,
13l = 5102 = Uy
1205 = 9,05 = U3, so folgt die erste Unterklasse mit
1. der Rentenleistung 'y, solange @, y, z gemeinsam leben,
2. der Rentenleistung €,y tiir z, ¥, wenn z erstverstorben,
U5 fir @, 2, wenn y erstverstorben,
Uy, tir y, z, wenn x erstverstorben,
3. der Rentenleistung € fir 2, wenn y und z vorverstorben,
Oy fitr y, wenn z und 2 vorverstorben,
C, fur ez, wenn @ und 3 vorverstorben.

Wird hier C; =, =03 =),
Uy = U3 = Uyy = C\y) gesetzt, hat man die zweite Unter-
klagse und es ist
1. die Rentenleistung sy, solange z, v, z gemeinsam leben,
2. die Rentenleistung  C\,, wenn eine Person verstorben,
3. die Rentenleistung (), wenn zwei Personen verstorben.

Und ist schliesslich Cp3 = C ) == Oy == €, so hat man die engste
Unterklasse mit der unveriinderten Rentenhoéhe ¢ bis zum letzten Tod.

Uber Verbindungsrenten auf mehrere Leben besteht eine ziemlich
umfangreiche Literatur, was insofern nicht erstaunlich ist, als hier
reichlich Gelegenheit geboten wird, Uberlegungen der Wahrschein-
lichkeitsrechnung und der Kombinatorik in Anwendung zu bringen.
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Was den allgemeinen I'all anbelangt, kann insbesondere auf die sehr
austiithrlichen Darlegungen von Galbrun verwiesen werden [1]. Fiir den
1_?&11 unserer zweiten Unterklasse (Rentenleistung nur vom Umfang der
Uberlubem‘lengruppen abhingig) finden wir eine besonders schéne
D&rstellung bei Berger [2]. In letater Zeit hat zudem Urech dieser
Sorte von Verbindungsrenten eine eingehende Studie gewidmet [3].

s ist zuzugeben, dass die Verbindungsrenten unserer zweiten
Unterklagse wegen ihrer Symmetrieeigenschatten eine elementar-
Mathematisch besonders elegante Darstellung ermoglichen, unter Be-
“Ugnahme auf die Kombinatorik. s beruht dies auf dem Umstand,
dass wenn die Ereignisse alg gleichartig vorausgesetzt sind, die zusam-
mengesetzten Wahrscheinlichkeiten symmetrische Tunktionen der
Grundwahrscheinlichkeiten sein miissen [4]. Daraus folgt auch, dass
die reversiblen Verbindungsrenten eine linear homogene Funktion der
Renten ant den ersten Tod sind [5]. Die elegante Darstellungsméglich-
keit mittels dor sogenannten Z-Formeln ist bekannt; sie ist bei zahl-
Teichen T.ehrbuchautoren zu finden, cine besonders detaillierte Dar-
stellung hat ihr Berger gewidmet [6].

In der Praxis sind Renten auf mehr als zwei Leben eher selten, und
die Ertahrung zeigt, dass der Fall der Leistungsabhingigkeit von der
Reihenfolgo der Todestille bei den Vorverstorbenen so gut wie nicht
vorkommt, dass aber der unsymmetrische I'all der von der Zusammen-
setzung der Uberlebendengruppen abhiingigen Rentenleistung (unsero
erste Unterklasse) hiufiger anzutreffen ist als der symmeotrische Fall
der nur vom Umfang der Uberlebendengruppen abhingigen Leistung
(wnsero gyweite U nterklasse). s igt klar und einlenchtend, dass in der
Praxis der unsymmetrische Fall mehrlebiger Renben eine wichtigere
Rolle spielt als der symmetrische Fall. [is zeigt sich ja schon bei Ver-
bindungsrenten auf zwei Leben, dass die Uberlebensrento (insbesondere
Witwem-ente) ungleich wichtiger ist als die symmetrische Verbindungs-
rente auf den ersten oder den zweiten Tod. Iis handelt sich eben meist
Um die Losung eines Fiirsorgeproblems, wobei beispielsweise die Mutter
gegeniiber den Kindern bevorzugt, oder ein schwiichliches oder invalides
Kind im Rahmen eines Iirsorgeprogramms besonders bedacht werden
50lL, 0.i. Manchmal spielen auch steuerliche Uberlegungen eine Rolle.

Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis.
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Trotzdem beschriinken sich die Liehrbiicher seltsamerweise bei den
praktischen Beigpielen zur Hauptsache auf den Fall der symmetrischen
Versicherungsleistungen. Wenn aber der ungymmetrische Fall unserer
ersten Unterklasse auch nicht zu so eleganten Formeln fithrt wie die
symmelrische zweite Unterklasse, so ist er rechnerisch doch keineswegs
schwieriger zu behandeln, worauf der Verfasser in einer kleinen Note
schon vor Jahren hingewiesen hat [7].

Wenn wir die einzelnen Leben numerieren, so lisst sich ein Renten-
barwert der ersten Unterklasse beigpielsweigse im Ifalle von drei Leben
offenbar wie folgt darstellen:

By = fias Gz + fra o+ f13 Qg+ o3 Qog + frag -+ fa g - f3 0, (1)
und es gilt, die Koeffizienten f so zu bestimmen, dass die fiw die ver-
schiedenen Nummernzusammensetzungen der Uberlebendengruppen
stipulierten Leistungen garantiert sind. Wenn im ganzen & verbundene
Leben rentenversichert sind, so haben wir allgemein in symbolischer
Darstellung:

By = fuyap + b3t (1) W) + > i2) Oy F oo+ 20 f () Ay » (2)
k k It
) (k-2) (1)
wobei das Summenzeichen >} besagen soll, dass so viele Summanden
(1)

mit einfachen Verbindungsrenten a, vorhanden sind, als sich ver-
schiedene Gruppen von ! Personen aug der Gesamtgruppe von k& Per-
sonen herausheben lassen. Der Rentenwert B, setat sich demnach aus

@ + (7&1) 4 (;i2> 28 e (/1’) — Pea]

Summanden zusammen, falls alle Fakbtoren f == 0 sind.

Zur Bestimmung der- Koeffizienten f bedient man sich am ein-
fachsten der Methode der unbestimmten Koetfizienten, deren Begriin-
dung wir als bekannt voraussetzen diirfen. s sei ingsbesondere auf deren
ausfithrliche Behandlung im Falle symmetrischer Versicherungsleistun-
gen bei Berger verwiesen [8]. I's wird dort betont, dass diese Methode
den fiir die Praxis wichtigen Vorteil eines ganz mechanisch anzuwen-
denden Verfahrens biete, welches sich unter gewissen Voraussetzungen
auch auf nicht gymmetrische Versicherungsanspriiche ausdehnen lasse.
Diese gewissen Voraussetzungen liegen eben darin, dass die Reihenfolge
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der Todesfiille bei den Vorverstorbenen irrelevant sein muss. Die Methode
der unbestimmten Koeffizienten ist ihrem Wesen nach identisch mit
Her sogenannten Methode der Zerlegung nach Renten auf den ersten
Todestall [9).

Is seien im folgenden die Rentenleistungen mit ¢ bezeichnet und
mit den Nummern der Uberlebenden indexmiissig bezeichnet. So be-
deute 7. B. (s die Rentenleistung, wenn nur noch die Versicherten
Nr.2 und Nr.3 am Leben sind. Indem man feststellt, welche Renten-
leistungen allen méglichen Uberlebensgruppen zugehoren, hat man fiir
dio Faktoren von (2) das System der folgenden 2"—1 unabhingigen

linearen Bestimmungsgleichungen

f =0
2 = 0 k  Gleichungen
fk = O"’ :
fathitfo = Ch
fat+fitfs = Cu (];) Gleichungen  (3)
fit it H e = Cioi

hoasthat fotfatfitfat fs = Cia ] (];) Gleichungen

. . -

Die ersten & Gleichungen sind offenbar Identititen, indem Ty =l
d.h. die betreffenden Faktoren gleich der Rentenleistung fiir die letzt-
tiberlebende Person gind. Durch fortlaufende Substitution kénnen also
ohne weiteres alle Faktoren f bestimmt werden, denn es ist

fia :*:O:m'_fl_f
s =013df1 fas

f1as$ 123 fl2_f13 m“’“fl foa— fas
fm:: 124 f12 f14—f2=1 f1**fz—f4,

Nunmehr kann man aber offenbar die Faktoren f durch die Leistun-
gen (' ausdriicken, denn aus (3) und (4) folgt
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fm = 012"”‘01‘“02:

f}23 = Cr123 - (CLE - 01 - Gz) - (013 - Cl_\CB) = (6'23 - 02 _ 03) _ Ol B 02 B 03 -
= Oy — U1~ C13— Oy + O+ Oy + G,

frzsa= Chaga— (Cros— Cyy— Ci3— Uy + Uy + Oy 4 C)
— (Claa— Cra— Oy — Cau + €1 + O3+ Cy)
—(Crz—C— ()

—(C3—C,—0y)
welly = Dy =Gy Uy
= Cjopy— Cra3— Cias—C 134 Cyga
+ Chp+ Oz + Oy + Cgg + Oy + Oy
S 6,1 T (;rz S 02 S C![l ]
oder in allgemeiner symbolischer Darstellung, wenn I < k eine be-
stimmte Uberlebendengruppe bezeichnet

fo = Co— .?_1 Cuy+ X2 Oy F -« (=1 D10y (6)
(10 (iLs) (1)

Haben wir im speziellen

Ol - 02 — CI'3 == ... == Cf(l)
Cpp =0 =0y = ... = /’(2)

! . f o o 1
Clgg= Cry= ... Hhg == C\:n

so liegt der symmetrische Fall vor, und wir haben einfach

fy = Cy— (l_ll> Cipny + (lle) Cliey F -+ (— 1) (i) 0(1), (7)

in Ubereinstimmung mit I'ormeln (9) und (11) der zitierten Arbeit von
Urech [3].

Um das Gleichungssystem (3) zu losen, konnte man sich auch der
Determinantenmethode bedienen, ohne dasgs sich in diesem einfach
gelagerten I'all ein wesentlicher Vorteil ergiibe. Die linke Seite des
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(v'rle1ql.1ungssysten1€; liefert offensichtlich eine Determinante, welche in
der Hz.u.lptdia.ugonzbl@ lauter Iingen und oberhalb derselben lauter N ulleﬁ
Elu‘fwelsb, thr Wert ist also eins. ITm I"alle von drei Leben beispielsweisé
401gt sie folgendes Bild ;

10000000
0100000
001:000 0
110 1000
1010100
01 1:001 0
111i1 111

M&n sieht, dass die Lage der Kinsen auf und unterhalb der HMaupt-
diagonalo der kombinatorischen Verteilung der elementarsymmetri-
Schen Funktionen entgpricht. Um einen bestimmben Faktor f zu be-
fechnen, ersetzt man dio beziigliche Kolonne durch die Reihe der Lei-
Stungen (', Iis ist also im vorliegenden Beispiel

100C, 000
010C 000 |
00 1C, 000, '(1)(1)851]

o= |1 10 Cy 000 =11 °F
1010, 100 ‘110‘03
011 Cy 010 ‘ .
111 Cyt 11

-[llnhwmlmlt man nun nach der C-Kolonne und bezeichnet die Unter-
eterminanten mit ]_D[ , 50 hat man ganz allgemein

j o o | 1 & 5
foy = Ciy + L Uiy f[)(t—l)! + L Cre l‘D 2]

(g.l.l) (L’-{.‘Z)

Iy ig Vertaus inzel - ' '

o :SF, dur.(.}h Voz"mmsolmng der einzelnen Zeilen mit der letzten Yeile
le W zu iiberblicken, dass die Unterdeterminanten nur den Wert

1, —1 oder 0 haben konnen und dass die Darstellungen (6) und (8)

Wdentisch sind.

. Abschliessend mag zur Illustration ein kompliziert scheinendes
espiel einer unsymmetrischen Verbindungsrente auf vier Leben be-

rechnet werden,

F v (8)
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Die Rentenleistungen sollen folgende sein:

1. Solange alle vier am Leben sind: C 3y = 4,

2. Wenn Nr. 1 als erster stirbt, tiir die drei Uberlebenden: Cyyy = 1,
» » 2 % » » > oo» o » » : Cia = 2
» » 3y » » »oo» o » » Oy = 3
» » 4oy » > oy » » : Ol = O
3. Wenn Nrn. 1 und 2 vorverstorben, » » zwei » : bigg == L
» y 1 » 3 » » N » » t Oy = 2,
» » 1 » 4 » Yooy » Oy =
» » 2 » 3 » oy » » Oy =1
» y 2 » 4 » > ooy » : O = 2,
» » 3 o 4 » Yooy » » c 0y =0
4, Wenn Nrn. 1, 2 und 3 » » don Tetatitberlebenden: ¢, = b
» y 1,2 » 4 » DI » : 0y = 2,
» » L3 » 4 » »oo» » Oy =9
» » 2,83 » 4 » y  » » L = 0.

Die Liosung ergibt sich nach Iformel (6) einfach wie folgt:

h =0 =0,
fo = Uy =3,
f3 = G"] = 4

hh =C;=1,

f = OOy Cy = 00— =

fiz = C3—0C—0Cy =2—0—2 =0,

fu = Cu—0,—0; =1-0—1=0,

fo = Cpg—Cy—0C3 = 8—8—2 = —9,

fo = Cyy—Cy—Cy = 2—3—1 = —9,

fao = Cyy—0Cy—C; =1—2—1= -9,

fiss = Oys—Cig— Cig—Caya+ C4+ G+ Gy = 0—D—-2—84+0+84+2 =10,

fioa = Ciog— C1a—C1y—Coy +C;+ 03+ C4, = 8—-0—1—24+0+8+1 = 4,

fisg = Cigy—C13—C1y—Coyy + O+ 03+ Cf = 2—2—1—1+04+2+1 = 1,

fass = Cagg— Cog— Cogy— Cgy+ Co+ C3+ €y = 1—8—-2—-1+84+2+4+1 =1,

from= Clogs— Crog— Croa— Cigq— Cogq + Crg + Cig + Crg 4 Cog + Copy + Coy — C1—
— Oy~ O— 0y = 4—0—B—2—14-042+14849+1—0—F—2—1 ==1

Also lautet die Liosung:
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Vollstindigkeitshalber sei erwiihnt, dass die Methode ebenso wie
'f‘tir unmittelbar beginnende, so auch fitr aufgeschobene unsymmetrische
Verbindungsrenten anwendbar ist und damit eo ipso auch fiir mehr-
lebige konditionierte Iirlebensfallversicherungen. Auch kénnen, da es
sich bei der Koeffizientenbestimmung um ein rein algebraisches Pro-
blem handelt, fiir die einzelnen Leben verschiedene Sterbetafeln be-
nutzt werden.
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Résumé

L’auteur montre comment on peut calculer, de fagon simple et pratique, la
valeur actuelle de rentes asymétriques sur plusieurs tdtes dont le montant dépend
du nombre et de la composition du groupe des survivants, mais non de 1'ordre
chronologique des prédécédés.

Riassunto

L’autore dimostra come si puod caleolare in modo semplice e pratico il valore
attuale delle rendite asimmetriche su diverse teste, le prestazioni delle quali dipen-
dono dal numero e dalla composizione del gruppo dei superstiti ma non dall’ordine
cronologico dei predeceduti.

Summary

The author shows a simple and practical method of how to compute the net
value of joint annuities, the amount of which depends on the size and the composi-
tion of the group of survivors bub not on the chronological order in the group of
deceased.
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