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Elementare Bemerkungen betreffend Verbindungs-
und Uberlebensrenten auf mehrere Leben

Fem jJeînrîcA Jec/c/m, Züric/i

Zusammenfassung

Es wird gezeigt, wie der Barwert unsymmetrischer Verbindungsrenten auf
'Hehrere Leben, deren Leistung von Umfang und Zusammensetzung der Über-
ebendengruppen abhängig ist, nicht aber von der Ablebensfolge mehrerer Vor-

Verstorbener, praktisch einfach berechnet werden kann.

Wollte man eine Systematik der mehrlebigen Leibrenten aufstel-
so ergeben sich verschiedene Möglichkeiten, wovon eine sich auf

folgende "Überlegungen stützen kann: Betrachtet man eine Rentner-
grappe verbundener Leben, so liegt der allgemeinste Fall offenbar vor,
wenn die Rentenleistung abhängig ist von Umfang und Zusammen-
Setzung der Überlebendengruppen sowie von der Reihenfolge der Todes-
fälle bei den Vorverstorbenen. Spezialisiert man nun dahingehend, dass
oie Rentenleistung nur von Umfang und Zusammensetzung der Über-
iobendengruppen abhängig sein soll, nicht aber von der Reihenfolge der
Todesfälle mehrerer Vorverstorbener, so ergibt sich eine erste Unter-
blasse. Engen wir weiter ein in dem Sinne, dass die Rentenhöhe nur
"och vom Umfang der Überlebendengruppen abhängig sein soll, so
haben wir eine zweite Unterklasse. Schliesslich erhalten wir eine dritte
Unterklasse, worm wir stipulieren, dass die Rentenhöhe unverändert
his zum letzten Tod, d.h. ganz unabhängig von der Reihenfolge der
Todesfälle und Umfang sowie Zusammensetzung der Überlebenden-
gi'uppon sein soll. Es ist dies die konstante reversible Verbindungs-
rente.

Wenn wir uns diese Klassifikation am Beispiel einer Gruppe
von drei Rentnern x, 0 veranschaulichen, so haben wir folgendes
Schema :
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Im allgemeinsten Fall ist

1. die Rentenleistung solange », 7/, 2 gemeinsam leben,

2. die Rentenleistung C'^ für //, wenn 2 erstverstorben,
C|.j für », 2, wenn y erstverstorben,
C23 für ?/, 2, wenn » erstverstorben,

8. die Rentenleistung 23C1 für », wenn y erst- und 2 zweitverstorben,
32C1 für 3;, wenn 2 erst- und y zweitverstorben,
X3C2 für y, wenn » erst- und 2 zweitverstorben,
3jC'o für y, wenn 2 erst- und » zweitverstorben,
i2<?3 für 2, wenn 3; erst- und y zweitverstorben,
2x63 für 2, wenn y erst- und » zweitverstorben.

Setzt man 32C1 C',

jgC'2 31C2 C3

12C3 21C3 C-3, so folgt die erste Unterklasse mit
1. der Rentenleistung C'^j, solange 3;, y, 2 gemeinsam leben,

2. der Rentenleistung 6',2 für », y, wenn 2 erstverstorben,
für 3:, 2, wenn y erstverstorben,

C'23 für y, 2, wenn » erstverstorben,

3. der Rentenleistung C, für 3;, wenn y und 2 vorverstorben,
C'2 für y, wenn 3; und 2 vorverstorben,
C3 für 2, wenn 3; und y vorverstorben.

Wird hier r, 6'., - O, C',,,

(7,2 U'is C'23 C'(2) gesetzt, hat man die zweite Unter-
blasse und es ist

1. die Rentenleistung solange 3;, y, 2 gemeinsam leben,

2. die Rentenleistung C^, wenn eine Person verstorben,

3. die Rentenleistung C^, wenn zwei Personen verstorben.

Und ist schliesslich 0^3 C^j C, so hat man die engste
Unterklasse mit der unveränderten Rentenhöhe C bis zum letzten Tod.

Über Verbindungsrenten auf mehrere Leben besteht eine ziemlich

umfangreiche Literatur, was insofern nicht erstaunlich ist, als hier
reichlich Gelegenheit geboten wird, Überlegungen der Wahrschein-

lichkeitsrechnung und der Kombinatorik in Anwendung zu bringen.
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Was den allgemeinen Fall anbelangt, kann insbesondere auf die sehr
ausführlichen Darlegungen von Galbrun verwiesen werden [1], Für den
•Fall unserer zweiten Unterklasse (Rentenleistung nur vom Urnfang der
Uberlobendengruppen abhängig) finden wir eine besonders schöne
Darstellung bei Berger [2], In letzter Zeit hat zudem Urech dieser
Sorte von Verbindungsrenten eine eingehende Studie gewidmet [3],

Es ist zuzugeben, dass die Verbindungsrenten unserer zweiten
Unterklasse wegen ihrer Symmetrieeigenschaften eine elementar-
Mathematisch besonders elegante Darstellung ermöglichen, unter Be-
zugnahme auf die Kombinatorik. Bs beruht dies auf dem Umstand,
dass wenn die Ereignisse als gleichartig vorausgesetzt sind, die zusam-
Mengesetzten Wahrscheinlichkeiten symmetrische Funktionen der
UrundWahrscheinlichkeiten sein müssen [4|. Daraus folgt auch, dass
die reversiblen Verbindungsrenten eine linear homogene Funktion der
Denton auf den ersten Tod sind [5]. Die elegante Darstellungsmöglich-
keit mittels der sogenannten Z-Formeln ist bekannt; sie ist bei zahl-
reichen Lehrbuchautoren zu finden, eine besonders detaillierte Dar-
Stellung hat ihr Borger gewidmet [6].

In der Praxis sind Kenten auf mehr als zwei Leben eher selten, und
die Erfahrung zeigt, dass der Fall der Leistungsabhängigkeit von der
•Reihenfolge der Todesfälle bei den Vorverstorbenen so gut wie nicht
vorkommt, dass aber der unsymmetrische Fall der von der Zusammen-
Setzung der Überlebendengruppen abhängigen Kentenleistung (unsere
erste Unterklasse) häufiger anzutreffen ist als der symmetrische Fall
der nur vom Umfang der Überlebendengruppen abhängigen Leistung
(unsere zweite Unterklasse). Es ist klar und einleuchtend, dass in der
Praxis der unsymmetrische Fall mehrlebiger Renten eine wichtigere
Rolle spielt als der symmetrische Fall. Es zeigt sich ja schon bei Ver-
biodungsrenten auf zwei Leben, dass die Überlebensrente (insbesondere
Witwenrente) ungleich wichtiger ist als die symmetrische Verbindungs-
rente auf den ersten oder den zweiten Tod. Es handelt sich eben meist
üm die Lösung eines Fürsorgeproblems, wobei beispielsweise die Mutter
gegenüber den Kindern bevorzugt, oder ein schwächliches oder invalides
Kind im Rahmen eines Fürsorgeprogramms besonders bedacht werden
soll, o.ä. Manchmal spielen auch steuerliche Überlegungen eine Rolle.

Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis.
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Trotzdem beschränken sich die Lehrbücher seltsamerweise bei den

praktischen Beispielen zur Hauptsache auf den Fall der symmetrischen
Versicherungsleistungen. Wenn aber der unsymmetrische Fall unserer

ersten Unterklasse auch nicht zu so eleganten Formeln führt wie die

symmetrische zweite Unterklasse, so ist er rechnerisch doch keineswegs

schwieriger zu behandeln, worauf der Verfasser in einer kleinen Note

schon vor Jahren hingewiesen hat [7].

Wenn wir die einzelnen Leben numerieren, so lässt sich ein Renten-
barwert der ersten Unterklasse beispielsweise im Falle von drei Leben
offenbar wie folgt darstellen:

^(3) /123 ®123 + /12 ®12 + /l3 %3 + /2s ®23 + /l "I" /2 ®2 + Ü ®3 ' W

und es gilt, die Koeffizienten / so zu bestimmen, dass die für die ver-
schiedenen NUmmernzusammensetzungen der Überlebendengruppen

stipulierten Leistungen garantiert sind. Wenn im ganzen fc verbundene
Leben rentenversichert sind, so haben wir allgemein in symbolischer
Darstellung:

wobei das Summenzeichen W besagen soll, dass so viele Summanden

mit einfachen Verbindungsrenten vorhanden sind, als sich ver-
schiedene Gruppen von 2 Personen aus der Gesamtgruppe von fe Per-

sonen herausheben lassen. Der Rentenwert setzt sich demnach aus

Summanden zusammen, falls alle Faktoren / 0 sind.

Zur Bestimmung der Koeffizienten / bedient man sich am ein-

fachsten der Methode der unbestimmten Koeffizienten, deren Begrün-
dung wir als bekannt voraussetzen dürfen. Es sei insbesondere auf deren

ausführliche Behandlung im Falle symmetrischer Versicherungsleistun-

gen bei Berger verwiesen [8], Es wird dort betont, dass diese Methode
den für die Praxis wichtigen Vorteil eines ganz mechanisch anzuwen-
denden Verfahrens biete, welches sich unter gewissen Voraussetzungen
auch auf nicht symmetrische Versicherungsansprüche ausdehnen lasse.

Diese gewissen Voraussetzungen liegen eben darin, dass die Reihenfolge
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der Todesfälle bei den Vorverstorbenen irrelevant sein muss. Die Methode
der unbestimmten Koeffizienten ist ihrem Wesen nach identisch mit
der sogenannten Methode der Zerlegung nach Kenten auf den ersten
Todesfall [9].

Ks seien im folgenden die Kentenleistungen mit C bezeichnet und
mit den Nummern der Überlebenden indexmässig bezeichnet. So be-
deute z.B. CG, die Kentenleistung, wenn nur noch die Versicherten
Nr. 2 und Nr. h am Leben sind. Indem man feststellt, welche Renten-
leistungen allen möglichen Überlebensgruppen zugehören, hat man für
die Kaktoren von (2) das System der folgenden 2"—1 unabhängigen
linearen Bestimmungsgleichungen

/r C-i

/2 ^2

/* C*

/122 h/u

/l2+/l + /2 — ^12

/l3 + /1 + /,3 — ^13

//c-l, /c //c-l //c ^7c-i, fc

' /13 + /23 + /l + /a "I" /3 ü,23

7c Gleichungen

Gleichungen

Gleichungen

(3)

Die ersten 7c Gleichungen sind offenbar Identitäten, indem /, (7;,
d.h. die betreffenden Faktoren gleich der Kentonleistung für die letzt-
überlebende Person sind. Durch fortlaufende Substitution können also
ohne weiteres alle Faktoren / bestimmt werden, denn es ist

/ L2 Cl2~7l~/2>
/l3 Ü13 /l /3 '

(4)

/l23 — Üj23 /12 ' /l3 /'23 /l /2 — /3 >

/i24 ^124 /12 /Li — /2-t /l /2 — /i

Nunmehr kann man aber offenbar die Faktoren / durch die Leistun-
gen C ausdrücken, denn aus (3) und (4) folgt
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/ia — ^12 ^2,

/123 C'i23~(Cl2 C'l -C'a) (C'[3 C'L Cg) (C'23 C'g - C'g) C'^-Cg Cg

t'l23 C'12 C',g C03 + C\ + Cg + C'g

/l234 — ^1234 (C 123 ^12 ^'13 ^23 I C-'j k C'g + Cg)

— (CC|24 — C'12 — Cj4 —' C24 + C\ + C'g + C'J

-(Cia-Ci-Ca)
-(C'iB-C'i-C'g)

-Ci-Cg-Cg-^,
C^l 234 C123 C'124 C',34 Cggg

+ C'12 'I- C'(g -f- C'14 + C'23 + C'24 + C'g4

C'| C'a C'a C'4,

odor in allgemeiner symbolischer Darstellung, wenn Z ^ fc eine be-

stimmte Überlebendengruppe bezeichnet

/(D C(0 - S C(,-„ -I- E C^(i—2) + • (-1)" S C'(„. (6)

(1-1) Ea)

Haben wir im speziellen

Cl C'a C'g C'd,

C^12 - - ü[3 C'23 • • C(2)

Ci)23~ C. 124= CD,j

so liegt clor symmetrische Fall vor, und wir haben einfach

/. D-(üi)<v„ + (,ü)<'« +•••(-(!)f«. w

in Übereinstimmung mit Formeln und (11) der zitierten Arbeit von
Urech [3],

Um das 61eichungssystem (3) zu lösen, könnte man sich auch der
Determinantenmethode bedienen, ohne class sich in diesem einfach

gelagerten Fall ein wesentlicher Vorteil ergäbe. Die linke Seite des
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Bleichungssystems liefert offensichtlich eine Determinante, welche in
der Hauptdiagonale lauter Einsen und oberhalb derselben lauter Nullen
aufweist, ihr Wert ist also eins. Im Ealle von drei Leben beispielsweise
^eigt sie folgendes Bild:

I 0 0 0 0 0 0

o i o o o o : o

0 0 MO 0 0 : 0

1 I 0 10 0 0

i o io i o : o

0 11:001:0
1 I 1 1 1 1 i 1

Man sieht, dass die Lage der Einsen auf und unterhalb der Haupt-
diagonale der kombinatorischen Verteilung der elementarsymmetri-
sehen Funktionen entspricht. Um einen bestimmten Faktor / zu be-
rechnen, ersetzt man die bezügliche Kolonne durch die Leihe der Lei-
stungen C. Es ist also im vorliegenden Beispiel

1 0 0 G'i

0 1

0 0

o a
1 Co

0 c„
1 c
1 c,
1 c,

13

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

1. 1 1

1 0

0 1

0 0

1 1

0 c,
0 c„
1 C.j

0 c„

Entwickelt man nun nach der C-Kolonuo und bezeichnet die Unter-
Determinanten mit 17)|, so hat man ganz allgemein

/(! -l- \ C(,_i) |JD((_I)| + ^ C((.2) |H(„)|
GÛ)

(8)

((-2)

Es ist, durch Vertauschung der einzelnen Zeilen mit der letzten Zeile
'eicht zu überblicken, dass die Unterdeterminanten nur den Wert
d* '> —1 oder 0 haben können und dass die Darstellungen (0) und (3)
identisch sind.

Abschliessend mag zur Illustration ein kompliziert scheinendes
Beispiel einer unsymmetrischen Verbindungsrente auf vier Leben be-
rechnet werden.
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Die ßentenleistungen sollen folgende stun:

1. Solange alle vier ara Leben sind: C,

2. Wenn Nr. 1 als erster sti
» » 2 »

» » 3 »

» » 4 »

3. Wenn Nrn. 1 und 2

bt,

1 » 3

1 » 4

2 »> 3

2 » 4

3 » 4

vorverstorben, »

»

»

»

»

»

4. Wenn Nrn. 1, 2 und 3

» » 1, 2 » 4

» » 1, 3 » 4

» » 2, 3 » 4

34 4)

für die drei Überlebenden
» » »

» » »

» » »

» zwei
» »

» »

» »

» »

» »

» den Letztüberlobenden
» » »

» » »

» » »

Die Lösung ergibt sieh nach Formel (Ii) einfach wie folgt:

A =Ci o,

A Ca 3,

A Ca 2,

A C,[ 1,

Aa C„-Ci-£A 0 — 0 — 3 -3,
/m C,3-Ci-Cs 2-0-2 0,

/14 C„ r. c, l-O-l o,

/aa Caa-Ca-Ca 3-3- 2 2.

Ai Cg,[ Ca—C4 2—3 1 2,

/31 C34 —C3 C4 — l 2 1 2,

Com

c 2,
^134

f - 3,
W24

+ d,
^123

f L^34'34

Cm

C'23

C«
C«

C,
Ca

Ca

C\

2,

3,

L
2,

0,

L
2,

3,

0.

A: C(23 — C,2 Cj3 — C23 + C'i + Co + Ca — 0

A'24 — C104 — C|o — C,4 -C24+ C[ + C'a + C4

/134 C434 C|3 C14 C34 -1- C1 + Ca + C4

A34 — c.

0-

3-0-
2-2-

234

A: c1234 "

-Co-

2 — 3 + 0 + 3 + 2 0,

1-2 + 0 + 3+I • L
1 — 1 +0 + 2+1 1.

C04- C34 Ca + C'a -I • C, 1 - 3- 2 — 1 + 3 + 2 + 1 L

- C124 C 134 C234 + Cja I ' C43 + C44 + C'23 + C'24 + C34 C4

C3-C4 4 — 0—3—2—1 + 0 + 2+1 + 3 -1-2-1-1—0 — 3 — 2—1

C
23

~ C123
1.

Also lautet die Lösung:

ü(.i) — «4. -f- 4 $104 $134 h $234 ^ $12 ^$23 ^ $24 ^$34 ~l~ ^$2 4" 2 $0 4" $4 •
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Vollständigkeitshalber sei erwähnt, dass die Methode ebenso wie
für unmittelbar beginnende, so auch für aufgeschobene unsymmetrische
Verbindungsrenten anwendbar ist und damit eo ipso auch für mehr-
lebige konditionierte hlrlebensfallversicherungen. Auch können, da es

sich bei der Koeffizientenbestimmung um ein rein algebraisches Pro-
blem handelt, für die einzelnen Leben verschiedene Sterbetafeln he-

nutzt werden.
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Résumé

L'auteur montre comment on peut calculer, de façon simple et pratique, la
valeur actuelle de rentes asymétriques sur plusieurs têtes dont le montant dépend
du nombre et de la composition du groupe des survivants, mais non de l'ordre
chronologique des prédécéclés.

Riassunto

L'autore dimostra come si puö calcolare in modo semplice e pratico il valore
attuale delle rendite asimmetriche su diverse teste, le prestazioni clello quali dipon-
dono dal numéro e dalla composizione del gruppo dei superstiti ma non dall'ordine
cronologico dei predeceduti.

Summary

The author shows a simple and practical method of how to compute the net
value of joint annuities, the amount of which depends on the size and the composi-
tion of the group of survivors but not on the chronological order in tho group of
deceased.
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