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Die Bezcichrmngsweise der Bernoullischen Zahlen

Von P. Adrian, Ziirich

Zusammenfassung

I Es wird untersucht, welches die zweckmiissigste Bezeichnungsweise fiir die
lggemoulhsc}hen Zahlen ist, nachdem in der mathematischen Literatur diesbesiig-
ich keine Tinheitlichkeit besteht.

v die Bernoullischen Zahlen hat sich eine einheitliche Bezeich-
nungsweise bisher leider noch nicht durchzusetzen vermocht. Zwar
wird jetzt von allen Mathematikern der Buchstabe B mit Index ver-
Wendet ; doch bezeichnet der eine Autor nur die von Null verschiedenen
Bernoullischen Zahlen mit fortlautenden Indizes, withrend der andere
auch die Zahlen vom Wert Null mitnumeriert; der eine bezeichnet die
absoluten Zahlen, withrend der andere das wechselnde Vorzeichen mit-
nimmg; heim einen endlich erscheint die Skala der Indizes gegeniiber
dem andern um 1 verschoben. — In der folgenden Ubersicht sind die
ebriuchlichsten Bezeichnungen zusammengestellt.
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Spalte I gibt die Bezeichnung der iltesten Autoren (Bernoulli,
Tuler); die Indizes waren damals noch nicht gebriuchlich.

Die Bezeichnung der Spalte 11 findet sich z. B. in den Werken von
Schlomileh.,

Spalte ITL enthilt die Bezeichnung, wie sie Saalschiitz in seinen
Vorlesungen tiber die Bernoullischen Zahlen verwendet hat. Sie wurde
von der grossen Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften und
ebenso von Weber und Wellsteing KEnzyklopadie der Illementarmathe-
matik itbernommen.

In Abweichung von der sonst meist als massgebend geltenden FEn-
zyklopidie haben spitere Kompendien die Bezeichnung der Spalte IV
eingefithrt, so Pascals Repertorium der hoheren Mathematik und das
Taschenbuch fur Mathematiker und Physiker (B. G.Teubner).

Die Bezeichnung der Spalte V wird verwendet von Nérlund in
seinen Vorlesungen tiber Differenzenrechnung; sie unterscheidet sich
von IV nur durch das Vorzeichen von B,.

Im folgenden soll untersucht werden, welche Bezeichnungsweise
fiir die Bernoullischen Zahlen die zweckmissigste ist. Als die zweck-
miigsigste st dabet dicjenige zu betrachten, die sich bet der linfithrung
der Benoullischen Zahlen am zwanglogesten ergibt und die die Be-
zichungen in der elegantesten Form, wenn moglich als symbolische
Gleichungen, anzuschreiben gestattet.

Zur Iinfithrung der Bernoullischen Zahlen dient am besten die
nachfolgende Herleitung der Fulerschen Summenformel.

s bedeute IF(z) eine ganze rationale Funktion vom Grade k+1.
Die Variable z bewege sich in dem Interyall von a bis b, welches Intervall
. . o . b—a r ,
in gleiche Stiicke von der Grosse h, also j B Ziahl, geteilt werde.
!
In der Gleichung

F(b)—F(a) = F(a+h)—I(a) + F(a+2h) —F(a+h) + ... +F(b—h+-h)—F(b—h)
entwickelt man jede der Differenzen der rechten Seite als Taylorsche
Reihe nach steigenden Potenzen von h und fasst die Glieder mit der
gleichen Potenz von h zusammen.

In gleicher Weise verfihrt man mit (b)) — F'(a), "' (b)) — I (a) ...

FEB) —F®(a) und erhilt dadurch im ganzen ein System von k41
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1 . % . .
Crlmchungen, in welchem rechts die k41 Grossen

Fa) + FNa k) + FOa+2h) + . .. +FOb—h)
(=128 ...,k+1)

als Kooffizienten auttreten. Man eliminiert davon die k Koetfizienten
i . 1 . - TR T
Wb 5 =92 8 ..., k11, indem man die 2. Gleichung mit — A -, die

o B, e : .
(% [)-te mit A" "* (1 =2,8, ..., k) multiplizicrt, die so erweiterten

1!
17 o+ . i T o 1 aog 1 1oy
Glelchungen addiert und die B nachtriiglich so bestimmt, dass in der
Additionsgleic‘rmng die Faktoren der zu eliminierenden Grogsen ver-
Schwinden. Die Additionsgleichung nimmt dann die einfache Gestalt
A (linke und rechte Seite vertauscht):

I (@) - " (B 4+ I (a+ 20) 4. ..+ (0—R)] =
2

; B, .
:Jmmfm@—%UWMMFWH+ g1 IO)—T"(@)]+

B, HeB, - T »
-'gf[W%m—fWMH+-n+ A LA ORI O) NI

Wobel fiir die 13 die Rekursionsformel ailt:

1 [ 1 By } By S B )
G+l 240 T Gonal a—gts T —

odop

fbg@+mFU;U%+U$U%+~*%%”Bﬁ:U (2)

Gleichung (2) liefert die Bernoullischen Zahlen von B, an in der
Schreibweise TV oder V. Der Wert von B, ist noch nicht festgesetat;
Nach den Gileichungen (1) und (2) wiirde es naheliegen, B, = —
Azunehmen und diese (Hleichungen dementsprechend zu schreiben,
Womit man sich fiir die Sehreibweise V entschieden hitte. s soll nun
abey gezeigt werden, dass man mit genau dem gleichen Recht auch
By = 1 setzen konnte.

Stellt man nimlich i = F"(z) als Kurve im Cartesischen Koordi-
Datengygtom dar, so bedeutet If'(b) — I'(a) das von der Kurve begrenzte
Plichenstiick zwischen den Ordinaten # — ¢ und z = b. Dio linke
Seito der Gleichung (1) stellt ebenfalls einen I'licheninhalt zwischen
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den Ordinaten z = o und z = b dar, doch ist die Begrenzung durch
die treppenférmige gebrochene Linie (Fig. 1) gegeben.

~
23
§\®
&‘:’@ Y ”
L.
T=a b T=a b
Fig. 1 Fig. 2

Dabet liegen die linksseitigen FEndpunkte der horizontalen Strecken
der Treppe auf der Kurve, und es ist klar, dass mit gleicher Berech-
tigung auch die rechisseitigen indpunkte auf die Kurve verlegt werden
konnen (Fig. 2). In der Tat kann man in der Herleitung von Anfang
an auf eine Gleichung hinsteuern, deren linke Seite durch den Inhalt
der treppenformigen I'liche der I'ig. 2 dargestellt wird; dies geschieht,
indem man, ausgehend von der Gleichung

Fb)—TF(a) = Fla+h) —F(a+h—h) +Fla+2h) — F'(a+2h—h) +
o I) =T (b —h)

jede der Differenzen der rechten Seite als Taylorsche Reihe nach stet-
genden Potenzen von A entwickelt (im Gegensatz zur ersten Herleitung
haben die Reihen Zeichenwechsel) und wie frither die Glieder mit der
gleichen Potenz von A zusammentasst. Verfihrt man dann in gleicher
Weise mit F'(b) —I"(a), I"'(b) —F"(a) ... F¥(B) —I'®(a), so erhilb
man im Ganzen ein System von k-1 Gleichungen, in welchem die
k+1 Grossen

FO4h) + Fa+2R) + ... +FO0B)  (i=1,2, ..., k+1)

als Koeffizienten auftreten. Man eliminiert davon die k Koeffizienten
mit1 = 2,3, ..., k+ 1, indem man die 2. Gleichung mit A l,, die (v 1)-te

mit (—1) A "rl' (v =2, 3, ..., k) multipliziert, die so erweiterten
7!

Gleichungen addiert und die B nachtriglich so bestimmt, dass in der
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Addit',i(msgl(-.\iuhung die Taktoren der zu eliminierenden Grossen ver-

schwinden. Die Additionsgleichung erscheint dann in der folgenden
1
Grestalt -

R F (a4 B) + B (-t 20) + ... +1"(b— D) -+ E"(B)] =
oo WB,
= I'(b) — I'(a) + 2[F’(b)—~lf"(a)] oy [F"(b)—F"(a)] —
h3 B,
3!

. B

[F" () —F"(@)] +—...+(—1) 1

[FO0) —F¥(a)]. (1a)
Als Rekursionsformel fitr die B erscheint, nach Abspaltung des Fak-
tors (=1, wiederum die Gleichung (2). Die rechte Seite von (lei-
chung (la) hat, im Gegensatz zu Gleichung (1), Zeichenwechsel ; man
kann daraus schliessen, dass die B3 mit ungeradem Index gleich 0 sind.

Die linke Seite von Gleichung (1a) stellt nun wirklich den Inhal
der treppenformigen Fliche der Fig. 2 dar. Ste ist wm A [17(b) — 1" (a) ]
8rdsser als die linke Seite der Gleichung (1); dementsprechend ist auf
der rechten Seite das Glied mit A positiv, und aus Gleichung (Ta)
Sollte man B, = ! setzen (Schreibweise IV).

Dieser Doppo“[spurigkuit geht man aus dem Weg, indem man von
den Gleichungen (1) und (la) je fiir die rechte und die linke Seite dag
arithmetische Mittel nimmb. s ergibt sich

RLE (@) + B (a4 h) + T (@+2R) -+ ... +F'(b—R)+ L ' (h)] =

h* D5 Akl

= F(b) —F(a) + [P —F"(@] -+ " [FY)—FY(a)] +

2! 4!
Hmemwm»w-
LRRRIL N S [110(h)— 1% (a)].
Die linke Seite dieser (ilei- ~
chung stellt den Inhalt der trep- ap.-d’”j
benf6rmigen Fliche der I'ig. THE
dar; dio rechte Seite enthilt nur 4‘3‘@ :
Noch (Glieder mit geraden Poten- ) . |
“en von h, Ableitungen geraden ! ; 3
Gmdos von I' und Bernoullische ' o
Zahlen mit geradem Index. Da ! o
By = By=B,= ... =0 ist, 11
il B

Iig. 3

T = b
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kann man die Glieder mit diesen Faktoren beifiigen und gelangt jetzt
notwendig dazu, die Reihe noch durch ein Glied mit B, zu ergiinzen,
wobel B = 0 ist, gleich den andern Bernoullischen Zahlen mit un-
geradem [ndex.

Die INulersche Summenformel lautet dann

R[LF (@) +F' (a4 h) -+ 1" (@t 2R) + ... +F'(b—h) -+ L ()] =

7 T h’ ]j T 7] Nl ;L2 BI rr niaa
= (b)) — F(a) + 1!1 [F(b) — I (a)] + N 2 [E(b) — " (a)] +
h*B; . VB, o .
+ 313 ["7(0) — F""(@)] + + ... +(F 1) m’“ [F9 () — 1 ¥(a)] (1)

und die Rekursionsformel fiir die Bernoullischen Zahlen

141y 141 141 ; t+1 1+ 1
() (G (3 s (= |
| : )

. o W |

oder symbolisch (1 4 B)it! — (4 1)+ B+t — "'g .

Die hier gewithlte Bezeichnungsweise der Bernoullischen Zahlen
lisst die vorstehenden TFormeln in eleganterer Crestalt erscheinen als
eine der andern Bezeichnungsweisen.

Setzt man in der I'ormel (I)

Flg) =, =0, b=%n, k=1,
so ergibt sich

(B41) [, 0F 154 25 . (n—1) +  n¥] =

e qft1 + (lﬁ _; 1) (lb 52 1) B, nll +
By

LER o g LY
(Mg ) Bt () B,

T

B n* +
T

welche Gleichung die schon von Jakob Bernoulli durch unvollstindige
Induktion gefundene Formel fiir die Potenzsummen wiedergibt; setab
man ausserdem noch n = 1, so ergibt sich Tormel (II), wenn darin
k an Stelle von 1 geschrieben wird.

Wie steht es mit den andern Formeln, in denen Bernoullische
Zahlen auftreten?



Vielfach werden die Bernoullischen Zahlen definiert als Koeffizien-
ten der Tintwicklung einer transzendenten F'unktion, der sogenannten
Q[‘Zel,lgeﬂd(‘n ]_ljunkti()'ﬂ, 1 eme I?Ot(_)l’liﬂ'{)ih(}.

So pflegt man unter Verwendung der Sehreibweise IV und mit
By = 1 zu setzen: co B

s N TRt
et 1 /:‘:JU k!
wobei der Vorzeichenweehsel der Summe nur wegen des Gliedes mit
k=1 eingefithrt wird.

Nach der hier vorgeschlagenen Schreibweise der Bernoullischen
Zahlen hitte man als erzeugende Iunktion anzunehmen:

i @ €T 81: 7[“ 1 Z &

- = - = (S:t 3
c1T e Tae 120

und die Definitionsgleichung wiirde lauten:
B,

xr . T _ — e Pl g ;
o U8y =1+ 2 (E D (LG

A ; :

Die [Munktion g Clg 9 als erzeugende Funktion ist der andern
v ; ' ihr sofort ansieht, dass die Glieder mit
&1 vorzuzichen, weil man ihr sofort ansieht, dass die Glieder mi
ungeraden Potenzen von @ verschwinden, wihrend der Ausdruck
Fe eine kleine Umformung erfordert, damit ersichtlich wird, dass

die Gliedor mit ungeraden Potenzen von der 3. an verschwinden.
Iis seien noch einige bekannte Sitze iiber die Bernoullischen Zah-
len angefithrt, die ebenfalls zeigen, dass die von uns gewiihlte Bezeich-

Nungsweise die zweckmissigste 1st.

c-o‘ ‘l
Zusammenhang mit der Funktion ¢(n) = >3 -
i
(27)%" _
om) — (1)t B, . IRY
£(@2n) = (—1) a(m)l ™ (IV)

Zmsammenhang mit den Iinheitswurzeln (Satz von Kronecker):

_ Slke kg e

, \%
2n T 24’(& (Zan___ l) ( )

b
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wobel g, &, ..., &, die 2n Finheitswurzeln sind und die Summation
iiber alle moglichen Kombinationen der Vorzeichen der &, 2** an Zahl,
zu erstrecken ist.

Zusammenhang mit der Teilbarkeit der Zahlen (Satz von v. Staudt
und Clausen):

Die Bernoullische Zahl B,,, vermehrt um simtliche Stammbriiche,
deren Nenner gleichzeitic die um 1 vermehrten Teiler von 2n ein-
schliesslich 2n und 1 und Primzahlen sind, ergibt eine positive oder
negative ganze Zahl. (V1)

Résumé

Ce travail est consacré a I'étude des différents symboles appliqués aux nombres
de Bernoulli dans la littérature mathématicque et & la recherche de la notation qui
parait la plus appropriée.

Riassunto

Questo lavoro ¢ dedicato allo studio dei diversi simboli che nella letteratura
matemnatica rappresentano i numeri di Bernoulli e alla ricerca di una denorminazione
pitt adatta.

Summary

The author discusses the different notations used for the numbers of Bernoulli
in the mathematical literature and elaborates those symboles which seem most
appropriate.
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