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Le probléeme des deux fréquences et sa généralisation

Par Edouard Franckx, Bruxelles

Résumé

La note a pour objet de démontrer que, moyennant certaine condition de
réoulari . o : i s
Bularité, 1o différence des fréquences et p , observées sur deux séries dépen-
m '

n
dant ' S
antey (| épreuves obdit a la tendance centrale.

Le résultat est étendu & la moyenne d’épreuves relatives a des variables uni-
> 7
'mément, hornées.

Le probleme de la prédietion est une des préoccupations de Uac-
'Jlll'dire; le professeur Cramer 'a défini dans le sens le plus large en
disant que la prédiction est la réponse & la question «Que va-t-il se
Produire sous telles ou telles conditions 2».

Ty question de la stabilité des opérations d’assurance est directe-
ment lige gy probléme de la prédiction.

Dans ce domaine la loi faible des grands nombres et la tendance
Cer,ltl‘nle, la théorie collective du risque sont des moyens puissants de
I)l"t-zdéter1ninul‘,i()n, le second étant beaucoup plus puissant que le pre-
Mer puisque plus précis.

Iin pratique, tout probleme asymptotique donne numériquement
We méthode d’approximation valable pour n grand. A I'échelle des
YTganismes (’agsurance, lo nombre % répond en général i cetto condition.
_ Dans cette note pour étudier le comportement asymptotique nous
ferong appel au théoreme de la tendance centrale sous la forme de
HOVy-Lindberg.

Lies variables X, sont indépendantes et uniformément bornées,

OI 14 q
1 désigne par

n n n
W g p — Ny 2 N\ g2
S == RARTY Mg, = 2. m-"k’ aﬂu Pl a’tk’
1 1 1
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respectivement la somme des n premiéres variables, le moment du
Let ordre et la fluctuation de cette somme

b
» ] 22
. . S, | = , ) )
lim prob. {e¢ < T —e¢ * dr<>lima = col).
s = /2 n
/27
[23

n—>co a n-rco

Sn

A. Le probléme des deux fréquences
dans le cas d’un seul événement

1. Nous considérons un événement A de probabilité p, invariable
et nous effectuons une série d’épreuves indépendantes relatives & I'ar-
rivée ou la non-arrivée de cet événement A.

S1 les épreuves en considération sont fixées & m, on observera une

s ) st 04 . . , -
fréquence que l'on désigne par —, st on prolonge la suite d’épreuves
' m

p

pour en obtenir n, nous constaterons une fréquence U .

"
Désignons par E.E,...E,
YL L 1 1 i
EE,... L, K, ...D5,

les deux suites d’épreuves, elles comportent en commun les épreuves

3 o .
i et sont stochastiquement
)

9 ... B0 et par suaite les fréquences m

dépendantes.

Nous nous proposons d'étudier le comportement agymptotique, au

p
n

point de vue de la tendance centrale, de la différence sous

: [ ) R m
certaines conditions de régularité & spécifier.

2. Nous pouvons observer que nous réduisons aisément cette étude
a celle de deux fréquences indépendantes.

Car la suite des épreuves (£, ... IV,) est stochastiquement in-
dépendante de la premiére suite (fiy I, ... It).

Désignons par P=m—n,

y —p—a,

1) Le signe <— désigne la condition nécessaire et suffisante.
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la fréquence ¥ définie sur la suito (I, . -+ 19,) est indépendante de

i

04

la fréquence *
m

Or on a identiquement:

e «
f o %+ 0 o 4 m
noom n - p m m—+p
p

0? cette transformation permet de ramener la question & Uétude de la
ditférence de den fréquences indépendantes.

3. Nous considérons les deux séries d'épreuves différentes

! o

l'{jl ]‘.1,2 PRt lfl'”z 3y )'{Jl _'12 . oe .flp
et log fpa : ) 0
b les fréquences correspondantes et ‘}‘? :
m ,

Remarquons que le probléme posé possede une solution immédiato
Pour p — y . (Car si on attache & chaque couple d’épreuves de mdme
fang 17, 15 la variable ) ) )

Z; = X;—¥;,
X, of Y. étant les indicateurs des épreuves Iv; et 147, on constate que
les variables 7 - qui sont bornées, indépendantes, identiques pour tout ¢

j
b tellog que la fluetuation

i, = 212

este invariable par rapport & ¢; par swute

. . 3
ty, = 2mp,(l ~p,) et lma, = oo,
v, m—=>co N .
— el —
1 1

@ e . ) ‘
tle théorome de Lindberg-lLievy s’applique.

On a, des lors, puisque

n n
i — 1 1] — -_1 f e ——
m,, = [\_] m, = > (m, —m,) =0,
Ezi =1 L

L
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B
_ N, ' 1 If
lim prob. lcc =L = < ﬁ] = —& © dg
m->co l/ 2n Pa (1 — ‘[JA) I/Qﬂ
[#4
| 2% I q
m 1 -7
= lim prob. ja < - e 2 B0 = @ Lilg,
m—>co 2’}?,\ (1 = Ptl) J . 1/275
m *
or E Zg N Q B o _ 2 ! ﬁ o &L
m m.oom 2m m
D’ot le résultat final
@ B |
_ 2m - m "l
litn prob.qw & ——— Pt g * 4,
m->ca Pa ( | — ‘p_,[) , . 1/2711
2m *

et le résultat asymptotique est atteint.

4. St les deux séries d’épreuves n’ont pas le méme nombre d’ex-
périences, ¢’est-a-dire p =~ m, la méthode précédente tombe en défaut,
parce que les variables z; ne peuvent plus étre définies, sur I'ensemble
des expériences effectuées. Pour rétablir cette possibilité nous utilisons
la méthode des épreuves fictives.

Supposons pour fixer les idées que: p <<m.

Nous complétons la série F) ... J par les épreuves fictives
By .. I, eb & chacune de ces épreuves nous adjoignons la variable
U,j=p+1,...,m, qui ne prend qu'une seule valewr 0 avec la

[
probabilité 1 (¢’est I'échelon d’Heaviside d’abscisse nulle).

Nous admettrons de plus comme condition de régularité que m
et p sont du méme ordre de grandeur, ¢’est-a-dire pour p tendant vers
I'infini

.om
hm — = k.
proo P

m>p

Cette condition de régularité n'est pas la plus large possible, mais elle
sutfit.
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1 . . ) .
Cette fois-ci nous attachons a chaque couple d’épreuves de méme rang
: . m
pour 0<<+=<1p Z;, = —X,—Y,,
P
powr p+l=j=<m Z, =U—Y,.
Nous constatons que pour tout 7 ou § les variables z; sont bornées,

i
ndépend, antes, mais elles ne sont plus identiques.

1 R
En particulier:

m
pour 0 <<v<qp m,, = ( —'1)7%1,
== i
W4 /
,]n‘l
aj,& = I)z\( o P ) 2 _}—1 )
pour p-1<g9=<m My = Py
j o P/\(l o pA)
On en déduit pour:
P m
Sy= N N
=1 j=p
N o m L
]) phl
’ - i m
Yo = pa(l—p,) Pl oot 1‘ (m—p)| =m . F 1 pall—py).

Il en vésulte:

lima} = Hmpk[k+1]py(l—p,) = oo

proo p>co
m=p

ob Te théoreme do Levy-Lindberg est d’application; il peut étre mis
S0us la, forme

\_1
Pt 2'57 l I.) 22
lim prop, s b = iy lo
7

e s
t>p . — - '
I/ pl(l T)A) , m } p ) ¢
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Mais on a identiquement

m P m m P m
N\ 2 N\ €T B Y 6
2% L Ve B 2 =i 2 DY o
i=1  _ i=1\ T BT =t =t e @
m m m P m poom

et le probleme du comportement asyvmptotique de deux fréquences
calculdes sur des séries d’épreuves indépendantes est terminé, sous les
conditions de régularité que nous reprenons.
[0 Les nombres des épreuves de deux séries restent tels que p reste
invariablement plus petit que m.
20 Pour p suivant vers linfini, m = 0(p), c’est-d-dire m reste du
meéme ordre de grandeur de p.

5. Revenons pour finir au probleme initial posé.

[in vertu de la transformation

_\_‘Jzi:yﬂa:\‘.,:(ﬁﬁa) n
n

.

m P m m m /) n-—m
on a
1
1% poow
m N m
/ | 1 1 | n—ml?
. (l—p ( 4 . (1—p +
l,/ Pal D) 7 ‘[)) Pal Pa) m " n—m|| n
f o
n m
== )
| 1
T e o ’
p.‘l( ].‘\) m n
et on obtient le résultat
18 o b
i » x2
. nooom |
lim prob. {a << , = & by = —p “dx
n~m l (1 ) ' 1 1 . l 27‘6
n—mi-»co 1 ==y — z
l A 2 A m n a
oom g :
[im = k

noeco M
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B. Généralisation

L I’examen de la démonstration révele immédiatement que la
Méthode egt, susceptible de généralisation:

@) Leg X, ot Y, sont des indicateurs, les variables UJ presque identi-
quement nulles; la propriété commune est d’étre bornée, on géné-
ralisera en prenant des variables bornées dans lear ensemble.

b) Pour arviver & la condition m, = 0, on a fait appel & la propriété
que le moment My, == My, == Pys mais cette condition peut §'ob-
tenir tout aussi simplement, en ne considérant que des variables
dont les moments de Ter ordre sont nuls.

On consideére dos lors un ensemble de variables {2} telles

1° les moments du Ler ordre My, =0 quel que soit 1,

2° les variables sont uniformément bornées IL — L quel que soit 2.

— On effectue une série d’épreuves [f ... 1, ... Iv,, Uépreuve [,

“tant relative & larvivée de la variable X,.

| on propose d’étudier le comportement asymptotique de la
dlfférnncu

n m
Al Al
Ma, Na,
laid R & )
| j=1
A == —_
N m

2. Remarquons que, tout comme dans le premier cas, le probléme
) A ¥ - ’ " o 4
Beut &tro ramend au cas de la différence de deux moyennes calculées
W denx gories d’épreuves différentes et indépendantes car

{1 m m n m Q‘ Q‘
ALY NV Yo N N o y A
T >y M+ Dx, D m D T—p >,
71 _i=1 k=m |1 o g==1 o fe=m |- 1 j= L
L m mtp m m (m -+ p)
" m
MNa, o Mau,
| L P ]
k=mt1 j=1
P ™
m-+p ’
B

¢ \ o ;o 5 L ’ _
3. Dés lors on considere les deux séries d’épreuves indépendantes

“m

E.’ - 7 _ 7 ) o
SRR . [r};, & Uépreuve I, est rattachée la variable Y,

b g , : ; ; , ; "
I P TR (Y épreuve I, est rattachée la variable X,
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.om
et nous supposons p<<m avec lim =k,

pooo P

et tout comme dans le premier cas nous posons:

m
0=1=p B = — T —Yi»
P
p+1<k=<m 2 = W — Y,
On en déduit
s =m, =0,
j 2k
quels que soient 7 et k
2
m
2 2 2 :
a’zg ’zral‘jiﬂ‘yj’ 1§7§p:
I3
ty, = B p+H1k<m
e T TR’ I —= Y Bk
et ensuite pour . m

m, =0,
2 ) m
me [t
2 AP 9
$m h2 _;> Ogj F 2 y; »
P° =1 §=1
eb lim a2 = oo
TSm ’

p>co

dég lors le théoréme de Lindberg-Lievy s’applique, mais on a identique-
ment

P m P m
A Sﬂ , N\ 2 A
g >...J Ly i Yi 2 B 2 %y
“m j=1 f=1 2 j=1 j=1
-~ o om s = "0 T
m P = P m
eb
Z &
21 % Faall Y
j=1 j=1 b
N 22
) ‘ m |
lim prob.{a < — P <b; = [/7 e 2 dx
prco 4 ’,"' 23’[
N 42 a2
m el “Ij ,>...J a.llj a
Hm, = k i S ... S

waia B 7? m?
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L 4. Revenant au problome posé, on arrive apreés transformation,
& variable z; étant rapportée & I'épreuve 7,

n m
Y XY o
DAL
t=1 o }:‘L B
lim prob, /g < L N eﬁ 2 d
Ieq o n m - V
2 2 N\ 2
pomo m? > ay - (n—m)? > ay
I - . = b /LT?RF 1 ) - .7.—:1 )
Proo P m2 n?

Ol remarquera que lexpression sous le signe radical peut s’éerive:

m

> a > al
¢ e L Ty
(.1 . 1) MopSEe o mTmo S
™m n T m—Nn n m

C€ qui permet de retrouver une forme semblable & celle donnée dans
le premier cas et en particulier si & chaque épreuve, on considére la

meme variable de fluctuation «?, on aura

1 1)
B P
m n,

Zusammenfassung

Der Artikel zeigt, dass fiir wachsendes m und » die Differenz der Hiufigkeiten

i g
m Und welche in zwei abhiingigen I'olgen beobachtet werden, gegen eine

GauBsche Variable strebt.
Das Resultat wird dann verallgemeinert aut das Mittel von

obae htlm%n gleichmiissig l)eseluanktet Variabeln.

allgemeinen Be-

Riassunto
St dimostra che, assunte qualchi condizioni di regularitd, la differenza fra
e o/ . ; ; £ 2
le frequenzo o © osservate su due serie dipendenti ubidisce alla convergenza
centrale.
Il resultato & poi generalizzato per la media di fenomeni basati su variabili

uniformamente lnmtate
10
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Summary

In this paper the author shows the central convergence to hold true also for
i i 2 Lo o f . ;
the difference of frequencies . and - observed on two dependent series provided

' n

that they satisfy certain regularity conditions.
The result is then extended to the mean of more general observations on
uniformly bounded variables.
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