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Quelques aspects des capitaux diftérés
et des rentes sur plusieurs tétes

Par Aug. Urech, Berne et Lausanne

Résumé

Pour le probléme dey capitaux différés et des rentes sur plusieurs tétes, on se

ore le plus souvent dang les traités d’assurance & des exemples, sans étudier le cas

général. I’auteur donne une formule générale de solution pour le cas ot Uordre des

déeag nimporte pas, formule simple, intéressante et avantageuse pour le caleul nu-
mérique, -

| 8

La prime unique pure d’un capital de 1, reposant sur une téte
YA . A r ’
Tige &, payable en cas de vie apros n années, est dgale & :

1, = 1", (1)

\
Ol dégigne le tacteur d’escotupte ot P2 la probabilité qu’une personne
A . o " " . - . .
Qdge 2 soit oncore en vie apres m anndées. Dang ce qui suib, nous
Whiliserons la notation actuarielle internationale.
A Taide des nombres de commutation, le capital différé s'éerit:
D
ﬂ.Ew = ‘-’H‘” 2 (1,)
D

X

n

81 bien qu’on peut se servir directement de la table de mortalité adé-
Mate pour le caleul du capital différé sur une tdte. Le problome est
I principe résolu. Il ne donne pas lieu & d’autres considérations.

Sil'on envisage les capitaux différds sur plusieurs tdtes, on aboutit
*0 revanche & des combinaisons fort varides et & des 6études trés
Mbéressantes,

On peut d’abord poser commo condition de paiement du capital
APres m anndes que les m tétes considérées, d’ages x, v, 2, . . ., w, soient
t(?utes encore en vie & 1'échéance. On a le capital différé d’un groupe
disparaissant au premier déecs ou capital différé au premier déces;
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Iopération §’éteint & 1'échéance, ou auparavant déja, dés qu'un déeos
survient. On a: -

nlf‘:cyz cow(m) T npryz o (m) (2)
O Py €5b Lo probabilité que les m tétes vivent encore apres
n années. On pourrait introduire les nombres de commutation par la
méthode de Davies ou par celle de de Moivre. Toutefois, cela n’a pas
d’'intérét pour ce qui va suivre.

On pourrait aussi stipuler que le capital différé est payable si une
au moins des m tétes, n'importe laquelle, est en vie & Uéchéance. On
aurait alors le capital différé d'un groupe disparaissant au dernier
déces, ou capital différé au dernier déces:

) = "D . (3)

xyz ... wlm) npxy;; Loow(m)

OU \Prys umy d081gNE Lo probabilité qu’une au moins des m totes vive
apres n anndes. Toutes les tétes jouent un role symdétrique les unes
par rapport aux autres. Iordre des décds n'importe pas.

St Uon demandait en revanche pour payer le capital qu’une ou
plusiours tétes bien détermindes vivent apres n annces, a exclusion
des autres, les tétes ne joueraient plus un role symétrique; les unes
seraient avantagées par rapport aux aubres. On pourrait par exemple
considérer un capital différé de 1 veposant sur 2 tétes, mari of femme,
payable dans # anndes & condition que la ferme soit encore en vie,
le mari étant décédé auparavant. La valeur actuelle du capital diftéré
dépendrait de ordre dans lequel se produisent les décos.

Dans ce qui suit, nous ne consgidérerons que les capitaux différds
pour lesquels Uordre des déceés n’importe pas; les m tétes doivent jouer
un role symétrique les unes par rapport anx autres en ce qui concerne
les droits au payement du capital; ¢’est-d-dire que si l'on veut payer
le capital par exemple en cas de vie de 3 tétes déterminées «, 3, y
choisies parmi les m tétes xyz ... w, il faut aussi le payer en cas de vie
de 3 autres tétes quelconques l, i, v. On ne demande cependant pas
que toutes les tétes suivent la méme loi de mortalité. 11 faut seulement
savoir quelle table de mortalité est applicable & chacune d’elles.

II.

Nous considérons done m tétes d’ages x, v, 2, ..., w et nous les
supposons indépendantes les unes des autres en ce qui concerne la
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mortalité, de sorte qu’on puisse appliquer le théoréme des probabilités
Composdes,

Nous partons de la probabilité que r exactement de ces m tdtes
So1ent encore en vie apros # années, n’importe lesquelles, mais r exacte-
ment. Cette probabilité s’éerit:

. r r+1 - r-+2 . —
wPay; .. w([m]) = 2, ( 1 )/;r Ty ( 2 )Arr-z + o

. r+i1 - L 1\ym—r m
. *I“( 1) ( { )émuti J ( 1) (WL-T) Zm.’ (4)
ol 7 N
Z, = Zrapaﬂy---(r)’

(¥)
1
erl-l = ,_\_1 n/paﬂy coe (1)

(rrTl 1

r; XU .
Am - L -npocﬂy...(m} o np."cyg... w(m)*
(1”)
m
Dans 1o symbole 7 S Wsione Ta vrobabilits
' symbole Z,, \Dapy . (1 == aPunPp aPy - -+ désigne la probabilité
QUe r tites bien déterminées «, f, , ... choisies parmi les m totes

, ; ; ; i m
Volhz, o solent en vie apros noannées. On peub former ( ) proba-
, pa

:)}llfms de ce genre, de sorte quo Z, est la somme de toutes les proba-
Uity gy bétes, au premier déces, quon peut considérer en partant

des tetes xyz ... w.

D’“[”»‘C‘u“i la formule (4), la probabilité que r tétes exactement vivent
APres v annges s'exprime sous la forme d’une somme algébrique de
_DAl‘ol);Lbilil;(,\s au premier décos sur r tétes, sur (r--1) tétes, sur (r-+2)
ttes, ote. Lies coelficients sont, au signe prés, égaux aux coefficients

inOlnile_l.\'
r 1N -2 ’7'»—|-t) ( m )
(O)’( l)’(Q)"”’(t ’ m-—r)"

Ls sont alternativement positifs et négatifs. On peut les représenter
en v o
0 valeur absolue en fonetion de » et de ¢ au moyen du tableau (5)
] b <] . . - .
W n'est qutre que le triangle arithmétique de Pascal.



N
Ntlo 1 p) 3 4 5
r \
0 1 1 1 [ 1 1
1 1 2 3 4 5
2 1 3 1
VRN ®
3 1 4 10
4 1 5
5 1

La formule (4) peut du reste s’écrive sous une forme symbolique,
facile & retenir; nous n’insistons pas sur ce point.

I11.

Apres ce préambule, nous considérons la valeur actuelle du capital
différé de 1 reposant sur m tétes xyz...w, payable dans n années &
la condition que r tétes exactement solent en vie & ce moment-la.
Hille est donnée en vertu de la méthode de 'espérance mathématique
par la formule:

I [ A

nHryz . wim)

r4-1 9
= "7, - .(’ Tl) Wz, .+ (7 g )Uﬂzr-w WA

. — (6)

N
v :apzyz <oow(m)

r--1 nr, — m n
. (—1)‘( t )7) oy o (D) f(mﬂr) N7
Chacun des symboles Z , 7, ,, 7, o, ..., Z,, est multiplié par le

facteur d’escompte v"

Al
OI‘, ’U"Zr = }__J ’Dnnpaﬁy...(r)'
(”l)
r
Toute probabilité sur » tétes au premier déces, , multipliée
p p paﬁy () p

par le facteur d’escompte v" donne un capital différé au premier déces,
I

n "aﬁy...(r)‘
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En introduisant los nouveaux symboles:

() N N Ve
Zr ) - ‘\_1 "”-n,potﬁy oo () T A\-’—J ”L"’aﬂ?- () (h )
(m) (m)
7 r
10 SN — N R
Z = 2 0 gy (r 1) = Ln[j‘aﬁ%--(r 1)

[ (1)

)
xyz . ..ow(m)

/f/(lb‘) . 'h‘”

“m 'n.pzyz coow(m) Tom

la formule (6) s'éerit:

\

,, A T N
”’E9-‘Uz...:v([7:3) — 4(:)'“( 1 )ZrLI)»l"}_( ) )AS‘[!?Z e

st (’ afF t) Zﬁe t aswst =L (mm-r) e ()
. Elle a exactement la méme forme que la formule (4) de la proba-
1,_)1lité. Lies coefticients sont les mémes et so déduisent aussi du tableau (5).
La seuls différence est que les symboles 7, de la formule (4) sont rem-
placés dans la formule (6”) par les symboles Z(TE’. A la place d’une
ngme de probabilités 7,, on a une somme de capitaux différes 717,
différonce évidemment fondamentale.
~ Apres avoir Gtabli la formule (67), on considere fréqueminent
Cantres capitaux différés: le capital diftéré au dernier déces qui est
Payable si une téte au moins est en vie & 'échéance, le capital différé
pflyablo si r tétes au moins sont en vie & I'échéance, des capitaux
d}fférés variables suivant le nombre de tétes en vie, des capitaux avee
foversion totale ou partielle et d’autres combinaisons particulidres, lo
ph?s souvent, sang aborder le cas général. Pourtant, ¢’est le cas général
(\1111 ost lo plug intéressant; d’abord en sol, mais aussi parce qu’il conduit
4 une golution extrémement stmple qui permet de trouver tres rapide-
ment la formule de n’importe quel cas particulier.

LV,

Le probleme le plus général qu’on peut se poser dans le cadre
446 nous avons tracé, c’est-d-dire lorsque les m tétes , 1, 2, ..., w
Jf)llent un role symétrique les unes par rapport aux autres, lorsque done
Lordre des déeés n'importe pas, est le suivant:
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Quelle est la valeur actuelle d'un capital diftéré reposant sur
m tétes, égal:

a O, s 1 téte exactement est en vie au terme,
a Uy, s1 2 tétes exactement sont en vie au terme,
& Uy, st 3 tétes exactement sont en vie au terme,

by C , s1m tétes exactement sont en vie au terme.

Vest en effet le probleme le plus général de ce genre, car, nous
l'avons vu: Si nous voulons payer le capital C, au cas ot » tétes dé-
terminées «, §, ..., o sont en vie au terme, il faut aussi payer ce méme
capital au cas ol n’importe quelle autre combinaison de » tétes choisies
parmi z, 9, 2, ..., w vivralent & 'échéance. Dans ces conditions-la
et dans ces conditions seulement, les m tétes jouent un role symétrique
les unes par rapport aux autres; Uordre des déecs nimporte pas.

Cette remarque, tres simple, est aussi fondamentale. Pour des
raisons de commodité et de symétrie, nous voulons encore généraliser
un peu et supposer qu’on paie le capital ¢, au cas ou aucune téte ne
serait plus en vie & l'échéance. Cela paralt peut-ctre un peu bizarre
de parler dans ce cas de capital différé, puisque €y est en réalité un
capital payable & une époque fixée si le dernier déces est survenu au-
paravant. Mais il 8’agib 13 d'une question de mots que nous ne voulons
pas examiner maintenant; mathématiquement, le probléme est posé
d’une maniére précise. On peut du reste toujours supposer si on veut
que €', est égal & 0.

Lia valeur actuelle cherchée est égale a la somme des valeurs

actuelles des capitaux différés €y, ¢y, Uy, ..., U, soit & Pexpression:
roy [U] 1 [1] (2]
] (IL‘T) ayz oowlm) T = C 0n xy vot(m) + (/1 nL:ch coow(m) + (/2 n]jljz ool +
1 [m]
+oeee Cm nF Zoaowim) ? (7)

ot la lettre v rappelle que le capital agsuré est variable.

Or, la formule (6”) est valable non seulement pour toutes les
valeurs enticres et positives de r, mais encore pour r = 0, comme on
s’en assure facilement, pom'vu quon définisse le symbole Z, par
7y = 1 et, par suite, / ) s i By
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On peut done éeriro:
v
| (7)

0[z(()E)__z(1E)+ 20z 4 (_1)¢(t) 7 4 (_l)m(::) A

o (s (s o

1 2 _

. 3 , wil & , g4 WX i

E 7y () . 1\ 2 7(I) _1ym-2 r7 (L)

}" 02 Véz (1) Z3 L e | ( 1) (t_Q) At .t e + ( ]‘) (,’n_g) Am |
4 .,

L/t _ m e
4 ( )Z(E)_ (=1t ( ) (1)
O (o) 2B F ey () 2

1 m i
S Cm ( 0 ) Zg)

Inl Wiy & § %
In additionnant les termes qui se trouvent sur une méme colonne,
on obtient -

v 7\ B
n(ﬁE')zUz coow(m) jl) ZS) )
Ny

e Qe

e -(3) eat () 0o} 28
%, .
(O (et (Yt s (oo

_E_

()n () (G)0uaT

La valeur actuelle du capital différé variable s’exprime sous la
¢ I p
e d’une somme algébrique de capitaux différés au premier déeos,
r 2 A A A
®posant, respectivemnent sur 0 tote, sur 1 téte, sur 2 tétes, ete.

(77)

(’ m
Vi

(8)
viy) ) rz(k 4 ) ) i
o E)Iyz..'“w(,l,’,)' = o 2+ o, ZP + o, 2 L, ZE + 4 o, 2P L e, 2,

On a:
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ot les coefficients «,, oy, g, ..., o, ne dépendent que des capitaux
Co, C1,Cs, ..., C,..

Le coctficient de Z{™ est lo capital Cy; celui de Z(" est la dif-
férence premiore de () et Cy; celui de Z{" est la différence seconde
de (C,, O, et Cy).

On peut montrer par récurrence que le coefficient de Z{™) est la

m

te diftérence des capitaux ¢, Cy, Cy, ..., C,. Nous pouvons donc
écrive la formule pour le capital différé le plus général considéré ici:
T v () / r7(I7) U

n(vE):ryz coow(m) T COAO P A(CU’ OI) Al (8 )

- A¥(Ch, €, C) 74P
4 (0, O, Gy C) 247
+ .

4 At(OO, Gl? . Cl) Z(:H]
e e
+ A™Cp, Cy, ... ., C,) 2B,

Ce résultat, intéressant en lui-inéme, est remarquable de simplicité
lorsqu’il s’agit d’établir la formule dans n'importe quel cas donné, d’en
déterminer les coefficients. Quelques exemples montreront avee quelle
rapidité on arrive & la solution.

Exemple 1. Ttablir la formule du capital différé reposant sur
5 tétes x, vy, 2, u, w, 6étant entendu qu’on paiera 1000 francs si les
5 tétes sont en vie aprés m années, 500 francs si 4 tétes exactement
sont en vie, 200 francs si 3 tétes exactement sont en vie et rien du
tout s1 moing de 3 tétes sont en vie.

On a: Cy=0, 0y =0, Cy— 0, Cy — 200, Cy = 500, C; — 1000.

0
0
0 0
0 2
Les différences successives de 0 2 -3
Gy Gy Ugs Cus Cys Gy 2 —1 D
g’établissent d’apreés le schéma: 2 I 2
3 1
5 2
5
10
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Qou; W(VE) e = 100 [0Z{ + 024§ )+0/ () 122" — 82 - 57
= 100 [2Z{" —3Z{P + 527],

N : . . - .
OU la signification des symboles est la sutvante:

[ Z(T‘) 81 ]’aﬁy — nEwa |- Ely” - ]wa “+ ... (10 t()l'm@ﬂ)
(3)

< F I 1 . N i 7
}_] 7&1’01/},}(3 "_' -nE_L-”:“ | Lb’ w () tOIIHOS)
1)
(s
7 o
/;5 o ﬂE:L‘yzmu .

Ed:emple 2. Ltablir la formule du capital ditféré reposant sur

M tétes w, g, 2, ..., w, Gtant entendu qu'on paiera autant de fois
1 frane qu'il y aura de survivants aprés n années.

0
_ |
Dans ¢o cas les capitaux 1 0
Co, C1, Cy, O, ..., C,, 1 0
Sont éganx 1nspncb1vonlont s ] 2 1 0 0
0, 1, 2,3, ..., m. Pour 3 ’ 0
detel'mmm‘ lours différences 1
SUccessives, on a le schéma: :

m

€8 qui conduit A -

(UI‘)xy" . m) - Z(lm) — nEx; e nEy + ...+ uEw

Lizemple 3. Ftabliv la formule du capital différé reposant sur

m tétes o, Y, 2, ..., w, ¢tant entendu qu’on paiera 1 franc pourvu
. A . . . \ ’
dWune téte au moins soit en vie aprés n annees.
[0
1
Ly capitaux 1 -1
C .
0) Cl’ 02, 03, ey C’m i 0 0 I‘l "
Sont égaux respectivement i 0
0.1, 1,1,...,1. %
Lies dlffewncw successives 0 :
S'obtiennent & 'aide du schéma : :
[ 1
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et le capital différé cherché prend la forme bien connue:
t 5 B Jo E E
nE:zyé.;.w(rrz) = Z(l )MZg )—!_ Z.(l )‘7;Z‘(i ) i ceeh (V"I)mZS‘n)
= [Bet Byt all, + oo )]

: . m
_ IrzExy + ra]—":cz +o (

2) termesr

£+ I”EW Y N g (7;1) termesJ
T.
+ ( “1)'nnExyz coow(m)

Pour le caleul numérique, il faut naturellement bien avoir en téte
la signification des symboles Z{", Z{%) 7" ete. Le probléme est ramené
au caleul de capitaux différés respectivement sur 1 téte, sur 2 tétes, sur
3 tétes, ete., tous au premier déces.

Dans les traités d’assurance, lorsqu'on se borne & donner des
exemples, on n’a pas l'occasion d’établir la formule générale si simple
ot si intéressante qui précéde et nous ne croyons pas méme qu’on y
gagne du temps.

D’habitude, on calcule aussi des exemples par la méthode dite des
«coefficients indéterminés», mais sans aller, nous le craignons, au fond
des choses, sans préeiser pourquoi cette méthode est exacte.

¥

Reprenons done notre probleme général pour le résoudre au moyen
de la méthode des coefficients indéterminés. Nous cherchons la valeur

actuelle d'un capital différé égal & €\, C,, Cy, ..., C,, suivant que
1,2,3, ... ou m tétes exactement sont en vie au terme.

Cette fois, il n’est pas nécessaire d’étendre notre probléme en pré-
voyant deg prestations dans le cas o aucune téte ne serait en vie au
terme. On procode alors comme il suit:

On saib déjy que la valeur actuelle cherchée se présente sous la
forme d’une somme algébrique de capitaux différés au premier déces
respectivement sur 1 téte exactement, sur 2 tétes exactement, sur
3 tétes exactement, ete., formule (8), ¢’est-a-dire que: (8)

m?

n(’UI""]):cya o w(:;) i OCLZSE) + %y ng}) -+ O(3Z:(;E) + ...k O(tZ(zE) “+ .o O(mZ(E)



ol les coefficients o, oy, ..., o, ne dépendent que des capitaux
Ci, Oy, ..., C,,. Ils sont mdvpondanhs des bases techniques utilisées,
b d mtérét et tables de mortalité. Lies bases techniques n’entrent que
dans 1o caleul des symboles 2% ziM 710 ete.

Pour que le probleme soit résolu, il faut connadtre les coofficients
“1, %as &g, ..., «,. Nous avons vu plus haut; formule (8°), qu’ils sont
bgaux aux dlltttoncos successives des capitaux Oy, ¢, Uy, ..., C |
o Gy = 0. Nous voulons maintenant les chercher en appliquant la
Méthode des coefficients indétermings.

Or, la formule (8) est valable quels que soient le taux d’intérét et
les tablos de mortalité utilisés pour les m tétes.

@) Supposons pour commencer que le taux technique d’intérét,
8016 Ggul 3, 0, ¢’est-d-dire que » = 1. De plus, admettons que les tables
de mortalité applicables aux diverses tétes soient choisies de la maniére
Sulvange:

¥ table, pour la téte 2 T =gt = Ty == ~er =gy = 0
2 ooy ooy oy oq, = 1,
3¢y » oy oy ozroq, =1,
me oy B & Wi #= L

A Péehéance, la tdte 2 est en vie, tandis que toutes les aubres totes
Sont déeddées. Iassurceur doit payer ;. Dans ce cas particulier, on
beut calguler directement lo premier membre de la formule (8), ainsi
que la valour de chacun des symboles du deuxieme membre.

La valeur actuelle du capital différé cherché est égale & C. Au
“econd membro de la formule (8) nous avons:

I.b - E ﬂUoc(l) = n[f‘l;u + n”y oot nhw =1,
(m)
L
(8) 0 =3 By = By +aFeg+ - =0,
(2)
(B rz(1l ()
Y N

Notre formule générale (8) devient:
Cp =140+ 030+ ... +0,0.

Noug en tirons:
8 == 0.
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b) Plagons-nous dans un deuxiéme cas particulier, avec un systéme
de bases techniques tel que:

’i, e 0 y
B == 1 ,
(I:c = qg: o Q.r -2 TR eewm T ([a: Fn—-1 —— 0’

Oy = Qi1 = Qyro = -0 = Qyin-1 = 0,
g, =1,

Q= 1.

Sur la base de ce systéme de bases techniques, les deux tétes o ot ¥
sont en vie & I'échéance; les aubres sont décédées. I assureur devra
verser (. Lia valeur actuelle cherchée, ¢’est-a-dire le premier membre
de la formule (8), est égale & C'y. Dans le deuxieme membre de la formule
(8) on a:

1

7P = B+ B+ E+.. . +,5,=2,

7P = B+ B+ ... =1, »
Z:(&;v;) . nE:ty* X . O, ( )
2B — 7P — | =7 0, :

La formule (8) devient:
Cy = o, 24+l +o30+ ... +2,0,

5 & e f
d’ot: ay = Cp—20;.

¢) Plagons-nous dans un troisiéme cas particulier:
v=1,
Qe = GQey1 = - = Qupn1 = O,
By = Qyr1 = -+ = Qypna1 = 0,

qz - QZ—&‘I = rae = .(Iz-l-n—l - O’

G, = 1,

G — 1.

A Péchéance, 3 tétes sont en vie, x, i et z; les autres sont déeédées.
Iagsureur doit payer (.
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Au deuxitme membre, on a:

2 = B+ B B+ B - 3,

Z-SM) wligy + ol + L0+ ..o == 8, (8)
Z_.(,"") = B+ .. =1,

ZP =78 — . =78 =0,

La formule (8) devient:
O3 =83+ ,8+0eg1+0+4...40.
Dou: g = Cy—3C,+8C).

On voit, comment il faut continuer. Lia méthode consiste & trouver
des bages techniques qui permettent de caleuler directement aussi bien
o promier membre de la formulo (8) que la valeur des symboles Z{),
2P ete, du deuxieme membre, ce qui fournit des relations entre les
coefficion g By gy w0 By s

Dans tous les cas particuliers, comme du reste aussi dans le cas
8néral, il est facile d’établir m relations linéaires indépendantes, non

Omogones, entre les m coefficients oy, oy, . . ., o,. On obtient le systeme
Téquations:

1o, = 0,
2o + ot = Oy
3(:1_1 -} 3‘12 -} gy = (;’3
t Ce e e . | 7, (9)
st (Gt (hawt () o -0,
(e (o (o Lt () o

Ol tous les termes non éerits sont nuls. On en tive log coefficients
oy, ., %,. 1l est facile de montrer par récurrence que o, est la
P différence des capitaux.
0, Oy Oy, wris Oy

On etrouve ainsi la solution & laquelle nous étions arrivés en étudiant
® cas général, sous chiffre TV ci-dessus, formule (87).

Repronons, en lui appliquant la méthode des coefficients indéter-
Mingg, Pexemple 1 du chiffre IV, dans lequel les capitaux ', €y, Oy,

Cy ot Cs sont respectivement égaux & 0, 0, 200, 500 ot 1000.



Le systeme d’équations linéaires (9), obtenu & laide des systémes

particuliers de bases techniques considérés sous a), b), ¢), ... ci-
dessus est alors:

1ay == 0,

Q0+ o = 0,

8 a.l _E‘ 8 0(2 ’iL‘ O(3 = 200 »

‘.1:0(1 ’E“ 60{2 f}—‘ 4“3 "l' a‘l == 500,

5oty + 100y + 100ty + 5oty + o5 == 1000.
On en tire: «y = 0; oy = 0; oy = 200; oy = —300 et oy — 500.

On a done pour la valeur actuelle cherchée:

WOE) = 100[2247— 82 + 5 247)].

Ty

Iin utilisant la méthode des déterminants pour résoudre le systéme
des m équations, on arriverait également facilement au but. Lie déter-
minant du gysteme des m dquabions a pour valeur 1. Clest un déter-
minant particulier dont les éléments non nuls constibuent un triangle
arithmétique de Pascal amputé de la premiére colonne.

On aurait pu, ici aussi, élargir le probléme en convenant qu’on
pale le capital (/) st aucune téte n'est en vie & 'échéance. On aurait
alors & déterminer un coefficient o, en plus. On disposerait aussi d’une
équation en plus, linéairement indépendante des précédentes, soit:

104() 'f‘Odl .3 D(xz + . —f—OCK-m == ("’07 (9,)

ce qui conduirait & un systeme de (m-+1) équations linéaires, non
homogenes, & (m+1) inconnues o, o, oy, .. ., %,,, dont le déterminant
serait :

[
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Les coetficients o, sont alors donnés par la formule:

t. C’{] |
11 1 ¢y
| | ) (]2 |
|1t 3 38 1 Lol

[ f
(1) (1)

= Ct 1 *"(fl 1 (ff—l) - C',g 9 (t.t.g) - ;’g 3 (tlig) 1'17 vk (“1-)[“1 ( i) (:‘fl -} (;1)'! rjn,

’ A . .
d OU,: Cl’ﬁ — :I: At((jn, C,l’ Crg, ey (/f[) .

Les bases techniques que nous avons introduites pour justifier la
Wéthodo des cocfficients indéterminés paraissent & beaucoup inad-
Missibles au premier abord, parce qu'on ne les rencontre pas dans la
Pratique courante. Il faut cependant distinguer nettement entre les
Problomes d’ordre purement mathématique ef les applications de la
théorie (u’on fait aux ensembles humains soumis & une mortalité qui,
on fait, n’est jamais nulle.

Dang notre cas, ¢’est-d-dire lorsqu’on veut simplement déterminer
me 1L s’agit d'un probléme purement
Mathématique. Rien ne nous empéche d’adopter un taux d'intérét nul,
des. taux de mortalité nuls & certains ages ou égaux a 1, puisque notre

les cootfiionts OV - e

formule adnérale (8) est valable quelles que soient les bases techniques.
Dans Teg 6tudes de co oenre, actuaire est libre de choisir n'importe
quel tanx d’intérét, pourvu qu'il soit positif ou nul, et n’importe
f}lﬁlel[es tables de mortalite, pourvu que les taux de mortalité & chaque
486 soient, compris entre 0 et 1, ces limitos incluses.

Lies bases techniques particulidres que nous avons choisies sont des
l?ﬂﬂes limites qui nous donnent en quelque sorte les conditions aux
limites do nos capitaux différés.

VI

' nous reste & examiner les rentes sur plusieurs tétes, ce qui sera
"apidement fait vu analogie des problémes qui se posent avee coux des
Capitaux différés.
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Faisons d’abord une remarque a propos de la formule (8) qui ex-
prime le capital différé:

dVB) s = a2 4+ a 2P, 2+ . 4, 2P 4 L 4w, 2

Yz ... w(m)

Dans cette formule, les coefficients o, oy, . . ., o, sontindépendants
non seulement des dges z, v, ..., w, du taux technique d’intérét et des
tables de mortalité, mais encore du différé ».

Sidone nousconsidérons un capital différé variable (Cy, Cy, C,, ..., C,)
payable une premiere fois apres n années,

JWE)_— = a2 4 o, Z0E) 4o, Z0E) 4o, 2B o ZE)
ayz . 00 141 242 t 't m

m

puis une deuxiéme fois apres n' années,

(B) w0 Bty — %0Z4™ + 2P+ 0 25D 1 0 2 .,

sa valeur actuelle totale est égale & la somme de (8) et de (8).

Elle est donnée par la formule: (12)

nn' (UE )

TR w(m)

ott les nouveaux symboles Z{n®) sont simplement la somme des sym-

boles de (8) et de (§):
Z(tw n'l) __ 7 (nE) _|_Z (n'E)
= El'ﬂE (t)+2n’Eﬂ;‘..(£)

Yz - ..
(%) (7) (12))
\‘ ( Ezyz (1) o n’Ea:yz i (f)) ’
(m)

avec Zmn'E) — ot 4™

Cette remarque nous permet de généraliser et de considérer non
plus seulement deux échéances n et n” pour le capital différé variable,
mais toute une série, par exemple apres 0, 1, 2, 3 années, etc., de sorte
que l'on peut écrire immeédiatement la formule qui donne la valeur
actuelle de la rente viagere sur m tétes x, y, 2, ..., w la plus générale
qu’on puisse envisager dans le cadre que nous nous sommes assigné:

@) gy = %20 + o, 20+ ay 29 + 4o, 20+ L 40, 2D, (18)

\ i ” m . .
ott les symboles Z'% représentent chacun la somme des combinaisons
L t

b)

'K ’ o P E
= %Zga,n E) aIZ(ln,n B) o, Z(zn,n’L) + ..+ oth(t”:" Bl 4 ocmZ‘g’”' )
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des renteg viageres sur ( tétes au premier déces qu’on peut former i
s - d
Paide des m totes, ¢’est-d-dire:
I (('i) o b LT T
Ay s l] Aoy = 0
m
(1)
oE) N m m
VASEES :L Uiy = Gy T+ gy
m
(%)
zld) ;[
757 = 2 flagyy

(%) (18"

. «]-u.y + ool ay, o

rz(d A Y

/J(t(” = 2 gy )
e
(D)

— Vg r.
m (ldﬁ}’ v (m) T Teye s ow(my)
(?N)
m
Quant & Z§7 il est égal a:

(13) P RN R N

ool
8016 A la valear actuclle de la rente perpétuclle de 1.

Les coefficients o, @, ¢, - -, @, sont les mdmes que dans les
formueg (8) et (87). Si nous désignons la rente variable par

Tos Tiy T om0 Ty

SUlvant que 0, 1, 2, ..., m tétes sont en vie au début de Vannée d’assu-
fance, los coofficients g, o, %yy - - -5 %, sont les différencos successives

ey vonpog Wi s B 9 Po o o iy &

%y = 1o

o = APy Ty o)

(14)
Lins  as. s .

o == A1y, 15Ty 0 )

. . . . B . B . -

oAM e o~
ocm""" /] (’(H’l"i&?"'ﬁ’m)'

' Lei encore, pour obtenir commodément la formule, il faut con-
tldum_ non seulement la rente variable payable lorsque 1, 2,3, ..., m
hes sont en vie an début de Pannde d’agsurance, mats encore la rente 7,
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payable lorsqu’aucune téte n’est en vie. Cette rente r, n'est pasg autre
choge qu’une rente perpétuelle différée payable & partir du moment ot
toutes les tétes sont décédées. Dang les applications pratiques usuelles
ro est nul.

D’aprés la maniere dont nous avons déduib la formule (13), il va
sans dire qu’elle est aussi valable pour la rente variable sur m tétes
payable & terme échu, ainsi que pour les rentes différées et tempo-
raives. Lies coefficients oy, oy, ay, . .., &, restent les mémes. Seuls, les
symboles 70, 7@ 70 0 7% doivent dtre éerits en fonetion de
rentes payables & terme échu, sur ¢ tétes an premier déces, de rentes
diftérées ou de rentes temporaires.

Dang les exemples suivants, nous avons choist la rente variable
(Yo, 715 Tgs « - -5 T,y) 6gale au capital différé variable (Cy, €y, C, ..., C,)
des exemples correspondants des capitaux différés pour qu’on voie bien
que le caleul des coefficients oy, o, @y, ..., o, est identique.

Faemple 1. Iitabliv la formule de la rente viagore reposant sur
5 tétes x, vy, 2, u, w, étant entendu qu’on patera 1000 franes au début
de chaque annde si les 5 tétes sont en vie, 500 franes si 4 tétes sont en
vie, 200 francs si 3 tétes sont en vie et rien du tout st moins de 3 tétes
sont en vie.

(0
0
0 0
Les rentes ry, v, 19, 73, ..., 7y, 0 2
sont égales respectiverent a 0 2 —3
0, 0, 0, 200, 500 et 1000. 2 -1 5
Les différences successives s’ob- 2 1 2
tiennent & laide du schéma: 3 i
5 2
5
(10

Il en résulte:
(0i8) sy = 100 [27) — BZP + 5701]

ol i " ; "
I8 = iy, F Gy, + G+ - .. (10 termes)

foi) = Oy I dz‘yzw +o (5 'tBl‘IH@S)
Zgﬁ) —

TYzU
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Lixzemple 2. Ftablir la formule de la rente viagére reposant sur
m tétes Y, 2, ..., w, tant entendu qu’on paiera au début de chaque
amnée autant de fois 1 frane qu’il y aura de tétes en vie.

0
1
IJeS i g " ’ N . 1 0
YANEES 7y, 44 Yoy Tay » 55 Ty 1 0

Sont égales respectivement i: 9 0
0,1, 9, 3, ..., m. Le schéma 1 0
conduisant aux différences sue- 3 1 0 . :
Cessives est alors: : ' .

m

de sorte que:

S o v._‘,(a}_ __g-_ ‘..
(U(‘L)fuyz...w(m) “"‘ Al = Uy } “y B |"aw‘

Lzemple 3. Btabliv la formule de la vente viagére reposant sur

M tetes x, y, 2, ..., w, étant entendu qu’on paiera 1 franc au début de
Ch&que année si une téte au moing est en vie.
0
1
, 1 -1
18 C e N 4+
8 rentes vy, 1y, 19, Fg, « - -5 Ty ; 0 ] -1 )
Stant jej 1espoctJlV(,ment .
0,1,1, 0 0
L, , 1, le schéma des 1 0
dlffbl ‘enees successives devient : 0
1
La rente cherchée ¢’éerit done:
S ! (d) i) i) a) m r7(d)
By = 2y —Z / —ZO + =D /m
== [ct1 + b+ b, + ... —I—aw]
o _
— |y + b+ .. ( ) termes
i m
+ a_wz By F e ( 3) termes
fs
m o
+ (ﬁl) Cays ... w(m) *
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Lies formules (8) et (13) sont les mémes quant & la forme. La diffé-
rence fondamentale entre elles réside dans la signification des symboles
7 o 710, 78 st une somme de capitaux différés tandis que 2% est
une somme de rentes.

VII.

Lia détermination des coefficients oy, oy, oy, - . ., o, dans la formule
(13) an moyen des différences suceessives des rentes vy, v, vy, ..., 7, est
si simple lorsqu’on a en vue un cas particulier déterminé que U'emploi
de la méthode des coefficients indéterminés ne devrait en somme
plus entrer en ligne de compte. St cependant on désire Pappliquer, soit
parce (u'elle est intéressante, soit qu’on ait oublié la vogle des différences
successives, voicl comment on peut la justifier dans le cas des rentes.

On se souviendra d’abord que la rente la plus générale qu’on puisse
envisager dans le cadre (ue nous nous sommes tracé peut se mettre
sous la forme:

(va);ﬁlfz ces u.'(::!.) = a()z&a) > “y Z(la) -+ ) 7“(3:’!) i it § e oy Z(tu) + viwb amz(a) (15)

m?

si nous considérons par exemple une rente variable payable & terme
éehu. Il s’agit de déterminer les coefficients oy, oy, o6y, « .o -

On cherche alors (m 1) systemes de bases techniques simples qui
permettent de caleuler directement le premier membre de la formule
ainsi que les symboles Z{0, Z9, ..., Z du deuxieme membre. On
obtient ainsi (m - 1) équations linéaires non homogenes, linéairement

indépendantes, entre les inconnues oy, oy, %y, - - -, %,, qui permettent
de les déterminer.

Comme systémes de bases techniques, on peut choisir successive-
menb:

a) taux d’intérét quelconque,

{[.’E s ([H s (lz = oaen S qw = 3
b) taux d'intérét quelconque,

([1‘:0’ {1:r:f~l.:1;

@ =0= - =0 =1

15")

—

¢) taux d'intérét queleonque,

G, == @, = sns == g, == 1; ot ainsi de suite.
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On trouve les mémes ¢quations que dans le cas du capital différs
et P'on peut faire les mémes considérations.

St nous considérons par exemple le cas d'une rente reposant sur
5 bétes Ty, 2, w, w, payable au commencement de Uannée et égale &
}()0” francs siles 5 tétes sont en vie, & 500 franes si 4 tétes sont en vie,
% 200 franes si 8 totes sont en vie ot nulle dans les autres cas, le systeme
des m équations lindaires obtenues & 'aide des bases techniques (157)
b), ¢), ete. devient:

Loy = 0,
Doty + oty = 0,
Soy + Bapt+ oy = 200,
doy + Goy+ dog+ oy —= 500,
Hoty -+ 100y 4 100ty -+ Doy + g = 1000;
ol Pon tire:
=0, o =0, og=200, o= —300 et o« = 500.

Lia prime unique cherchée 8’¢erit done:

(”“).rysu?u = 100 [271({5) N SZ&”) + 5%gl)] ’

VIII.

Nous avons vu pourquoi la formule des rentes a les mémes coeffi-

Clents o, , Uy, oy, - ..y o, que la formule des capitaux différés. Cela vient
e co que les coofficients de la formule (8) sont indépendants du différé
et de ce que la rente est égale & une somme de capitanx différés.

Rien n’empiche de généraliser encore. L formule (15) est appli-
G{‘Lblu non seulement aux rentes immédiates, mals aussi aux rentes
El‘fféfées. Or, la rente croissante variable sur m tétes a, y, 2, ..., w,
egale:

& mry la me annde st aucune tete n'est en vie,
& nry la ne année si | téte est en vie,

& mry la me annde si 2 tétes sont en vie,

A mry la me année si 3 tdtes sont en vie,

)

St une somme de rentes variables du genre de celles que nous avons
¢ .. y SRR . i ] .
Onsidérées tout & I"heure, différées respectiverment de 1,2, 3,4, ... ans.
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Nous pouvons done éerire la formule suivante avee des symboles qu’on
comprendra sans autres:

: v rz(la) r7(la) | r7(la) | L r7(Ia) r7(Ia)
(0la)y,  wm), = %2y "+ a7 + o 250 + o oy 2 + oo, 250
(16)

Les coefficients oy, oy, &y, ..., ®, sont de nouveaun égaux aux

différences successives des rentes 1y, 1y, 1y, ooy 7y

En résumé, la méme formule s’applique aux capitaux différés, aux
rentes ordinaires et aux rentes augmentant en progression arithmétique
avec les années. Les coefficients sont indépendants des dges et des
bases techniques; ils sont toujours obtenus comme différences succes-
sives des capitaux ou des rentes. Mais dans ces formules, les symboles
78074 78 ont naturellement une signification fondamentalement
diftérente.

On voit & quels résultats aussi simples que remarquables on arvive
lorsqu’on considere le probleme des capitaux différés et des rentes sur
m tétes, indépendants de Uordre des déces, dans toute sa généralité.
I’introduction du capital ¢y ou de la rente vy payables lorsqu’aucune
des m tétes n’est en vie amene une symétrie complete dang les formules
et conduit immédiatement aux coefficients des formules (8), (8"), (13)
et (14) sous la forme des différences successives de

1 f i f
(605 Cl’ (’2’ . E C’m)
ou de
(5 T T o0 5 Ppghs

Devant la simplicité des solutions obtenues pour les capitaux différés
et pour les rentes, la méthode du reste treg intéressante des coefficients
indéterminés devient elle-méme superflue, et cela bien qu’on puisse la
justifier mathématiquement par Uemploi de systémes particuliers de
bases techniques.

Lia conclusion de capitaux différés et de rentes sur plusieurs tétes
est peu fréquente. Cependant, leur étude s'tmpose & tout actuaire; elle
contribue puissamment & sa formation. Nous espérons avoir montré
qu’il est possible de la présenter sous une forme & la fois trés générale et
attrayante.



Zusammenfassung

Dag Problem der Iirlebenstallversicherung und der Renten auf mehrere Leben
wird in den Lehrbiichern der Versicherungsmathematik meist nur anhand spezieller
Beispiele gestreift, ohne dass der allcemeine Fall behandelt wird. Verfasser disku-
biert das Problem fiir den I"all, dass die Reihenfolge der Todesfille keine Rolle spielt,
und gibt, fiir die Liosung eine allgemeine Formel, welche nicht nur einfach und mathe-
Matisch interessant ist, sondern im Finzelfall in rascher Rechnung zum Ziel fiihrt.

Riassunto

_ Di solito, nei trattati attuariali, nel problema delle rendite e dell’assicura-
21ome per il caso i vita su diverse teste, ci si limita ad esempi, senza approfondirsi
el caso generale. Por il caso in cui che Uordine dei decessi non importi, 'autore da una
formgly, generale, semplice, interessante e vantaggiosa per il calcolo numerico.

Summary

_ The problem of pure endowment and annuities on joint lifes has been solved
M most, texthooks of actuarial mathematies for special examples only; the general
tase however has not been treated. The author discusses the problem under no
Asumption about the ordering of the incidents and derives a general formula
Whif‘-}lw—(tlt'uu(ly quite remarkable from the mathematical viewpoint—also proves
to be efficient for numerical computations.
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