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Die beste erwartungstreue lineare Schitzfunktion

der Ubersterblichkeit

Von Hans Biihlmann, Ziirich

Zusammenfassung

‘ [n dieser Arbeit wird die Klasse der linearen erwartungstreuen Schiitzfunlk-
tt()nnn der multiplikativen Ubersterblichkeit untersucht. Da sich die wirksamste
Funktion als vom gesuchten Parameter abhiingig erweist, wird die im Sinne einer
‘f[lmmdwfmturru\ beste Funktion zur Schittzung der Ubersterblichkeit vorge-
S0 hl(],(rpn ”

Finleitung

Mit der zunehmenden Bedoutung der Versicherung anormaler
Risiken i hat das Problem der Bestimmung der Ubersterblichkeit fiir
elne Versichertengemeinschatt eine zentrale Stellung im Aufgaben-
bereich des Versicherungsmathematikers erhalten. Nun gehoren ja
SImblu'hkvltsnntm5lu,hnnmm ex officio zum eisernen Bestand des
R“"h/()ll”(‘s jedes Aktuars, und man wird sich mit Recht fragen, wieso
S denn, nachdem zum Thema der Sterblichkeitsmessung schon zahl-
19}Lllt} Unf;anl1chung(\n vorliegen, noch notwendig sei, iiber die Be-
Stnmnung der Ubersterblichkeit Worte zu verlieren.

Nun treten aber - trots der prinzipiellen Gleichheit der Problem-
%ellunm'n fiir die Bestimmung der Sterblichkeit im Normalen- und i
Anorma[en Sektor - technische Verschiedenhetten zutage, welche den
\/I(Lthellldtll\(‘] zwingen, in der Anormalenstatistik ganz andere Ver-
fahren anzuwenden. Dor Hauptgrund, der nach einer neuen Methode
Verlangt, ist wohl die Kargheit des Beobachtungsmaterials. Sterblich-
kmtsuntmsuchmwvn im klassischen Sinne stiitzen sich ja in der Regel
aut ein g michtiges Material, dass es fiir alle Bediirfnisse der Praxis
ge‘m{-{ﬁ, die beobachteten Zahlen nach irgendeiner Methode auszu-
gleichen und nachher mit diesen «bereinigten» Werten zu rechnen, als
ob sie den wahren Verlauf der Sterblichkett darstellten. Die Anormalen-
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Statistik wird nie eine solche Menge an Beobachtungsmaterial auf-
weisen konnen, um so mehr, als — entsprechend dem Prinzip der l%in-
teilung in Gefahrenklassen — das Zahlenmaterial iiber allzu viele Gruppen
aufgeteilt werden muss. lis wird sich deshalb im Anormalen-Sektor
immer darum handeln

a) durch gewisse Hypothesen die Klassen gleicher Risiken michtiger
zu machen,

b) statistische Methoden anzuwenden, welche auch fiir kleine Stich-
proben Giiltigkeit haben. Solche Methoden miissen vor allem hin-
sichtlich ihrer Ungenauigkeit untersucht worden sein, da nur die
Kenntnis dieser Ungenauigkeit den Statistiker vor der falschen
Schlussfolgerung retten kann.

Die vorliegende Arbeit nimmt im Sinne von Punkt «) die Hypo-
these der multiplikativen Ubersterblichkeit als Ausgangspunkt und
entwirft — die Wunschliste unter ) vor Augen haltend — fiir eine
Anormalenklasse mit gleicher Ubersterblichkeit eine optimale Methode
zur Schittzung dieser Grosse.

A. Problemstellung

Wir gehen von zwel Grundgesamtheiten von Versicherten aus, die
eine bezeichnen wir als die normale, die andere als die anormale. Die
beiden Kollektive werden durch folgende Zahlen charakterisiert

q, — Sterbewahrscheinlichkeit des normalen x-jihrigen,
(. — Sterbewahrscheinlichkeit des anormalen x-jihrigen.
Unsere Uberlegungen basieren auf den zwei grundlegenden Hypo-
thesen
[. Die g, der normalen Grundgesamtheit sind bekaunt.
1. Die ¢, haben folgenden funktionellen Zusammenhang mit den

/ 3 >
(1,0, = o, i alle 2.

Auf Grund von Hypothese LI geniigh eine Bestimmung von « zur
IPestlegung der f[_;. Wie soll nun aber der Parameter « bestimmt werden ?
Dass dies auf Grrund von Beobachtungen zu geschehen hat, mag auf den



ersten Blick als «trivialste aller moglicheny Antworten scheinen. Den-
noch ist gerade die Tatsache, dass wir gezwungen sind, auf Grund von
H(?()bﬂ,(‘,h“lllg_{(\ll unsere Schliisse zu ziehen, entscheidend, weist sie doch
darvauf hin, dass unsere Bestimmung von « immer eine Sehditzung — also
approximativ — sein wird. Selbstverstindlich gibt es aber auch nn Be-
reiche der Schitbzungen bessere und schlechtere Approximationen, und
s handelt sich tiir den Statistiker darum, die beste Schiitzung vor-
Zinchimen. In mathematischer Terminologie ist diejenige Schittzung

die beste, welche
@) erwartungstreu (unbiased),
b) von kleinster Varianz (most efficient) ist.

Fiir die Bestimmung der Ubersterblichkett o werden wir in diesem
1 . . ~ .
Sinne die beste unter allen linearen Schiitzungen angeben.

B. Das Beobachtungsmaterial

Wir beobachten eine Gesamtheit von anormalen Risiken. Aus der
grundlegenden Hypothese LT sehliessen wir, dass diese Gesamtheit nicht
belichig sein, sondern nur Risiken gleicher Ubersterblichkeit enthalten
darf, In der Praxis spricht man in diesem Ialle meistens von einer
Gefahrenlilasse. Die wihrend eines Beobachtungsintervalls (z. B. 1 Jahr)
aus dieser Gefahrenklasse gesammelten Resultate bilden dann eine
‘\'l'ichrp')'nhr%, die folgende Zahlen winfasst:

L - 1,2,3,...,0) = Lebende des Alters @, welche unter Be-
obachtung gestanden sind,
T, (x-=1,..., 0)= Anzahl der im Beobachtungsintervall

(restorbenen vom Alter .

L, und 1 sind beides Realisationen von gewissen Zufallsvariabeln,
Die Variationen der L, sind verursacht durch alle moglichen Iintritts-
oder Austrittsursachen eines Versicherten. Sie konnen uns also un-
moglich iiber die Movtalitit allein Auskunft geben, und wir werden sie
deshalb im foleenden nicht als Zufallsvariabeln, sondern als oegebene
(rdssen behandeln. Wahrscheinlichkeitstheoretisch bedeutet das, dass
wir alle Frwartungswerte, Varianzen, Verteilungsfunktionen als be-
dingt, beziiglich dor gegebenen L., 7 betrachten haben.



Beispielsweise gelten die folgenden Bezichungen

i g, .
LL, = k) = () ) e g
[ (JIY.J:) = o, [‘Jr ’ (:-)-)
Var ('[ ‘;r;) - ‘iq;v(1 o O("{;r) [.“.1‘ : t)ﬂ

(. Erwartungstreue lineare Schiitzfunktion von «

liine Schiatzung ST, Ty, ..., T,) 1st eine auk den beobachteten
Werten 7', T',. ..., T, definierte Funktion. Sie heisst linear, falls

w
isal 1 gl
g L) == m\“ w, T,

x=1

NS

und erwartungstrew, wenn
eSSy, .., T,) = «.
Wir betrachten hier mun die Klasse aller linewren wnd glevchzeitio er-
wartungstrenen Schatztunktionen, die notwendigerwetse folgende FForm
haben: w
NI
o) Tl
Wik g m \ £ L
Sy, Ty, o Ty =
Al
L by, I

T

I

e
mit der Varianz @
M ag(1—ag,) L,

1

Var[S(T,, ... T )] —° )

( :\E:l by, L, ‘)u

Durch Differenzieren und Nullsetzen finden wir, dass die Wahl

I
!).’,‘ -
(1-—“(‘/‘(1;17)
die Varianz minimalisiert. Die beste Schiitzfunktion hat also folgende
"
Form: ®
A7
}J i,.-/ l—aq,
1t rn £ l N
Sy, ..., Ty =" . (4
N T
Pl Ay ]’;u / I — o,

r=1



T

Bet dieser (relegenheit sei auf die Verwandtschaft der Formel ()
mit der «iiblichen Sehiitzfunktion» (Saxer, 2. Teil, Anhang)

«w
N
o [ o
G A Fy . | - . P
ML 5 Lgn wwes d ) = t:) hingewiesen, (5)
\’l
2l g
=1

Diese Formel ist — wie man jJa sofort sieht — m (4) als Spezialfall (mit
% 0) enthalten.

Nun hat aber auch Formel (4) einen grossen Nachteil. Der Wert «,
den wir sehiitzen wollen, tritt explizit in unserer Formel auf; d.h. nm «
an geecignetsten schiitzen »u konnen, sollten wir den wahren Wert von «
i voraus schon kennen. Giliicklicherweise gibt es aber einen Ausweg
s diesemn Dilenmma. Wir mochten thn im iiberniichsten Kapitel auf-

Zl!ig(mu.

D. Uber die Giite der Schitzfunktionen

“
NP e,
e L
«)

1 7 i3

:_‘ el f 1— %,
oy

Ui Unklarheiten zu vermeiden, wollen wir zunichst folgende
|"»("/.(‘ichmmg(’!n festhalten. Wir bezeichnen mit
« den wahren Wert der Ubersterblichkett, der zwar unbekannt
1st, dessen Kxistenz jedoch auf Grund medizinischer (regehen-
hetten postuliert wird,
«* einen approximativen Wert der Ubersterblichkeit.
Wie wir im vorhergehenden Kapitel gesehen haben, ist
w
Al v
;\_:_Jl Tofl—ag )
P dic beste Schittzfunktion fiir die Ubersterblichkeit.
;_‘11 (oloy | 1—oq,
!_)il wir aber o selbstverstindlich nicht kennen, wenn wir die Ubersterb-
lichkeit, schéitzen wollen, bleibt uns nichts anderes iibrig, als den wahren

1

trsetzen, Selbstverstindlich hoffen wir bei dieser [irsetzung eine wn

arameter ¢ in der Schitzfunktion durch einen Niherungswert «* zu

SO besgere Schiitzung zu erhalten, je niher «* an o liegt. Diese Ver-
Mutung mochten wir nun streng mathematiseh beweisen.



Sei <V
3 m -
Iy [ 1-—a™*q,

[J ,1‘ -Oi*f,’. s
e [ / “ s gilt dann folgender

. k sk ok B . -~ .
Satz 1. Sel o <oy <o oder o <o, <o, dann st Sy cine bessere

Schatzfunktion als b’a-.;.
Dieser Satz ist gleichbedeutend mit folgender Aussage:

Satz . Var(S,.) ist eine fiir o* <o monoton fallende fiir o%* >«
monoton steigende Munktion.

Den Beweis fiithren wir, indem wir die erste Ableitung von

w

}:J O('([-‘—'(-l “_'7‘(].-;5) LJ? / (1 -0 {4, )q
Var (S,) = '

(\_11_-\__11 1y Ly [ 1 —a® ’l’-r=> untersuchen,
Sie hat folgende Form:
a ' B 2 (;li (IJ IV’:‘ / { = (! ) — ‘/'([TJ(]" 'I(!J') !;‘:r: :‘/ (l "X* (/;L’):3
Do [\ ax (‘\a“” - ,{01 o 3
(______" (/:J" /".r / l & * ([ )
b BB |
: o (1--oq,) Ly [ (1-—a*q)? 2 N r[J Ly | (1 —a¥®g,)?
z=1 &
i w 3
(iﬂvﬁﬁf/1-%*wJ
o= ’

Um zu untersuchen, wann die erste Abletbung positiv, negativ oder
nullist, geniigt es offensichtlich, den folgenden Ausdruck zu betrachten:

(. \(\U‘ (7"["7:' ) w, (I (‘l "C("(/Jr) [’;rh_ w [] (l (7(” ) [J \(\I,{* ) qf,[: ,
"*'1 L *(I’J.' fa=1 (1 7”1}‘(;’4')3 -;—JI (l o {l.r) ‘-"‘1 ([ q:)d '

oder in etwas anderer Iform:

\‘;J, 1, IL_.L. N 1—aq, a, i, L,
il l—a*q = 1—a*q, 1—a*q, 1—a¥q,
& 1—aq, gL, & 4, q, L,
— ‘:J ‘klxb 7 1 ‘;‘, : /‘L‘k [ k (6)
s 1—a*g, 1—a*q, ;751 1—a*q, 1—a™q,



|
(&
T
l

\ _ .
Setzt man nun im Ausdruck (6)

q,. 4z, 1—agq, oy = .
Loarq, 0 doarg, 0 Leatq,
80 geht er {iber in
(U‘ (U‘ @] w‘ w
,,\4'1 .L-\x“ b,A, }_f uﬂb.;t_r”jlI b, 4, ; lam(br b2, 4, (6")
= > (a,—a) (b,—b,) A, Ay
r>y

Bemerken wir noch, dass fiir 2 >y, b, b, >0, dann finden wir,
dass der Ausdruck (67)

) positiv ist, falls — a, > a, fir x>y,

b) null ist, falls iy, == a'_” tiir alle @ und v,

¢) negativ ist, falls «, < q, fiiv x> y.

Unter der in der Praxis sicher erfiillien Annahme, dass q, eine
monoton zunehmende Punktion sei, entgpricht

@) dem Fall o* > =,

b) dem Iall o* - o,

¢) dem all o* < a.
Da dag Vorzeichen von (67) mit demjenigen der ersten Ableitung iiber-
(mshmmt, st somit Satz 1 bewiesen.,

Anf Grund dieses Satzes haben wir nun die Gewissheit, dass wir
Schon eine «recht cutey Schitzfunktion erhalten, wenn wir in der
linken Seite von (5) einen l])})l()\l[llrlfIV(‘ll Wert o* fiir « einsetzen und

dass diese Giite zunimmt jo niher o ber « liegt.

E. Die beste Schitzfunktion der Form

&£

w

o =.‘=
_\;,‘:r:/.[. L,
a1

w ‘ :
) 4, ]’.r' /‘l f ¥ e

r=1
im Sinne einer Minimaxstrategic

Wir haben am Schlusse von Kapital C darauf hingewiesen, dass
s eine Methode gebe, die beste mdgliche Schitzfunktion S, zu be-
Stimmen.  Wir werden allerdings sehen, dass die Varianz V()n St
Cbwas grosser ausfallen wird als das absolute Minimum; hmgegen

s
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konnen wir ja gar nicht erwarten, die untere Grenze fiir die Varianz
mit einer Schitzfunktion zu erreichen, die vom wahren Wert («) der
Ubersterblichkeit unabhingig ist. Unsere Uberlegungen kniipfen an
folgendes spieltheoretische Modell an.

Spieler sind die « Natur» und diejenige Person, welche die Uber-
sterblichkeit bestimmen will —~ nennen wir sie den «Statistiker». Der
Statistiker will eine Schiatzfunktion der Form

w
:‘j T::: / ] g™ ie:
B e
:‘:‘ e ["Av / l—a* e
e
zur Bestimmung der Ubersterblichkeit verwenden. Um seine FFormel
munerisch zu gebrauchen, muss er aber zuniichst einen Wert o«® withlen.
Die Natur andererseits wihlt den wahren Wert («) der Ubersterblich-
keit. Keiner der Spieler weiss, welchen Zug der andere getan hat. Das
Resultat des Spieles ist eine mehr oder weniger gute Schiitzfunktion.
Das Problem tiir den Statistiker ist nun folgendes: Welchen Wert von
o soll 1ch withlen, damit im schlimmsten Ifall (d. h. dann, wenn die
Natur fiir mich am ungiinstigsten wiihlt) die Schitzfunktion optimal
15t 2 Diese Losung nennen wir dann die Minimaxlosung,.

Diese Problemstellung — so einleuchtend sie sein mag — ist nabiir-
lich erst sinnvoll fiir die Praxis, wenn der Statistiker zum vornherein
welss, in welechem Intervall die Natur thren Wert withlt., Wie wollen an-
nehmen, dass I

T

1 < oy . (7)
2 max ¢,

£
Der Gund, weshalb wir diese obere Grenze wihlen, wird sich gleich er-

welsen. |
In praxi diirfte die Annahme o = mnmer erfiillt sein.
2max g,
-

Nehmen wir nun an, die Natur habe « gewihlt, der Statistiker o*.
Die Schitzfunktion S,. hat dann folgende Varianz:

S o) ) (1o
Var(S,) = *! ) -
(Z I ["r // l—a* r{x)

sl
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Im schlimmsten Tall, d. h. wenn die Natur den ungiinstigsten Wert,
withlt, der Statistiker hingegen an seinem o festhilt, finden wir

}_: oy (1= 2y,) L, / (1 a*q,)?
max Var (S,.) = ' g - (5)

]
|

o (iq.ﬂ I).C/:l ‘CL:E:(]"')

=1
,‘ 2 . . . . .
Gleichung (8) ist richtig wegen der oberen Grenze in Beziehung (7).
Der Statistiker wird nun fiir o denjenigen Wert cinsetzen, welcher (8)
mimmisiert. Auf Grund von Satz 1 wissen wir, dass «, diese lligen-

schaft hat, womnit wir foleende Liosung gefunden haben:

w
. . ; @ 5 i Y ’
Beste Schivtzfunktion un Sinne }_ l_,‘/ 1 —oq,
B i t=1
der Minmmaxstrategie: ,

Qj‘f].fl. [ L=y,
— fols | 01 (9)

N

Vartanz dieser Schitzfunktion y
W % - )
mm schlimmsten falle:

,_\_‘, 1. ]';r / T oty
=

Iis bleibt uns nur noch zu priifen, ob wir vielleicht, mit ciner ge-
mischten Stratesie (. h. einem Vorgehen, bei welchem der Statistiker
ﬂbwechshmgswoisu verschiedene Werte fiir o™ einsetzt) cine Verbesse-
fung fiir die obere Schranke der Varianz der Schitzfunktion erreichen
konnen. Die Kontrolle, ob eine solche Verbesserung moglich ist, be-
Steht darin, dass wir uns fragen, ob die Natur eine Strategie besitzt,
Welche ihr garantiert, dass die Varianz der Schiitzfunktion mindestens

% ”m
1st.
w
.
L U l"r / 1= %ol
|
Bei festem o« und belichbigem o gilt
- . : o ‘
min [Var (S,.9] ; (10)
* :_\_l . l‘.r / I 4
=1

Auf Grund der Nebenbedingung (7) finden wir

o
max min [Var (S,.)] = ! (11)

w

__‘J ol [ 1oy,
5]

s

XA v



Die Tatsache min max [Var S,.| —= max min [Var S,.] driickt man in
ok a « ok
der spieltheoretischen Sprache wie folgt aus:

@) Das Spiel hat einen Sattelpunkt «,,

b) Der Wert des Spieles ist v "
:\_"J T l"w / s Loy

=1
und es ist aus allgemeinen Satzen bekannt, dass — falls das Spiel einen
Sattelpunkt hat — die Minimaxlosung, wie wir sie unter (9) angegeben
haben, die beste ist.

Iis bleibt wohl noch darauf hinzuweisen, dass die Spieltheorie an
und fiir sich von der Voraussetzung ausgeht, die beiden Spieler seien
daran interessiert, sich gegenseitic moglichst viel Schaden zu ver-
ursachen. Ob diese Annahme iiber die ¢Bosartigkeit» der Natur zu-
trifft, ist eine philosophische Frage, deren Beantwortung sicher nicht im
Rahmen dieser Arbeit liegt. Wir mochten deshalb das vorliegende Ver-
fahren — sei die Natur nun, wie sie wolle - einfach als dasjenige Proce-
dere bezeichnen, welches die obere Grenze fiir die Vartanz der Schiitz-
funktion so klein als moglich macht.

Résumé

L'auteur se propose de rechercher la meilleure des fonetions linéaires pour
estimer la surmortalité multiplicative. [itant donné que cette fonction dépend du
parametre cherché, nous choisissons la solution «minimax» comme étant Uestimation
la «cmneilleure possibles.

Riassunto

Iautore si propone di indagare la migliore delle funzioni lineari per stimare
la sovramortalitd multiplicativa. Dato che questa funzione dipende dal parametro
cercato, si sceglie la soluzione «minimax» come estimatore «ottimo possibiley,

Summary

We congider the class of all inear unbiased estimators of the multiplicative
extramortality. Unfortunately the most efficient estimmator is depending on the
(quantity we want to estimate. We therefore select the minimax solution as the
«best possible» estimator of the extramortality.
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