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Wissenschaftliche Mitteilungen

Kleine Bemerkung
Zu einer Funktionalgleichung der Primienreserve

Von Ernst Rufener, Ziirich

Zusammenfassung
~ Fiw die kontinuierlich definierte Primienreserve V(f,xz,n) einer hinreichend
allgemeinen Versicherungsform wird das Bestehen der Relation
oV oV av oV -
I "

|_ Qi in—1]
ot ox on {=0 a’zz:?TI
gezeigt und in der widerspruchsfreien Herleitung der Reservefunktion fiir das Jeck-
lingche Reservemodell auf eine Anwendungsmoglichkeit dieser 'unktionalgleichung
hingewiesen.

1. Herleitung der Funktionalgleichung

Die kontinuierlich definierte Pramienreserve V(t,xz,n), (0 <t < n,
0<2<w< oo, 0<n=<oco) einer auf die Summe 1 abgeschlossenen
allgemeinen Versicherungsform, werde in den Variablen ¢, 2 und n
hinreichend reguliir vorausgesetzt. Die in ihrer Definitionsgleichung

Vit,en) = A(x+t,n—1t)— P(x,m) a(z+t,n—I) (1)

auftretenden Variablen und Funktionen haben konventionelle Bedeu-

tung, nimlich

t die abgelaufene Versicherungsdauer seit Vertragsabschluss,

T dag Kintrittsalter bei Versicherungsbeginn,

" die Versicherungsdauer (Primienzahlungsdauer),

4 die Finmalprimie der betrachteten Versicherungsform (Versiche-
rungssumme 1),
die bis Vertragsende kontinuierlich zu entrichtende Priimie,

@ [a(zm) = d,.;] der Barwert der kontinuierlichen temporiiren Leib-
rente.
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Da Missverstiandnisse ausgeschlossen sind, lassen wir der besseren Lies-
barkeit wegen die bei kontinuierlicher Darstellung iiber die Symbole
gosetzten Querstriche weg.

T'iir die durch (1) definierte Pramienreserve werde nun eine F'unk-
tionalgleichung hergeleitet, in welcher die Grossen 4 und P nicht mehr
auftreten und die einen Zusammenhang mit dem durch (¢, x,n) be-
stimmten Deckungskapital der gemischten Versicherung herzustellen
vermag. Zu diesem Zwecke multiplizieren wir die beiden Vektoren

ov oV v
( =y ) und (1, —1,1) skalar und ersetzen in ihrem Produkt
ot~ odxr " on
oV oV oV oP 0P
W o o= (50 ) ®)

\ /

die rechte Seite mittels

K4 oP P
i | = =5~ 5, ) atom- ®)

(3) st daber unter Beriicksichtigung der sich aus
A(z,m) = Plz,n) a(x,m)
ergebenden Beziehung

04 04 da 8&} Pl ‘oP ap> “
ox o \ox  om o) (01, on a(xm)

/

der Relation

) B an)

ox on ox on ,

ov
o

o4 04 ( da o

t=0
entnommen. Die Primienreserve der betrachteten allgemeinen Ver-
sicherungsform erfiillt somit die Funktionalgleichung

v eV av a(z4-t,n—t)
e e s =5 = [y ] SR (4)

o ow | on a ( Ju,n)

Da das Deckungskapital der gemischten Versicherung durch
alx-+t,n—t
V¥*tam) = 1— —--( )
! a(z,n)

bestimmt wird, vermittelt (4) einen Zusammenhang zwischen den
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Reserven einer beliebigen Versicherungsform und einer zu gleichen z
und n gehorenden gemischten «Ersatzversicherungy:

oV v oV

o or " om

I'tir eine gemaschte Versicherumg mit Primienzahlung bis zum
Schlussalter gilt insbesondere

ov* oV*  oV*

o o T on

eine Relation, welche auf die Komplementéirfunktion

Y(tam) = 1—V*(tam)

= =[], [1=V*{zn)]. (5)

= ﬁ[VT ()(I—V*)r (6)

iibertragen wird :

oV oV ibd )
T = [ 6
ot ox ¥ on [ tJO (©)

Die hergeleitete I'unktionalbeziehung wird zweckmissig zur Be-
arbeitung von Fragen, die dem Problemkreis « Reserve und Sterblich-
keit» angehéren, also mit dem Inversionsproblem der Reservetheorie
verkniipft sind, herangezogen. Sie stellt fiir Funktionen in drei Varia-
blen eine notwendige Bedingung dafiir dar, dass diese den Verlauf eines
Deckungskapitales darzustellen vermsgen. Tm folgenden benutzen wir
(6") zur Definition einer «widerspruchsfreion» Reservefunktion im erwei-
terten Jecklinschen Reservemodell. Tine in 0 <tz 0= < oo,
0 <m < oo gegebene Tunktion der Variablen ¢, & und n wird dabei
als widerspruchsfreie Reserve- oder Komplementiirfunktion bezeichnet,
wenn ein Sterbegesetz angebbar ist, welches vermoge (1) die gegebene
Funktion erzeugt. Aus widerspruchstreien Funktionen V(t,x,;n) oder
¥(ta,m) lisst sich das erzeugende Sterbegesetz mittels zweier Diffe-
rentiationen ermitteln [3].

2. Anwendung der Funktionalgleichung
zur widerspruchsfreien Definition des Deckungskapitals
im erweiterten Jecklinschen Reservemodell

In dem von Jecklin und Strickler begriindeten Modell der ¢-Me-
thode [17, [2] wird das Deckungskapital einer bis zum Schlussalter
Primienzahlenden gemischten Frsatzversicherung in Funktion von ¢
durch den Bogen einer Hyperbel mit einer vertikalen Asymptote ersetzt.
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Wir 16sen die Aufgabe, unter den durch die beiden Fixpunkte (0,0)
und (n,1) gehenden Hyperbeln diejenigen auszuwiahlen und analytisch
darzustellen, welche sich aus einer erzeugenden Uberlebensordnung her-
leiten lassen. Zur Vereinfachung setzen wir an Stelle der Reserve die
Komplementirhyperbel ¥(t,z,n), von der eine Asymptote als vertikal
vorausgesetzt wird.

Um in der allgemeinen Kegelschnittsgleichung
F(ém) = a8+ 20én+ e +dé+en+ [ =0, (7)
in welcher & mit ¢, » mit ¥ zu identifizieren sind, die Koeffizienten zu
bestimmen, beachten wir, dass die Punkte (0,1) und (n,0) auf (7) liegen;
: 1
neben der vertikalen Asymptote & = C(z,n), ( = 0) kann daher
\ 7n1
noch der Richtungskoettizient m, — L(x,n) fiir die andere Asymptote
vorgegeben werden.

Nach Normierung von a zu a = 1 werden die Koeffizienten von (7)
zufolge

1
F(O,].) — O, F(’)’L,O) e 0’ — = (), m2 == L(l‘,fn);
my

3F(§o,’70) .

on o

durch das lineare System mit von Null verschiedener Determinante
A=mn=%0 (n>0)

0, & = C(zm) >0

¢ +e+f=0

nd +f=-—n
c =0
1
2b ==
2Cb  +e =0
eindeutig zu
1 & C C
A At A A

bestimmt, so dass

el

C
(7 L§2~§n+(n~—Dﬂ)$+C’n-O 0,

/

mithin fiir die Komplementirhyperbel
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C
(tﬁC)?’:Ltz—k( ——Ln>tw0 (8)
n
oder die explizite (ileichung
¢
L +( -ﬁLn)t—mC’
n /
(11 2y 8
t—C o

wobel ¥ — ¥ (t,am), C = C(z,n) und L = L(xn), folgt.
¥ (t,x,n) hat der Funktionalgleichung (6) zu gentigen; durch Ein-
setzen von (8) in (6') erhilt man

oL, oL /1 1 n L2
t=n) om oz \C n) ¢
t oC t\ oC
- W~1+)- -H\+@P+ ) )
n )\ ox PN n /) on
Falls aC aC
= '_"'1’ T = Oy
ox on
d. h. Clzn) = y—=, (10)

186 (9) eine partielle nicht lineare Differentialgleichung erster Ordnung
fiir die Tunktion L(z,n):

oL, oL (1 1)

n
— 5 2,
ox on ot

¢ n, ¢

Durch Integration des ihr zugeordneten charakteristischen Systems

: | : | f (1 1>IknL2
&8 =1, n=1, e | s s 1 e
c n, o

AN

gewinnen wir das Iiesche Integral

L ¢ A~ (11)
(@) = 24 nD(x+ n — 2 nd(x+ n)

Die in (11) eingehende unbestimmte 'unktion @(z + n) sei hinreichend
regulir; sie lisst sich dadurch bestimmen, dass sich die zu

ce ¢ c
; e R 8"
(t—C) ¥ () +(n (p_n) ¢, (87)

C=9y—2, @ =dd(x+n) gehorende erzeugende diskontierte Uber-
lebensordnung f(z) durch zwei verschiedene Iformeln ausdriicken lisst.



NSNS [ —

Stiitzen wir uns auf die in [3] mitgeteilte Beziehung 1)

flotm) _ 006wm) oy — [P ]T
f(x) on ot e
go folgt aus (8") zuniichst
Qo = ME=W (@)
Cod
hieraus
00 ’ 1 o’ f(z +mn)
O — C—m—n(20—3n) - +n2((—n) — — "
- n—mn( 3n) o + n?(C'—mn) o o) (12)
mithin, Ae 1 o
O = 3 (13
gesetzt, fiir das erzeugende Sterbegesetz
| 1(0) Y
f(z) = > [r—2z—2@y—38a) A(z) —2*(y—o) A'(®)] . (14)

Leitet man jedoch (12) nach » ab und geht zur Grenze n = 0 iiber,
so lasst sich die diskontierte Uberlebensordnung mittels

F@ _ 20, O 1__ ol Y 4w
fe) —  C [1+¢(a;) = [ Pp—a AW
durch 5 _2;(1(5”5
f(z) = f(_ )-(y—a:)% D (15)

)/_2

darstellen. Durch Gleichsetzen von (13) und (14) gewinnt man fiir A(z)

die Bestimmungsgleichung z
1 —2 /A(e) 3

y—2z—a(2y—3z) A(z) — a2(y—2) A'(z) = —(y—x)e 0 , (16)
Y

die vermoge der Substitution

y(z) = —a2(y—z) 4(z) (17)
m 1 -‘2fA($) dé
y—2z+y= ~(y—2)fe? (18)
iibergeht. Y

1) Formeln 5 und 6.
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Das Tixponentialintegral wird zwischen (18) und der durch Ableiten

daraus hervorgehenden Relation 3
-2 /'4(5) dé

yar(y’ —2) = 2y—ux) (y—2%)e ?

eliminiert. Man erhilt fiir y(x) die Differentialgleichung zweiter Ord-

nung
T (y—a)aty’ + 2 —y) Y —2y—22)y—22° = 0.  (19)
Der Potenzansatz y = Az™

fiihrt zum partikuldren Integral

PN GO |
_ ) () = g%, 1)
damit zu den Munktionen

(an, (13)  A(x) = uiﬁ(yr——.l:)ﬁ’ D(x) = —2y—2),
1 y-—x

1, ol BB _— — — -y
) Lwm) n n—2y—x)

n—t —x  Ay—x)—m-—t

(8" Yl.on) = - - —)
n y—z—t 2y—z)—n

und nach (14) oder (15) zur Moivreschen Uberlebensordnung

) = "y
Y

mit Hochstalter yp als erzeugendem Sterbegesetz.
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1) Ifalls m = 21 aus (m—2) (m -+ 1) = 0 und (Im—1) (A—1) = 0.



Résumé

L’auteur prouve 'existence de la relation
v eV av [OV{ gttt
o | et

/ o on ' oom ymp OiA)

pour la réserve mathématicque V(t,z,n), définie selon la méthode continue, d'une
forme d’assurance suffissamment générale; il montre que par l'application de cette
équation fonctionnelle, on peut déduire sans contredit la fonction de réserve intro-
duite dans le modéle des courbes de réserves hyperboliques de Jecklin.

Riassunto

Per una forma assicurativa sufficentemente generale, si dimostra che la riserva
continua V(t,z,n) ubbidisce alla relazione

an av v I‘aV a
ot

(gt t:n—t]

-

ot 0w J on

1=0 Ox:n|

Applicando questa ecuazione funzionale, si trova una deduzione esente di contra-
dizioni per la rappresentazione della riserva secondo il metodo di Jecklin,

Summary

For the premium reserve V(t,z,n) in continuous representation in respect of
a sufficiently general type of assurance, the relation

oV oV oV [8V

o at

Ozt f:n—t|
= “+
at or on ]

=0 Qz:n|

is shown to hold true; one opportunity to make use of this functional equation
consists in a deduction of the hyperbolic reserve function of Jecklin’s reserve model
which can thus be proved to be free of contradiction.
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