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Uber den relativen Beharrungszustand
einer Bevolkerung

Von Peter Thullen in Genf

Einleitung

Falls in ciner offenen Bevolkerung, deren zeitlicher Ablauf durch
Ein- und Austritte bestimmt ist, die absolute Anzahl der zugehorigen
Personen sowie deren Altersverteilung unverindert bleiben, so sagt
man, die Bevolkerung befinde sich im «Beharrungszustand» oder sie
seil «stationdr», Derartige Zustinde spielen in demographischen und
versicherungsmathematischen Untersuchungen, insbesondere der So-
zialversicherung, eine Rolle.

[n vorliegender Arbeit soll von der Forderung der Konstanz der
absoluten Anzahl der Poersonen abgesehen und allgemein Bevélke-
rungen untersucht werden, von denen nur die Unwverdinderlichliet der
Altersstruktur, d.h. der relativen Altersverteilung, vorausgesetzt wird.
Wir werden eine solehe Bevolkerung eine relatev-stationdre nennen oder
auch sagen, sie befinde sich in einem relatien Deharrungszustand im
(tegensatz zu dem anfangs erwihnten, den wir den absoluten Behar-
rungszustand nennen wollen.

Macht man beziiglich einer sich im relativen Beharrungszustand
befindlichen Bevolkerung die zusitzliche Annahme, dass ithre Vermeh-
rungsrate konstant sei — die Bevolkerung nimmt dann nach einem
exponentiellen (resetz zu bzw. ab —, so spricht man von einer stabulen
Bevilkerung. Stabile Bevolkerungen sind bereits frither untersucht
worden ). liiner der Ausgangspunkte ist cin Satz von Lotha, der fol-
gendes besagt 2):

Y Linder 1., Die Vermehrungsrate der stabilen Bevolkerung. Avchiv fiir ma-
themaltische Wirtschafts- und Sozialforsehung, IV, 1938, S.136-156. In dieser
Arbeit wird auch auf die folgenden dlteren Untersuchungen hingewiesen:

Sharpe . 1R, and Lotk oA..J., A problem in age-distribution. Philosophical
Magazine, 1911, S.435-438.

Dublin L. 1. and Lotha 1., On the true rvate of natural inecrease. Journ.
Amer. Stat. Assoc. 1925, 5. 305-339.
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« Bleiben in einer Bevolkerung die Sterbeziffern und die I'ruchtbarkeitsziffern
von einem bestimmten Zeitpunkt an unveriindert, so wird diese Bevilkerung nach
geniigend langer Zeit in geometrischer Progression zu- oder abnehmen, wobei der
Altersauf bau unveriindert bleibt. Die Stirke der Zu- oder Abnahme und der Alters-
autbau sind nur abhiingig von der Fruchtbarkeit und der Sterblichkeit, nicht, aber
von der Beschaffenheit der Bevilkerung im Anfangszeitpunkt.»

Obwohl die vorliegende Arbeit von anderen Voraussetzungen und
Uberlegungen ausgeht, bilden ihre Firgebnisse eine Irginzung und Ihr-
weiterung jener fritheren Arbeiten. Die bisherigen Untersuchungen
waren meist rein demographischer Art, wober die intritte in die Be-
volkerung auf die durch Geburt beschrinkt blieben, dadurch aber
andererseits in einem unmittelbaren dynamischen Zusammenhang
(Fruchtbarkeit) mit der jeweils existierenden Bevélkerung standen. Da
es uns hier vor allem um die Anwendung auf versicherte Gesamtheiten
geht, werden Hintribtte in jedem beliebigen Altersintervall zugelassen,
ohne uns zundchst um die « Ursache» der Kintritte zu kitmmern. Wie in
jenen Arbeiten wird auch i dieser vorausgesetzt, dass die vorkommen-
den Verbleibenswahrscheinlichkeiten nur von den zugehérigen Altern,
nicht aber von der Zett als solcher abhingen.

Im ersten Abschnitt der Arbeit werden einige Grundformeln auf-
gestellt und zudem gezeigt, dass die Hiutigkeitsfunktion einer offenen
Bevoilkerung und die Fintrittsfunktion einander ein-eindeutig zu-
geordnet sind. Im zweiten Abschnitt wird eine notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir stabile Bevilkerungen angegeben (Satz 1),
die besagt, dass die zu einer stabilen Bevolkerung gehorige intritts-
funktion die gleiche Wachstumsrate wie jene und zugleich eine kon-
stante Altersstruktur besitzt. Umgekehrt ist evident, dass eine Be-
volkerung von einem gewissen Zeitpunkt an stabil sein muss, falls die
Bintrittstunktion diese beiden Higenschaften hat. IMiir den Spezialfall
des absoluten Beharrungszustandes erhilt man einen Satz von

W. Saxer "‘)

Siehe ausserdem:

Zwingye F., Notiz zur Berechnung der Vermehrungsrate der stabilen Bevil-
kerung. Mitteil. Verein. schweiz. Versicherungsmath. Bd.51, 1951, 8. 178-180.

[Mine ausfithrliche Literaturangabe tiber den gesamten Komplex der sogenann-
ten «lirneuerungstheorie» findet sich in dem demniichst erscheinenden Band IT von
W.Saxer, Versicherungsmathematik.

%) Siehe Lander 1., loc. cit. S. 140,

3} Saxer W. [1], Zur I'rage des Beharrungszustandes. Mitteil. Verein. schweiz.
Versicherungsmath. 27, 1932, 5.231-244.



Im dritten Abschnitt werden Bevolkerungen im relativen Be-
harrungszustand niher untersucht und nachgewiesen, dass diese unter
gewissen Voraussetzungen notwendig auch stabil sind, d.h. eine kon-
stante Vermehrungsrate besitzen. Dies ist z. B. tmmer dann der Fall,
wenn die Altersstruktur der Liintritte unverdndert bleibt (Satz 2) —
hieraus werden in den beiden folgenden Abschnitten zwel interessante
Ifolgerungen abgeleitet —, oder auch, wenn der Variationsbereich der
Fintrittsalter kleiner als das Altersintervall der Gesamtbevilkerung
1st (Satz 3). Die Bedingung von Satz 3 kann man in den meisten in
der Praxig interessierenden Ifillen als erfiillt voraussetzen. Sie ist
natiirlich im besonderen gegeben, wenn sich die Fintritte auf ein
Alter zy, 7. B. @, = 0 (Geburt), beschrinken, so dass also eine relativ-
stationiire Bevolkerung, in welehe die Fintritte nur durch Geburt
erfolgen, stets auch stabil ist.

Die Wichtigkeit des Begriffes der stabilen Bevilkerung, insbe-
sondere in der Sozialversicherung, wird durch den im vierten Abschnitt
bewiesenen Satz 4 erhirtet, nach welchem unter den relativ-statio-
niren Bevolkerungen die stabilen die einzigen sind, in welchen auch
die relative Verteilung nach Verbleibensdauer (Versicherungszeit) je-
weils fiir jedes gegebene Alter zeitlich konstant ist. Iiine weitere, eben-
falls fiir die Sozialversicherung wichtige Tatsache 1st die folgende
(§ 5): (" sei eine offene Bevolkerung, welcher eine «Neben-(fesamt-
heity (17 so zugeordnet sei, dass die Hintritte in G aus den Aus-
tritten aus (9 bestehen, die einer bestimmten Ausscheideursache
(z.B. Invaliditiit) entsprechen; (7 kann auch eine Teilgesamtheit
von () sein und durch Ubertritte aus einer andern Teilgesamtheit
entstehen. Befinden sich dann sowohl 9 wie auch UV im relativen
Beharrungszustand, so miissen beide Gesamtheiten stabil sein (Satz 5).

[m letzten Abschnitt wird auf den Begriff der ¢natiirlichen» und
der «verallgemeinerten natiirlichen» Bevolkerung ') und seine Verall-
gemeinerung zunichst auf kontinuierliche (resamtheiten und dann auf
relativ-stationire Bevolkerungen eingegangen und hierbei insbesondere
eine fiir stabile Bevolkerungen charakteristische Struktur nach-
gewlesen. Wihrend der Begriff der «verallgemeinerten natiirlichen»
Bevolkerung mit dem der absolut stationdren zusammenfillt, sind

1) Siehe Saxer . [1], insbesondere aber Saxer W. [2], Versicherungsmathe-
matik, Frster Teil (Kapitel X, «lirneuerungstheorier); Springer 1955.
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stabile Bevolkerungen als «veralleemeinerte geometrischey (iesamt-
heiten charakterisiert.

Ii8 set daraut hingewiesen, dass die angegebenen Sitze nicht not-
wendig die unbegrenzte oder unbestimmt lange Dauer des relativen
Beharrungszustandes voraussetzen, sondern dass es geniigt, diesen fiir
ein bestimmtes Zettintervall [¢,, {;] anzunehmen, cine Tatsache, welche
den Geltungsbereich der gewonnenen Aussagen wesentlich erwettert.

Unsere Uberlegungen gelten natiirlich nicht nur fiir « Bevolke-
rungeny 1 wortlichen Sinne, sondern allgemein fiir Gesamtheiten
von Mlementen, i denen eine ¢ Altersstruktursy definiert werden kann
sowie die iiber Fintritte und Austritte gemachten Voraussetzungen
gelten.

[NTIALT

§ I Bezeichnungen und Grundformeln.

§ 2 line notwendige und hinveichende Bedingung tir stabile Bevolkerungen.

§ 3 Allgemeine Bedingungen, unter denen eine relativ-stationiire Bevolkerung
stabil wt.

§ 4 Relativ-stationiire Bevolkerungen mit konstanter relativer Verleilung nach
Verblethensdauer,

§ 5 Relativ-stationire Bevolkerungen mit aus thnen entstehenden Nebengesamit -
heiten.

§ 6 Natiwliche Gesamthetten und ihre Verallgemeinerungen.

§ | Bezeichnungen und Grundformeln

Wir wenden in vorliceender Arbett die kontinwerliche Methode
an. Die vorkommenden Funktionen werden, falls notwendig, stetig
und im gegebenen [Falle differentiierbar vorausgesetzt, auch wenn dies

nicht jedesmal ausdriicklich angegeben 1st.

[hs seien die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt:

T, — niedrigstes vorkommendes Alter;
20 = hochstes vorkommendes Alter; der triviale Iall w0 — 2, sei

ausgeschlossen. Wir nehmen an, dass das Alter « tatsich-
lich erveicht wird, d.h. dass das Altersintervall [x,u] ab-
geschlossen ist. Jedoch konnen unsere Uberlegungen auch
leicht auf den Fall ausgedehnt werden, i dewm 2 der obere
Grenzwert der vorkommenden Alter ist, selbst aber inner-
halb der gegebenen Bevolkerung nicht angenommen wird.



L(z;t) — zum Zeitpunkt ¢ gehorige « Hiautigkettstunktion» der Alters-
verteilung der Bevolkerung (xy == x =5 ). L(x;l) moge

sich auf die absolute Anzahl der zur Zeit ¢ der gvegebenen
Bevilkerung angehérenden Personen bezichen Y. M (1) -

.

= [ [(&:0d& st dann die zugehorige « Verteilungsfunktions,

o

d.h. die Anzahl der im Zettpunkte ¢ zur Bevilkerung ge-
horigen Personen, deren Alter kleiner oder gleich @« ist. Die
Haufigkeitstunktion und die Verteilungsfunktion einer Be-
volkerung sind emander eindeutig zugeordnet; nn folgen-
den werden wir uns auf die Hiufigkettsfunktion £ (x;6)
beschrinken.

N (&,7) = der dem Alter & und dem Zeitpunkt z entsprechende Wert
der «lintrittsfunktiony.

p(&m) = Wahrscheinlichkeit, dass eine zu cinem bestimmten Zeit-
punkt 7 einer gegebenen Bevolkerung zugehdrige Person
vom. Alter & ebenfalls noch im Alter & -+ (d. h. zuan Zieit-
punkt 7 -|-m) der Bevolkerung angehdrt. p(&,m) mige nur
vom Alter & und dem Alter & - m (d. h. von & und der Zeit-
differenz m) abhiingen, nicht aber von den Zeitpunkten 7
und 7 |- m als solchen. s sev p(&,m) > 0, fulls & und & 4-m
M| legen.

Obwohl die Ausscheideursachen keineswegs ant den
Tod beschrinkt sind, seien die i der Bevilkerung Ver-
bliechenen « Uberlebende» genannt.

Bestand 1 Zeitpunkt ¢, eine Anfangsgeneration und ist die ab-
celaufene Zettspanne £—f, << @ —x, (& - erveichtes Alter i Zeit-
punkt £), so setzt sich I (256 aus Uberlebenden der Anfangsgencra-
tion und der Neueintritte wie folgh zusammen:

(1) L{x;t) == L{x—t 4ty 8) pla-—t 44,0 —1) +
;
-} J N(p—l+4z,7)ple—t41,l- 7)de.
l-u

1) Wir benutzen hier der Finfachheit des Ausdrucks halber den Begriff « Hiu-
tigkeitsfunlktion», obwohl die zugehdrige Gesamtzahl nicht — wie meist voraus-
gesetzt — gleich « 1y 1st.



[st t—t) > z—z,, so besteht L(xz;f) nur noch aus Uberlebonden
der Neueintritte, und es gilt:

t

(2) Liagt) = fN(:v o) ple—t+1,t—7)dr,
=ty

oder auch

(3) Lx;t) ::‘jlw(g,gqu;u-Ft)p(g,nmmg)ds.

Iis 18t evident, dass zu einer gegebenen Anfangsgeneration und
einer in [zy,u], |4t definierten Fintrittsfunktion N(&,7) eine ein-
deutig bestimmte Hiufigkeitsfunktion Ii(x;t) gehort. Wir wollen nun
zeigen, dass umgekehrt die zu ewner an [ty.t,] gegebenen Hinfrgherts-
funktion gehirige Iiintrittsfunktion N (&,7) ebenfalls eindeutiq bestimmdt
15t.

Zuniichst ist klar, dass eine (1) analoge Darstelling auch dann
gilt, wenn man statt von der Anfangsgeneration zwun Zeitpunkt ¢,
von einer beliebigen Zwischengeneration zum Zeitpunkt ¢, (¢, < ¢ << t,),
ausgeht. Insbesondere muss fiir jedes b >0 mit ¢y <t < t-h < §,
und jedes x, mit x, < @ < w—h die Beziehung gelten:

(4) L{z -+ h;t+h) = L(x;t) pla,h) +

t-+h

+ j Nae—t+ro)pla—t+rt+h—1)dr.
i

(xiibe es eine zweite Kintrittstunktion N (&,7), welche dieselbe Hiufig-
keitsfunktion L(x-h;t-}-h) erzeugt, so miisste:

L+h B
J{N@”¢+¢J%*N@“¢+%ﬂ}M$”P+nbkwmﬂdr:0,

¢

und daher nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (b - 0):
N(z,t) — N(z,t) = 0.

Da z und ¢ innerhalb der gegebenen Grenzen beliebig gewihlt werden
konnen, folgt die Behauptung.
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Der relative Beharrungszustand einer Bevolkerung st durch oine
von ¢ unabhiingice Altersstruktur charakterisiert. Unm moglichst all-
gemeine regebnisse zu erzielen, wollen wir keineswegs immer vor-
aussetzen, dass cin solcher Zustand wiahrend ciner unbestimmt oder
geniigend langen Zeit bestehe, sondern meist seine Giiltigkeit nur
withrend mindestens einer Zettspanne [¢,,¢,] annchmen.

Befindet sich eine Bevolkerung, die durch die Funktion L(x;6)
in [ag], [ty ] nach Alter und Zeit definiert ist, dort im relativen
Beharrungszustand, so gibt es nach Defimition cine nur von ¢ ab-
hiangige unktion ¢ mit ¢(t,) = 1, so dass

L{zt) = o) Liz:d)
und ganz allgemein tiir jo zwel LE* aus [, ]:

(1) e

(gl == “— L2 t* By = I = U)s
)= ey ) (o )

Statt des Zeibpunktes ¢, kann natiivlich jeder andere zwischen
ty und ¢, gelegene als Bezugspunkt der entsprechonden Iunktion ¢
gewihlt werden.

[st die Bevolkerung stabil, so ist:
@ ([) — C'.’(t‘!n)
[1(.‘?7 ,l‘) == (!f‘}(’—!u) ,L‘(.’If \ f”) §

wobei p <= ¢'(4) die konstante Wachstuwmsrate bedeutet.

§ 2 Eine notwendige und hinreichende Bedingung

fir stabile Bevolkerungen

Satz 1. Wine Bevilkerung st dann and nuwr dann stabil, falls die
Inbrittsfunktion eine zeatlich unverdnderliche Altersstrulitur wnd zugleich
ewne konstante Wachstumsrale besitzt, welche gleich der Wachstwmsrate o
der Bevillerung ust.

13
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Der Satz besagt genauer folgendes:

a) Ist
(5) N(&) = e N(& 1),
n<éfsu, h=r=<t,

|

so qult fiir gegebenes x spiitestens nach dem Zewtpunkt t,
(L.(x;f) enthilt dann keine Uberlebende der Anfangsgeneration):

- —— &

Liz;t) = e L(mst™), Li+z—a,<t<t,
wober t* argendein Bezugspunkt wn (L, -+ x— xy,t,) st

b) Ist wumgekehrt:
(6) L{x;t) = e®) L(z:4,),
To=x=u, ly =t =1,

so folgt auch die Giilligkeit von (5) wn [xy] und vm vollen Zestintervall
[tosti]

Iis seit darauf hingewiesen, dass Satz 1 im Spezialfall des ab-
soluten Beharrungszustandes (o = 0) einen von W.Saxer aufgestellten
Satz enthilt, nach welchem die Anzahl und die Struktur nach Alter
der pro Jahresanfang Neueintretenden einer absolut-stationdren Be-
volkerung eindeutig bestimmt und konstant sind, und uwmgekehrt
eine sich erneuernde (resamtheit mit einem jihrlichen Neuzugang von
konstanter Anzahl und Altersstruktur notwendig absolut-stationér
wird 1).

Beweds. Besteht L(z;t4h) nur aus Uberlebenden von Neu-
eintritten, so gilt:

E+h
I{z;t 4+ k) = JN(w—t-—h +1,7)ple —t—h+1,t+h—1)dr.

tFh=r+txy

Durch Transformation der Integrationsvariabeln: z == 7 4 h, erhiilt
man (indem man statt 7 wieder 7 schreibt):

!
(1) Llzst+h) = f N@—t+1,0+h)pla—t+1,t 1) dr.

{=x+x9

1y W.Saxer [1], 5.235.
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Setzt man nun die Giiltigkeit von (5) voraus, so ist fiir gegebe-
nes ¢ und ¢ > ¢, —x, und jedes feste zulissige h (falls < 0,
soll £ +h >ty +z-—uy):
l
L{z;t+h) = fc’«”‘ Nx—t+r,7)pla—t +1,t—7) dr,
{=c+ro

ader Liz;t+h) = e Lz;b).

Mir ¢ = t* h = t—t*, ergibt sich dann
[(z;t) = =) L(x;t%),

womit die Aussage a) des Satzes bewlesen ist.

IS8 se1 nunmehr die Giiltigkett von (6) vorausgesotzt.
Wir wihlen irgendein ¢ und ein b >0, mit £, <<t <t +h < (.
Finerseits gilt nach Voraussetzung:

L(x;t+h) = 20 Lty h) = A= L{w—hib) pla—hh) -+
t"‘E-h.
+ I N@—ty—h+77) ple—ty—h+ vl +h—7)dr}.

to

Andererseits berechnet sich L(x; ¢ - k) divekt aus

L{z;t+h) = L{x—h;t) pla—h,h) +
tL+h
+fN@A¢~h%uﬂp@~¢ﬁh+nt+h~ﬂdn
t
Durch Transformation der Integrationsvariabeln: = =1 —¢, 47 (in-
dem man dann wieder v = 7 schreibt) wird das letzte Integral gleich:
Lo-t-h
J Nz —ty—h+vt—t 1) pla—ty—h+1,bg+h-—7)dr.
lo
Da ferner L(x —h;t) = e ' Lz -h;ty), ergibt sich:
Lo+

j{Mx~m—h+uh4v#ﬂ—

Lo
et N(w—ty—h +1,7) ) ple—ty—h 41, t +h—7) dv = 0.
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Nach Anwendung des Mittelwertsatzes erhilt man (h —0):
N(z,t) = %0 N t,).

Da @ und ¢ in den gegebenen Intervallen beliebig gewihlt werden
kénnen, 1st die Behauptung bewiesen.

§ 3 Allgemeine Bedingungen,

unter denen eine relativ-stationiire Bevolkerung stabil ist

In den beiden folgenden Sitzen soll gezeigt werden, dass eine
relativ-stationdre Bevilkerung unter gewissen Voraussetzungen not-
wendig auch stabil ist.

Satz 2. Iivne DBevilkerung mat der Hiufigkevtsfunktvon L(x;t) be-
finde sich vm Zewtintervall [ty.t,] wm relativen Beharrungszustand. Ist
dann die Allersstruktur der durch die Funlktion N(&,7) bestimmiten New-
ewniritte mm xy = & < u, Ly = T = [, konstant, so ist dic gegebene DBe-
volkerung wn [ty,t,] stabil.

Die Behauptung besagt, dass die gegebene Bevolkerung in [#,,t,]
eine konstante Wachstumsrate o hat, woraus nach Satz 1 unmittelbar
folgt, dass auch die Wachstumsrate der Fintritte konstant und
gleich o 1st.

Beweis. Wir wiihlen irgendein % mit {, << t* < ¢; als Bezugs-
punkt. Beschrinkt man x auf o << ™ — 2, -} t* —{,, so setzt sich
L{z;t*) nur aus Uberlebenden von Neuecintritten zusammen; das
gleiche gilt erst recht fiir jedes L(x;f) mib ¢ > t*.

Nach der Voraussetzung gibt cs zwet Funktionen ¢(f) und ()
mit (%) = p(t*) = 1, so dass

t1
Liibg) = BT R prn
40
d 4
o Ner 1y = P N,
w(7)
Nun igt einerseits (x, < © << a™):
14
. p(t+h) B
(8) L(z;t+h) = —_(t) Nz—t+rt7)ple—1I+1,t—1)dr.
P
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Andererseits gilt (siehe (7)):

L(z;t+h) = | Ne—t+7,7+h) plz—t+ 1,6 —7)dr,

t-x+ Lo

d. h.

(- h)
(9) L{z;t+h) = Nz—t+7,7)plx—t+1,t—7)dr.

(%)
t—x+29

Aus der Differenz der beiden Integrale (8) und (9) schliessen wir (in-
dem wir zugleich 1" = t— x + x, setzen):
!
p(r-+h) l ) .
(10) pt4h)—@(t) : N(zy—T 4+ 1,7) plag—T + 1,6 —17)dv = 0.
, w(r) |
C
Wendet man den Mittelwertsatz der Integralrechnung an (man kannohne
wesentliche Finschrinkung der Allgemeinheit N(x,t) > 0annehmen) und

ot - h p(t-h
lisst ¢ T gehen, so erhilt man it --)- gk (¢+h) und fir ¢ = ¢*

o (l) (t)
p(t*+h) = w(t*+h).

Differentiiert man (10) nach ¢ und wendet auf das Iirgebnis noch-
mals den Mittelwertsatz an, ergibt sich als Grenzwert (¢ = T = t*):

Q' (t*+h) = @'(t*) p(t*+h)

und daher: o Wi
PE*4h) = w(E*4-h) = o, e = ¢'(t").

Diese Beziehung gilt zuniichst nur fir @ < a* — 2, | t*—1,,
t* - h < t,; da aber ¢ und y von x unabhiingig sind, gilt sie ganz
allgemein fiir alle « in [xyu]. Beachtet man ferner, dass ¢* beliebig
nahe an f, gewahlt werden kann, und setzt man zugleich die Stetig-
keit von @ und w auch in den Grenzpunkten voraus, erhilt man
schliesslich fiir t* = ¢, und h = ¢t —#;:

p(t) = p(t) = ", h=t=1t,

w.7z.b.w,
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In den §§ 4 und 5 werden zwet interessante Polgerungen aus
obigem Satze abgeleitet.

Satz 3. Wine Bevilkerung mat der Hdufighestsfunkivon L(x;t) be-
finde sich im Zevtantervall [ty,t,] @m relaleven Beharrungszustand. lint-
hilt das zugehirige Altersintervall [z ] ein von ¢ wnabhingiges, sonst
beliebig kleines Teislintervall [ derart, dass fiir jedes t alle Fantrittsalter
ausserhalb I legen, so wst die gegebene Devollerung stabil.

Nach Satz 1 folgt wieder unmittelbar, dass auch die Eintritts-
funktion dieselbe Wachstumsrate wie die gegebene Bevolkerung und
zudem eine konstante Altersstrultur besitzt.

Beweis. Unter der Voraussetzung des Satzes gibt es zu jedem
festen ¢¥, ¢, << t¥ << t,, ein t%%, % < ¢** < ¢ und ein ganz in | ent-
haltenes Intervall [x,x,], so dass L(x-Fh;t--h) in [2,,2,], [t%6%%]
nur aus Uberlebenden von L(x;f) besteht (k geniigend klein), d.h.

(11) Lz 4 h;t+h) = L{z;t) p(x,h).

Iis muss ferner eine Munktion ¢(f),p(t*) = 1, geben, so dass
L{x+h;t+h) = @ - h) L{x - h;t*).

Aus (11) folgt, dass gleichzeitig:

Lz +h;t+h) = @) L(z;t*) p(x,h) = @) Lz +h;t*¥ - h) =
= @(t) p(t*+h) L{x - h;t*).

Fg muss demnach gelten:

g(t+h) = @) p(t*+n).

Zieht man auf beiden Seiten @(f) ab und dividiert dureh & (man
beachte ¢(t*) = 1), so erhélt man im Grenziibergang ¢'(f) = ¢(1) ¢’ (t*)
und hieraus:

p(t) = eH, 0 = ¢'(t¥), ¥ =t = 1R

Da t* in (ty,t,) beliebig gewihlt werden kann, folgt schliesslich unter
der Voraussetzung der Stetigkeit der vorkommenden Funktionen in
den Endpunkten ganz allgemein:

L{z;t) = e L(z;t5), mEr=uw, 4GSl

w.z. b.w.
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Die Voraussetzung von Satz 3 1st z. B. stets dann erfiillt, wenn
das hochste Kintrittsalter kleiner als das hochste Austrittsalter ist,
eine Annahme, die man in den Berechnungen der Pensionsversicherung
fast immer zu machen ptlegt. Der am meisten interessierende Iall ist
die Beschrinkung der Fintritte auf die Geburten. Demnach ist erne
relativ-stationdire Bevilkerung, w welcher andeve Fintritte als die durch
(leburt vernachlissigl werden kinnen wnd die Verblesbensiwahrscheinlich-
keaten zeutlich wnwverdndert sind, notwendiy stabil. Zusammenfassend
konnen wir sagen, dass im allgemeinen in den direkt interessierenden
Iillen  der relative DBeharrungszustand auch die  Stabilitdt  der
gegebenen Bevélkerung bedingt. Ist umgekehrt eine relativ-statio-
niire Bevélkerung in keinem Teilintervall von [f,t,] stabil, so miissen
die Mintritte sich stets iiber das volle Altersintervall [xg,u] vor-
teilen.

§ 4 Relativ-stationire Bevélkerungen

mit konstanter relativer Verteilung nach Verbleibensdauer

In vorliegendem Abschnitt setzen wir voraus, dass die gegebene
relativ-stationire Bevilkerung schon so lange als solehe existiert, dass
sie zu keinem von uns betrachteten Zeitpunkt noch Uberlebende einer
wentuellen Anfangsgeneration enthilt.

Die lLeistungen der Sozialversicherung hingen oft von der Ver-
sicherungsdauer ab, Wenn man daher beziiglich eines Sozialversiche-
rungssystems vom Beharrungszustand spricht, wird meist auch die
(ileichverteilung nach der Versicherungszeit fiir jedes Alter voraus-
gesetzt. Da nun im absoluten Beharrungszustand einer Bevilkerung
die auf eine bestimmte Zeiteinheit bezogene Anzahl und die Alters-
verteilung der liintritte konstant bleiben und daher — wie unmittelbar
einzusehen ist — fiir jedes Alter auch die Unverdnderlichkeit der Ver-
teilung nach der Verbleibensdauer der Bevolkerung stets gewiéhrleistet
1st, braucht diese nicht ausdriicklich voransgesetzt zu werden.

Es ist nun leicht zu zeigen, dass das gleiche auch fiir stabile, und
zwar nur fiir stabile Bevolkerungen gilt, wobet ja obiger Spezialfall
des absoluten Beharrungszustandes mit einbegriffen ist.
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Zuniichst erkennt man, dass wn einer stabilen Bevilkerung die rela-
twe Vertethung nach Verbleibensdauer motwendig von der Zeit unabhdngig
wst. In der Tat, es sei 2 das erreichte Alter, und m die Verbleibens-
dauer im Zeitpunkt ¢; dann stellt

A(z,m;t) = N(x—m,t—m)p(z—m,m)

die Hiufigkeitsfunktion nach den berden Verinderlichen  und m 1im
Zeitpunkt ¢ dar. I Zeitpunkt ¢ - b gilt entsprechend:

A(xmit+h) = Nz —mt+ h—m) pla—mm).
Ist die Bevolkerung stabil, so muss nach Satz 1:

N(z—m,t + h—m) = e®* N(x—m,t—m)

also auch: ,
WISo e Ale,mit4-h) = e A(x,m;t).

Da der Wachstumsfaktor ¢ unabhiingic von @ und m ist, folgt un-
mittelbar die gewiinschte Tatsache.

Wir beweisen nun die Umkehrung:

Satz 4. Lst an einer relatvv-stationdren Bevilkerunyg die relative Ver-
terlung nach Verblethensdawer jewerls fiir jedes vorgegebene Alter zeitlich
konstant, so wst die Bevilkerung stabul,

Beweis. 108 set L(x;t) die Hautigkeitsfunktion der gegebenen Be-
volkerung nach dem Alter z zum Zeitpunkt ¢, A(xzm;t) die Hiufig-
keitsfunktion nach den beiden Variabeln x und m, ferner N(&,7) die
Eintrittstunktion. Nach Voraussetzung gibt es eine von z unabhiingige
Tunktion ¢, @ (t)) = 1, so dass:

, o (-} h
Lzt +h) = diyy )L(.:L';t),
()
und ferner bei zuniichst festgehaltenem x cine Funktion v, w(ty) = 1,
so dass:
p(t-+h
A(z,mt+h) = lp( {‘ )/[(.’L?,‘HL;L)
¥ ()
und daher auch:
p(t+4h)

N(x—m,t+h—m) = N(z—m,t—m).

(1)
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[ntegriert man bei festem z beide Seiten der vorletzten Gleichung
iiber alle m, 0 << m = 2 — x,, erhilt man
p(t-+h)

L{x;t+h) = ()

Lil@gly,

woraus sich unmittelbar ¢ == 9 und insbesondere die Unabhingigkeit
der Funktion y von z ergibt. Dann aber ist auch N(x—m,t +h-—m) =

L--h) -

- a ‘. ) N{xz—m,t—m). Lis folgt die Konstanz der Altersstruktur
(1)

der Kintritte und schliesslich aus Satz 2 die Behauptung.

§ 5 Relativ-stationiire Bevélkerungen

mit aus ihnen enstehenden Nebengesamtheiten

I%s sei eine offene Bevélkerung (19 gegeben. Mit ihr sei eine zweite
(tesamtheit (17 derart verbunden, dass die Bintritte in (9 gleich
den Austritten aus (9 sind, die einer bestimmten, vom Tod ver-
schiedenen Augscheideursache (1) entsprechen, oder auch dass (1) cine
Teilgesamtheit von (9 ist, die durch Ubertritte aus ciner andern
Teilgesamthett entsteht, welche von einer bestimmten Ursache (2)
ausgelost werden, Wir nennen (749 eine (4 zugeordnete Nebengesamt-
heit. Die Intensititen des Ausscheidens oder der Ubertritte nach der
Ursache (1) mdgen in (“ nur vom erreichten Alter, und die Verblei-
benswahrscheinlichkeiten in (47 ebenfalls nur von den zugehdrigen
Altern abhingen.

Iiin wichtiges Beispiel einer Nebengesamthett bildet die aus einer
gegebenen aktiven Bevédlkerung erzeugte Gesamtheit der Invaliden.

Befindet sich ("9 im relativen Beharrungszustand, d.h. gibt es
eine Munktion ¢(t), ¢(t,) = 1, so dass

L{z;t) = @) L{x;t,),

so besitst notwendig auch die Eintrittsfunktion NY(x,f) der Gesamt-
heit (19 eine konstante Altersstruktur, und zwar muss ebenfalls
NO(z,t) = @ (f) N (a,t,) sein.



Set4t man zusitzlich die Gesamtheit (Y9 relativ-stationir voraus,
s0 1t (/' nach Satz 2 notwendig stabil. Insbesondere ist g (f) == 210,
dann aber auch

Wir haben also bewiesen:

Salz 5. Befinden sich sowohl die Grundbevilkerung G wie anch die
Nebengesamtheit G im relativen Beharrungszustand, so sind beide Ge-
samtheiten stabil.

Wie man sich leicht iiberzeugt, lassen sich obige Uberlegungen
und Aussagen unter gewissen Bedingungen etwa auf eine Witwen-
gesamtheit, die durch Tod aus einer gegebenen Grundgesamtheit
erzeugt wird, oder auf dhnliche Nebengesamtheiten ausdehnen.

§ 6 Natiirliche Gesamtheiten und ihre Verallgemeinerungen

Wir betrachten zuniichst zu einem fest gegebenen Zettpunkt eine
diskontinuserliche, nach ganzzahligen Altern geordnete Bevilkerung:

Ly, h=0,1,2...,5—a;:

tl,, .51 sei eine den gegebenen Ausscheidewahrscheinlichkeiten zu-
gehorige Ausscheideordnung. Nach W.Sazer ') wird die Bevolkerung
eine natiirliche genannt, falls sie die gleiche Altersstruktur wie die Aus-
scheideordnung [, ,, besitzt, d.h. falls es cine Konstante ¢, gibt,
so dass

Ly, = ¢l i o L By o o s B

Handelt es sich nunmehr um eine offene Bevolkerung im abso-
luten Beharrungszustand — wobei wir annehmen, dass die Abginge
zu Kinde des Jahres stattfinden und sofort durch Neuzugiinge ersetzt
werden —, so ist die Zahl der jihrlichen Zuginge konstant und gleich
L === gyl Insbesondere beschrinken sich die Fintritte auf das

Zg 0wy ®

Alter .

D Saxer W. [1], 8.236; insbesondere aber Saxer W. [2]. Der erste Teil dieges
Abschnittes, soweit er sich auf diskontinuierliche (Gesamtheiten bezieht, folgt mit
einigen lirweiterungen der Darstellung von W.Saxer.
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Iiine lirweiterung dieses Begriffes st die verallgemeinerte natiir-
liche Bevillerung, worunter das «Uberlagerungsergebnis von endlich
vielen natiirlichen Gesamtheiten mit der gleichen Altersstruktur, aber
mit verschiedenen Anfangsaltern und verschiedenen Gewichten» ver-
standen wird 1).

Die Iigenschaft, ewne verallyemeinerte natiirliche  Bevilkerung 2
sein, 1st charakteristisch fiir eme Bevolkerung v absoluten Beharyungs-
zustand.

Line diskontinwerliche verallgemeinerte natiivliche Gesamtheit
ligst sich wie folgt darstellen:

&€
; 1 -
(12) L‘L‘ — l:r: \ Ce Gg == ()’ L= Tyy oovny U,

5 =&y

wobel wir ¢, als « Gewicht» der dem Alter & als Anfangsalter zugeord-
neten natiirlichen Teilgesamtheit ansehen konnen. Betrachtet man
eine offene verallgemeinerte natiirliche Bevolkerung — oder, was das-
selbe bedeutet, eine Bevilkerung im absoluten Beharrungszustand —,
so 1st der jihrliche Neuzugang fiir jedes Fintrittsalter & konstant und
gleich 1, = ¢l;.

Um obigen Begriff auch auf Gesamtheiten mit kontinuierlicher
Haufigkeits- und Fintrittsfunktion ausdehnen zu konnen, schreiben
wir (12) in der allgemeineren Form:

(12a) L, = 1,q(x), Ty = B X W,

wobei ¢(z) eine nicht negative, nirgends abnehmende Funktion ist.

st [, nur fiir ganzzahlige x definiert und g(x) eine diskonbinuier-
liche «I'reppenfunktions, so erhiilt man wieder (12). Wir wollen zeigen,
dass falls g(x) differentiverbar vst wund g(x,) -~ 0, die (leichung (12a)
die Struktur ewner durch ewe kontinuwierliche Hdufigkestsfunlition wnd
etne ebhensolche Fantrattsfunktion  bestemmte Bevilkerung tm absoluten
Beharrungszustand charalkterivsert 2).

Zunichst sei eine offene Bevolkerung im absoluten Beharrungs-
zustand mit der kontinuierlichen Haufigkeitstunktion I.(x;t) — L(x),
2y < x < u, und der kontinuierlichen Eintrittsfunktion N(&,7) = N(&)

B Saxer W. [2], 5.196.
2 In W.Sexer [1], 5.233/234 (Satz 1) findet sich der Beweis dieser Tatsache
in einer etwas andern Form fiir diskontinuierliche Gesamtheiten.
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gegeben. lis gilt (wir setzen keine Uberlebende einer eventuellen An-
fangsgeneration voraus):

Lix)y = | N(&-de =1, | ———d& = Lg(=),

v
£o To

wobel g(z) die verlangte Higenschaft besitzt.
Umgekehrt sei eine Funktion

Lil®) = L g@&), die = @ X U,

gegeben, wobel ¢(x) eine nicht negative, ditferentiierbare und nirgends
abnehmende T'unktion sei und g(z,) = 0. Wir werden zeigen, dass sich
hierzu eindentig cine Kintrittstunktion N(&,7) == N(&) bestimmen lisst,
so dass L(x) = L(x;t) als Haufigkeitsfunktion eine absolut stationire
Gesamtheit detiniert.

In der Tat geniigt es,

N(&) = (&)1, = 0

zu setzen, und es wird:

-r &
L] L]

l,
L(x) = | L.g(§)d& = | N(&)-"-d&

Tp To

= | N(&)p(&a—&)dé.

..
T

Da zu jeder zeitlich konstanten Kintrittsfunktion eine absolut statio-
nire Bevolkerung gehort, wird eine solche durch diese Gleichung
definiert. Ierner ist nach § 1 die Eintrittsfunktion N(&) eindeutig
bestimmt.

Wir wollen jetzt den Begriff der verallgemeinerten natiirlichen
Gresamtheit auch auf Bevolkerungen im relativen Beharrungszustand



ausdehnen und werden dabei zu ewmer die Strulitur ewner stabilen Be-
vilkerung eindeutyy charakterisierenden Darvstellung gelangen.

Iis sel demnach ecine Bevolkerung im relativen Beharrungszustand
mit der Hiufigkeitsfunktion L(x;t) gegeben (zy = 2 << w). Sind die
Iiintritte zundchst auf das eine Alter z, beschrinkt, so ist nach Satz ¢
die Bevélkerung stabil, d.h. sie besitzt eine konstante Wachstums-

‘rate g, und es gilt:
L(x;t) = 0 [(a5) = X100 g0% g %o,

Bevolkerungen dieser Struktur werden auch «geometrische» genannt 1),
Hierbei ist e?* der vom Alber x unabhingige Wachstumskoeffizient
der Bevélkerung, und ¢, ¢™ charakterisiert die zeitlich konstante
Altersstruktur von ebenfalls «geometrischem» Typus.

Wir wollen in Analogie zur verallgemeinerten natiirlichen Be-
vilkerung eine verallyemenerte geomelrische Bevdlkerung alg eine solche
definieren, deren Hiufigkeitsfunktion durch eine Gleichung des fol-
genden Typus gegeben ist:

(13) L{z;t) = el ¢ g (), Ty = = W,

wober g(x) emme macht negatwe, nirgends abnehmende Funklion ser. Wir
setzen ferner voraus, entweder dass L(x;f) nur fiir ganzzahlige @ de-
finiert und g(x) eine diskontinuierliche « Treppenfunktion» sei —, dann
erhalten wir eine diskontinuierliche verallgemeinerte geometrische Ge-
samtheit — oder aber dass L(z;¢) kontinuierhich und g(x) eine differen-
tiierbare I"unktion set mib g(z,) == 0. (Fiir p == 0 erhiilt man cine ver-
allgemeinerte natiirliche Gesamtheit.)

Wir konnen uns im folgenden auf den kontinuierlichen I"all be-
schranken.

Zunichst ist evident, dass eino stabile Bevolkerung eine Hiufig-
keitsfunktion dieser Art besitzt. In der Tat, falls N(&,7) die Kintritts-
funktion einer solchen Bevélkerung bedeutet und diese keine Uber-
lebende der Anfangsgeneration mehr enthilt, so gilt (man beachte
Satz 1):

Y Sazer W, [2], §5.209.
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T
»

L{z;t) = "' [(m;ty) = ) | N(&,&—a+t) p(&,0— &) dE

To
xT
oy b
= ) | N(& 1) e T g
I
vy
— ¢oliho) e g (x),
wobel .
N(&ty)
g(x) = "(,E' 0)‘39» d§
L
&

die gewiinschte Figenschaft besitzt.

Iis sel umgekehrt eine Haufigkeitsfunktion vom Typus (13) ge-
geben. s soll bewiesen werden, dass sie tatsichlich eine offene Be-
volkerung (mit nur von den betreffenden Altern abhingigen Ver-
bleibenswahrscheinlichkeiten) definiert, welche dann notwendig stabil
ist. Mg geniigh zu zeigen, dass es eine die gegebene Hiufigkeitsfunk-
tion L(x;t) erzeugende Hintrittstunktion gibt. Hierzu wihlen wir, was
stets moglich 1st:

N(&1) = L g'(&) e® el = 0,

s wird: o
- -'L"
Ji\f(g,sff‘ x+t)p(&a—E&) dé = j g'(&) e ety g
10 To
— ptlt=to

) l:L‘ G—Q.L U (iﬂ) *

N(&7) erzeugt demnach L(z;t) und ist nach § 1 die einzige L(x;?)
zugeordnete Fintrittsfunlktion.

Wir haben also bewiesen: INine stabile Bevilkerung besitzt eine
Hdéufrgheutsfunltion vom Typus (13), und wmgekehrt gehirt zu ewner
solchen Hdufrgkeitsfunktion stets eine eindeutsq sie erzeugende Ituntritts-
funktion, d.h. jede Hiufrgkevtsfunktion vom Typus (13) defimiert eine
stabile Bevilkeruny.

Das angewandte Verfahren zeigt zugleich, dass keineswegs zu
einer beliebig vorgegebenen Haufigkeitsfunktion L (x;¢) auch wirklich
eine offene Bevilkerung gehort, deren Ablauf durch Neuecintritte und
durch nur von den zugehorigen Altern abhidngige Verbleibenswahr-
scheinlichkeiten bestimmt ist.
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