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Iiin Beitrag zum Stieltjesschen Inl'egralbegri,ﬂ'

Von Rudolf Hiisser und Walter Nef, Bern

Unserem verehrten Lehrer und Kollegen
Prof. Dr. Arthur Alder

zu seinem 60. Geburtstag freundlichst gewidmet

1. Einleitung

Die wachsende Bedeutung, die dem Stieltjesschen Integralbegriff
zuteil wird, beruht w. a. auf der Tatsache, dass mit seiner Hilfe in vielen
Fillen dem mathematischen Gehalt nach verwandte, aber formal ver-
schiedene Tatbestinde einer einheitlichen formelmissigen Darstellung
zugiinglich gemacht werden konnen.

In der theoretischen Wahrscheinlichkeitsrechnung mit ihren An-
wendungen in der mathematischen Statistik, der Versicherungsmathe-
matik, in der Atomphysik, Chemie, Biologie, usw., hat sich der Stieltjos-
sche Integralbegrift als besonders fruchtbar und erfolgreich erwiesen,
weil damit eine und dieselbe formelmassige Darstellung einer Gesetz-
miissigkeit sowohl fir diskrete wie auch fiir kontinuierliche Werte-
bereiche der unabhéngigen Veridnderlichen erreicht wird. Diese Verall-
gemeinerung, wie auch die Fintithrung einer unter gewissen Bedingun-
oen frei wihlbaren Belegungs- oder Gewichtsfunktion erforderte ent-
sprechend erweiterte lixistenz- und Iindeutigkeitssitze. Im Zusam-
menhang mit der Arbeit von R.Hisser [3]1) soll im folgenden ein
solcher lixistenzsatz fiir Stieltjes-Integrale iiber mehrdimensionalen
Bereichen hergeleitet werden.

2. Definition des Riemann-Stieltjes Integrals

Voraussetzungen

1. B sei ein Bereich im n-dimensionalen euklidischen Raum R,.

2. M sei ein System von Punktmengen mit folgenden Kligenschaften:

1) Zahlen in [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis,

12
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) 9 bilde einen Mengenkorper 1),

b) #u einem beliebigen Punkt x e B und gegebener, reeller Zahl D >0
existiere eine zu W gehorige Umgebung U(x) mit dem Durch-
messer 6 U(x)| << D ?).

Mit Hilfe des Heine-Borelschen Uberdeckungssatzes ist dann
leicht einzusehen, dass endlich viele, paarweise disjunkte Punlt-
mengen X |, Xy, ..., X, €0 existieren, die eine Uberdeckung 3 von
3 bilden und deren Durchmesser o[ X ] << D sind.

3. (X)) set eine auf Yt definterte, reelle und additive Funktion von
beschrinkter Schwankung ([3], S.58).

llerner existiere zu jedem ¢ >0 eine reelle Zahl 1, >0, sodasy
folgende « Randbedingung» erfullt ist: 3)

Hat jede der (beliebigen) Mengen 7Z,,7,, ..., 7, (r = m) einen
Durchmesser 07, << D und emen gemetnsamen Punkt sowohl mit /3
als auch mit der Komplementirmenge C(13), sind schliesslich die Men-
gen Y, Yy, ..., Y, €9t paarweise disjunkt und ist Y84 (o =12 .051)

dann wird .

}_’1 |,_r'(Y”) ‘ <& Y (1)

e=1 \
4. ¢(x) set cine stetige Funktion des Punktes xe D3,

In jeder der Mengen X, einer endlichen, disjunkten Uberdeckung
von [3 withlen wir nun einen beliebigen Punkt @, ¢(X', n 3) und bilden

die Summe .

}q — :\_‘I (/'v(’“,u) 1{‘(‘\"}) " (Q‘)

je=1

Dann gilt folgende

D Fir weitere rliuterungen und Definitionen sei auf die Abhandlung [3],
Seiten H6-58, verwiesen.

%) Dies bedeutet offenbar, dass M zu jedem w € I3 eine Umgebungsbasis ent-
hiils.

3 Obenstehende « Randbedingungy» eriibrigt sich, wenn der Bereich I3 selber
zum Mengenkorper W gehort (vgl. Seite 172).

1 Diese «Randbedingung» wurde zur Vereinfachung des Beweises etwas an-
ders formuliert als in [3]. Es ist jedoch leicht einzusehen, dass die obenstehende
Fassung aus derjenigen in der zitierten Arbeit folgt. Der hier hewiesene Satz ish
also allgemeiner als jener in [3].
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Definition und Behauptung

" (3)

Der Grenzwert  lim > g(e ) I'(N ) = I'(p(:l;) df’
D=0 g1 I

wird Stieltjes Integral von ¢(x) beziiglich If iiber B genannt, existiert

und ist von der Art der Uberdeckung des Bereiches I3 durch die m

disjunkten Punktmengen X, wie auch von der Wahl der Punkte
.()'

x,€(X, n 1) unabhingig.

I
3. Existenz- und Findeutigkeitsbeweis
Wir fuhren den Bewets in zwel Stufen dureh und sprechen mit
Hilfe der Summe
m H.‘!
VBN, ) Toib m, (X 6 .B),

I . i, I
D R sl (/’("I v
=1 w=1

die zur verfeinerten Uberdeckung 3% 1) von 3 gehért, vorerst eimen

Halfssalz aus.
. . . . | R
Zujedem ¢ > 0 existiert eine reelle Zahl Dy >0, sodass [5S-S5 < ¢
) B x S
3] << Dy und 37 eine Verfeinerung

wird, wenn das Feinheitsmass ) o]

von 3 ist.
. m1 o My ‘ '
Bewers: B el == '\_'1 p(a,) (X)) }_;, w(v, ) I'(N, ) ‘ -
m HH
= _,\__‘Jl (fy‘("l’l‘u) ["(‘\ ﬂ) _\___Jl (])('I",u,l') [ﬂ(‘\ ,fe,lf) » (]‘I(;l:ﬂ) I(‘(}fﬂ)} |
7}ﬁ l‘] (‘f.‘(il."”) '111(‘}7,”) = 3)
=1
(4)

,S’_ - JS':!: = I\j *;7 11 5

Ly r =— 1,9, ...

Y Bine Uberdeckung 3% heisst feiner als 3, wenn jede Menge N, €0 von
3% Teilmenge einer Menge N, von 3 ist (@ = 1,2, )
*) Als Peinheitsmass o 3] einer Uberdeckung 3 von I3 definieren wir das Maxi-
mum aller Durchimesser der Uberdeckungsmengen X :
3] = Max | N,]
rw=12,...,m
Y €M sind dadurch definiert, dass sie zu I3

) Die Mengen Y, Y,, ..
disjunkt sind und die Beziehungen
U Ny

|

nﬂ
) UY, (u=12,...,m)

erfiillen.
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Abschitzung von K

m

£ = 3oty ) [So) 10,0 sy el o

=11

Wegen der in Abschuitt 2 vorausgesetzten Additivitit von I auf IN
folgt aus der Relation in Fussnote %) auf Seite 169:

-y, .
( ‘X,u,v> U Y,u
Aw=1

Wir ersetzen I'(X ) in (5) durch diesen Ausdruck und erhalten

rf.”‘ ) N
F(X) = I — SF(X,,) + (Y ).

y=1

‘7‘ \1 1—,(“‘(.11 v) _}_ If‘(Y,u)} N {‘\—‘J (p(x;c,v) F( it v) ’— (p( ) (Y“)}‘ N

v1

p(z,)

p=1

m i"i
- 2 Zl l(p('l’.u) B AT ]I‘ X i v)

n=1Lr=1

Nach Voraussetzung 4 (Abschnitt 2) ist ¢(z) aut B stetig. Da der Bereich

B abgeschlossen ist, folgt die gleichmissige Stetigkeit von g(x) aut B;

d. h. zu jedem & >0 existiert eine reelle Zahl Dy >0, sodass

lq)(wl) *(}9(.’1)2)‘ < ¢ wird, wenn nur der Abstand d(z,, x,) << Dy ist.
Wiihlen wir die Feinheit der Uberdeckung 3 so, dass 8 3]<< Dy

ist, dann gilt also |g(x,) —@(x,,) <&, tir alle p =1,2,...,m;

v =1,2,...,n,. Somit 1st

m n m
"

K| <> Sle,)—e,,) FX,,)] <> 3‘ | F(X

pn=1p=1 H= lv l

\
o \
und wegen der Voraussetzung, dass I'(X) von beschrinkter Schwan-

kung ist, gilt K , falls o[ 3] << Dy. (6)

Abschitzung von L

m

- Z[ (.[)(ZL'”) F(Yﬂ) *
=

Wieder stiitzen wir uns auf die Voraussetzung, ¢(z) sei im abgeschlos-
senen Bereich B stetig. Demnach besitzt ¢(z) auf B ein (endliches)
Maximum |g(z)| < N. Die Abschiitzung lautet deshalb

<§L‘\tp )| 1Y I<Ni "y )

p=l

L




und mit Beriicksichtigung der « Randbedingung» (1) folgt

§L| < &N, falls 9[3

<Dy ™)
Durch Zusammenfassung von (6) und (7) ergibt sich nach (4)

AS’ —_ S* i ’/E |[( ‘ —J" : [‘4 ; < !:"(11'[ —|'— AT);

¢ . .
withlt man nun & = und Dy = Min (D, D), so wird also
M+ N '

1S — 9’*1 < g, fulls O[.3) << Dy 1st, womit der Hilfssatz bewiesen ist.
[n dieser ersten Stufe haben wir die erforderlichen Hilfsmittel in
passender I'orm bereitgestellt und treten nun an den eigentlichen

Beweis der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage

I bleibt zu bewelsen:

Zu jedem e >0 existiert eine reelle Zahl D >0, sodass
. o . . - . . o
S, —Sy << e ist, falls die Ieinheitsmasse der beiden Uberdeckungen
3¢ und 3, den Bedingungen 0[3,] << D und 0[3,] << D geniigen.
Dabei bedeuten S, und S, die gemiiss (2) gebildeten Summen zu den

Uberdeckungen 3, und 3,.

Nach dem Hilfssatz existiert eine reelle Zahl D, > 0, sodass aus

03 < Dy und 9] 3,] << D, folgt

jSl%S*}< :' und 182- ¥ | : ,

| 2
wenn S* die zu einer gemeinsamen Verfeinerung 3% von 3, und 3,
gehorige Summe ist. Iine solche gemeinsame Verfeinerung gibt es stets;
beispiclsweise als Uberdeckung mit den Durchschnittsmengen der
Uberdeckungen 3, und 3,. Is ist also

‘Sl' "Szl‘ ‘1/ ;'S’,l” 1’5'* "-*— ;qz- -S*l < &,

falls nur 8 3,], d[32] < Dy sind.
Damit ist die Fxistenz und Eindeutigkeit des Grenzwertes (3)

nachgewiesen.

b e die Werte von g, fiir welche X, <3 ist, ist ja Y, = 0, also auch

F(Y'/t) = 0.
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Anmerkung: Der vorstehende Beweis lisst sich bedeutend verein-
fachen, wenn der Bereich B selber zum Mengenkorper 9 gehort.
Frsetzt man nimlich in einer Uberdeckung 3 jede Menge X, durch
N, n B == X/, 50 ist wieder X7 et und man erhilt cine modifizierte
Uberdeckung 3" mit der Kigenschalt

m
B=UX,.
p=1

Bei einer Verfeinerung von 3’ treten jetzt die Mengen Y nicht mehr
auf, da die X7, nicht iber B hinausragen. Der Beweis des Hilfssatzes
reduziert sich auf die Abschéitzung von K, und in der Voraussetzung 3
auf Seite 168 kann die « Randbedingung» weggelassen werden.

4. Anwendungsbeispiele

Zur Veranschaulichung des in der Finleittung dargelegten Sach-
verhaltes wollen wir auf folgendes Beispiel aus der Versicherungs-
mathematik niher eintreten.

Fis seien sowohl 4, , (= Anzahl der Uberlebenden des Alters
@ -+ ) wie auch o(t) (= verallgemeinerte, d.h. von der Zeit ¢ abhiingige
Abzinsungstunktion) als zwei stetige ['unktionen der einzigen unab-
hiingigen Verdnderlichen ¢t vorausgesetzt. Dann ist auch @(f) =1, , v(t)
stetig in ¢

[ vorliegenden, eindimensionalen I'all entartet der Bereich B in
das abgeschlossene und beschrinkte Intervall 0 <t << w2z 4 1, mit
o = Schlussalter, d.h. I, = 0, (x = w -} 1).

Wir iiberdecken 3 mit den m von 0 bis @ — 2 - 1 angeordneten,
links offenen, rechts abgeschlossenen, paarweise disjunkten [ntervallen
Lo =1,2,...,m, (I 1st links auch abgeschlossen), und wiihlen als
Mengenkorper 9 denjenigen, der von allen beschrankten Intervallen
erzeugt wird.

Die Uberdeckungsintervalle [, ¢ lassen sich durch die ent-
sprechenden Randpunkte t,  und ¢, charakterisieren

I, =[t,=0,t); I,=1[t, t] w=23,...,m.

Neben der Iunktion /() definieren wir nun die Funktion der
reellen Variablen ¢

F*() = F[to = 0, t], =t w—a+1).
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Mit Hilfe der vorausgesetzten Additivitdt von I wird

F(LY = B0, 6,1 10,0, ] = F'*(t,) I (t, ) — AI%(1,),

‘L

wobel unter I'*(f) ein mit der Zeit ¢ sich verindernder Geldbetrag zu
verstehen ist. Well sich I und F'* gegenseitig eindeutig bestimmen, cr-
setzen wir — wie iiblich — I durchwegs durch [ und lassen den Stern
bet I'* der Liinfachheit halber sogleich wieder weg. Mit

w-z |1
» L]

1
a, = p(t) dI'(l) = 2 L, o(t) dI'(t) (8)

LRy ]
B 0

definieren wir nun einen allgemeinen Leibrentenbarwert mit einer
praktisch beliebigen (stetigen) Abzinsungsfunlktion »(f) und einem noch
unbestimmten Zahlungsmodus [I(t) bedeutet ndmlich den an die
Uberlebenden zwischen den Altern @ -t und z 4 ¢ dt zu entrichten-
den Geldbetrag]. Im gewohnlichen Ifall, wo der Zinsfuss nicht mit der
Zoit variiert, ist »(f) gleich dem Abzinsungsfaktor v'.

Die allgemeine Darstellung des Leibrentenbarwertes (8) umfasst
beispielsweise nachstehende Spezialisierungen.

1. I'() set eine stetige funktion der Zett ¢, z. B.
w) () = t. Dann ist dI(t) = 1dt und aus (8) wird

w11
o ) S
t, = l.v[-t v db = -
1‘1: L 3
1]

(¢, = Barwert der festen, an eine Person vom Alter 2 lebensling-
lich kontinuierlich zahlbaren Letbrente 1).

b) I'(t) = . In diesem I"all ist der zur Auszahlung gelangende
Geldbetrag F'(f) = ¢ kontinuierlich wachsend und man erhiilt
aus () w-at1

1 [ )
a,= | tl, vdt = (la),.

T n
0

((Ia), = Barwert der pro Zeiteinheit um den Betrag 1 steigenden,
an eine Person vom Alter x lebenslinglich kontinuierlich zahl-
baren Leibrente).
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Wenn also dI' existiert und selbst wieder stetig ist, stellt @, einen
mit der Zeit sich verindernden, lebenslinglich kontinuierlich zahlbaren
Leibrentenbarwert dar fiir die Zahlung I (f) im Zeitpunkt .

2. Die unabhiingige Verdnderliche ¢ sei nur der m = o —2z 1
diskreten Werte ¢ =1¢, + = 1,2, ..., o —a |1, fihig und I'() eine
Treppenfunktion mit den Sprungstellen ¢ = ¢,. I gilt dann

F@y =F(t,), furalle t, <t <<t ,
und wegen AF(t) = F(t,)— ()
= F(t) —Flt,_ ), t_ <t _ <t <t <t
AF(t){ (t) — I'(¢,0) S p < li
=0 St St S <t

Aus (8) erhalten wir nun unter Beriicksichtigung des Grenz-
wertes (3)

N 1 . w—-:z:wl-l . 1 w~m1
@, = ; lim > ll,_}_,t.v“AF(t,i) = }_J eri; ¥ HAREY.  (9)
. D0 i1 =

a) Wir setzen ¢, — t=20,1,...,0o—xz+1 und I'(¢,) = ¢,. Dann ist
AI'(t) = 1 und aus (9) folgt
1 w-z}1

a, = > b ¥ =,

T :
L’mto

(@, = Barwert der festen, sofort beginnenden, an eine Person vom
Alter = lebenslinglich, jahrlich vorschiissig zahlbaren Letbrente 1).

b) Wiedersei t, =¢t=20,1,...,o—a -+ 1. I'(t) wihlen wir so, dass
AF(t) = t;+1 =t+1 wird; d.h. F(t) = D] (¢, -+1). Aus (9)
wird jebzt =l

w-z}1

My = —— > (t+1)1,,, o = (ld),.

L, i—o

((Ir‘i)z = Barwert der sofort beginnenden, jihrlich um den Betrag 1
steigenden, an eine Person vom Alter z lebenslinglich, jéahrlich
vorschiissig zahlbaren ﬁIJeibrente).

1 2 m(w-—x+1)

. t
¢) Setzt man schliesslich ¢, = — =0, —,—, ...,
m mom m
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1
und I'(¢) = t,, dann ist AFE,) =, ¢, =  und (9) wird

) m
7zu
1 1 mlw-=atl)
o A A o (m)y
a, = L la:l- tom = a, .
mo L, o m

€T
((”')c’il. = Barwert der festen, sofort beginnenden, an eine Person

vom Alter x lebenskinglich, in m unterjihrigen Raten von je

vorschiissig zahlbaren Leibrente 1). L

Ifiir  weitere Anwendungsbeispiele ser auf die Arbeiten von

S. Brewer [1], B.Haller [2], M. Jacob [4], A. Locwy [5], H.Schdrf [6] und
J .17 Steffensen [T] verwiesen.

(1]

(2]

(3]

[6]

(7]
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