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B
Wissenschaftliche Mitteilungen

Das Grenzverhalten statistischer Priifverteilungen

Von Walter Wegmiiller, Bern

Meinem lieben Kollegen
Prof. Dr. Arthur Alder

in Freundschaft und Dankbarkeit zum 60. Geburtstag gewidmet

Mit der méichtigen Entfaltung der mathematischen Statistik sind
moderne statistische Methoden und Prifverfahren zu wirksamen Hilfs-
mitteln des wissenschaftlichen Iforschens und technischen Schaffens
geworden. Heute kann insbesondere die statistische Praxis der bedeut-
samen Priifvertellungen, wie der Normalverteilung, der x2-Verteilung,
der ¢-Verteilung und der I'-Verteilung nicht mehr entbehren, wenn es
gilt, Masszahlen auf ihre Signifikanz hin zu priifen oder aus Vergleichen
schliissige Folgerungen zu ziehen.

Grundlegendes tiber die erwihnten statistischen Priifverteilungen
vermitteln alle neuzeitlichen Lehrbiicher. Wer sich speziell fiir eine
systematische und vergleichende Bearbeitung der mathematischen
Grundlagen interessiert, der sei auf die Untersuchungen von
K. G.Liiond [6] 1) verwiesen.

Aufschlussreich sind die wechselseitigen Bindungen und Beziehun-
gen, die zwischen den einzelnen Priifverteilungen bestehen. So kénnen
deren Hiufigkeitsfunktionen nach einem einheitlichen analytischen
Prinzip gefolgert werden, namlich aus der Vereinigung von zwei oder
mehreren unabhéngigen Variablen mit bekanntem Verteilungsgesetz.
Beachtenswert ist, dass sich bei Vorgabe der Normalverteilung die
tibrigen Hiufigkeitsfunktionen sukzessive ergeben.

Fiir die innere Bindung der Priifverteilungen sprechen sodann ge-
wisse Grenziibergiinge, die es im folgenden klarzustellen gilt. Hieraus
ergeben sich niitzliche Beziehungen hinsichtlich des Verhaltens der fiir

1) Zahlen in [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis.



die Handhabung von Pritfverfahren (Tests) so bedecutsamen Sicher-
heitsgrenzen. linem Postulat der Praxis nach cinfacher numerischer
Auswertung folgend, werden schliesslich Zusammenhinge aufgedeckt
mit den Tabellenwerken von K. Pearson, speziell mit den normierten
unvollstindigen Beta- und Gamma-T'unktionen [10, 11].

Der Ubersicht halber bediene ich mich einer systematischen, fiir
alle Pritfverteilungen konsequent eingehaltenen Darstellung.

1 Normalverteilung (Gauss-Laplace)

11 Haufigkeitsfunktion

In der allgemeinsten Form lautet die Hiaufigkeitsfunktion

1 ' (a:f*,rz)?»
f(@) = olor Tl —ce<a<oo.
Yoy 4

Fiir theoretische Untersuchungen wie auch fiir die Anwendung ist eine

von dem Durchschnitt ¢ und der Streuung o? parameterfreie Darstel-
£ o

lung vorteilhatt. Vermittels der Transformation auf die standardisierte

Variable

o mop
=
gewinnt man )
@) = e By eSS ()

Far diese Standardform mit dem Durchschnitt null und der Streuung
eins liegen verschiedene I'unktionswerte tabelliert vor [7, 9, 12].

12 Verteilungsfunktion

Die der Hiufigkeitstunktion eindeutig zugeordnete Verteilungs-
funktion ist definiert durch

Z
» 32

Fg)=-—— |e %ds. (2)

Mehrere Tafeln, welechen unterschiedliche Anséitze zugrunde liegen,
stehen fiir die numerische Auswertung von I'(z) zur Verfiigung. Niitz-
lich ist es, sich der Bindung zu den von Pearson [11] tabellierten Werten
der normierten unvollstindigen Gamma-Funktion [(u,p) zu erinnern.
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Im Falle 2>0 — e¢s geniigh diese Fallunterscheidung, denn fiir
negative z-Werte gilt die Relation I7(—z) = 1 - 17(z) — lisst sich I(z)

mithelos auf 22

v 1
’(' V2 p ®dp

oder 5
2*
[(z) = ¢+ § {(wp), mitu= l S und p = — 3% (3)

transformieren.

13 Wahrscheinlichkeitsfunktion

IMiar statistische Priifverfahren (Tests) bildet dic Wahrscheinlich-
keitsfunktion -
PE) = Pl s[>z} =2 [ fs) ds (4)

=

das theoretische Tundament. Wahrscheinlichkeit P und Schranke z
sind wechselseitig gebunden.

P(z) (D)
2 P(2) g o P)
0 1,0000 1,0000 0,0000
1 0,3173 0,0500 1,9600
9 0,0455 0,0100 92,5758
: 0,0027 0,0010 3.2905

Um statistische Merkmalsgrossen auf ihre Signifikanz hin zu priifen,
bedient man sich einer auf wahrscheinlichkeitstheoretischen Uber-
legungen beruhenden Schlussweise. Die zur Sicherheitsschwelle gehérige
Wahrscheinlichkeit P wird von vornherein festgelegt — gebriuchlich sind
P —0,05, 0,01 oder 0,001 — und das betreftende Zufallsintervall hernach

ermittelt.
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Analytisch kann das Aufsuchen der Sicherheitsgrenze z(P), d.h.
die Inversion

5
Pe=¥ J f(s) ds
2(P)
auf verschiedene Arten erfolgen [5]. Numerisch bedient man sich mit
Vorteil der Bindung zur unvollstindigen Gtamma-Funktion
22

P=21—F@) =1—1(u,—}), mitu= /o (5)

Vorerst wird fiir die Bestimmungsgleichung
g 4% o m
I(u,—1) =1—1I

das Argument «(P) durch inverse Interpolation aufgesucht, um als-
dann die Sicherheitsgrenze nach

2P} = VV?U(P)

zu bestimmen.

14  Charakteristische Funktion

Aug der Defiitionsgleichung fiir die charakteristische Punktion

(o]

1 P B
p(t) = I/Q.n Jc’“ze ®dz

— 00

folgt unmittelbar nach quadratischer I'rginzung des Fixponenten

pit) =¢ *. (6)

Bekanntlich bildet die charakteristische Funktion ein wirksames Hilfs-
mittel fiir die Theorie der Priifverteilungen. Summarisch set an den
Rickschluss auf die Héufigkeitsfunktion, an die Iirzeugung der Mo-
mente, an die Bestimmung des resultierenden Vertellungsgesetzes einer
Summe von mehreren unabhingigen Verinderlichen sowie an die Ab-
klirung von Grenzvorgingen erinnert.
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2 y%Verteilung ( Pearson)

21 Haiufigkeitsfunktion

Die y2-Verteilung gibt dariiber Aufschluss, welche Gesetzmassigkeit
die Summe der Quadrate N
2 . \' .2
A \ zk

|
k=1

von n unabhingigen, normalverteilten Variablen z, mit dem Durch-
schnitt null und der Streuung eins befolgt [8]

1 rz“’-_ )

9= e T, 0=gi<eo (D)
iy
2,

Der Parameter n gibt die Zahl der Freiheitsgrade an. Iiir n << 2 nimmt
die Verteilung monoton ab, wiahrend sie fitr n > 2 schiefen Verlauf auf-
weish mib einem in y* = n— 2 gelegenen Maximum. Mit wachsendem
n lisst sich bald einmal eine gewisse Bindung zur Glockenkurve der
Normalverteilung erkennen; die Vermutung liegt nahe, ¢(%2) gehe in der
Grenzlage in die Normalverteilung iber.

22 Verteilungsfunktion

Nach Definition lautet die Verteilungsfunktion

DAl

G(y4?) = [9(3‘3) ds?. (8)

0
Bedeutungsvoll ist der Zusammenhang mit der normierten, unvoll-
stindigen Gamma-I'unktion

x‘l
'l/:‘dn ]
. /-n_‘ no
e l 22 ldv
T 0
) = " .
|/ no
j“ l/ﬁvul ldv
0
Ay . 2 n
Gdar G(¢%) = I(w,p), mibwu = l/gn und p = N —1. (9
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Damit besteht eine fiir numerische Auswertungen dusserst wertvolle
Beziehung, die sich durch leichte Handhabung und gute Genauigkeit

auszeichnet.

23 Wahrscheinlichkeifsfunktion

In der fur die statistische Sehlussweise typischen Gestalt ist die-

Wahrscheinlhichkettsfunktion definiert als

[ee]

l)(xz) — P {_5.2> /Cz} _ "'g(sg) s

ZZ
oder bei Uberfithrung aut die unvollstindige Gamma-Tunktion

¢
Ao

) .t : 4 "
Py =1—1(u,p), mibu= - und p = 9 -1

[/ In

(10)

(11)

Die zur Sicherheitsschwelle P gehorige Sicherheitsgrenze y2(P;n) ist
eine von der Wahrscheinlichkeit P und der Zahl der Iveiheitsgrade n

abhingige Grosse.

1 (Pim)
1')
!
0,05 0,01 0,001

L0 18,307 23,209 29,588

30 43,773 50,892 59,703

50 67,505 76,154 86,685
100 124,342 | 135,807 149,487

Dabet leisten die Auflosung von (11) nach dem Argument w( £ ;n) ver-

moge der Bestimmungsgleichung

T )
f.(u, — 1\ =1—P
9 ,

o
hY

und die nachherige Substitution

12 (Psn) = 2n u(P;n)
gute Dienste.
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24 Charakteristische Funktion

Aus £ n

2
2

4 - oy, —1 y

o= Lo e ETEY (%)
@t) — ?

F n 2 9

]T
2/ «

gewinnt man fiir die charakteristische Funktion vermoge der 'I'vans-
formation

D)
Api

U = ’; (1-—21t)

die Besiehung
h

p(f) = (1—2it) 2. (12)

25 Grenzverhalten

Die bereits frither ausgesprochene Vermutung, es bestehe ein Zu-
satnmenhang zwisehen der y2-Verteilung und der Normalverteilung,
soll jetzt durch das asymptotische Verhalten von ¢(y®) abgeklirt wer-
den. Letzteres untersuchen wir anhand der auf die standardisicrte
Variable 1)
y—mn
I/ 2n

B

transformierten Hiufigkeitsfunktion, die nunmehr an Stelle von (7) die
Grestalt annimmb
2
,),',;TH-

. —m{z |-m) 1 gy ymE—d 1
= I e (2 | m)™, (13)

(%)

"

"
mit 0 << z<<co und m = l/2
Wir zichen die ihr zugeordnete Verteilungsfunktion

z

I(e) = [g(s) ds

0

1w ist der Durchschnitt und 2n die Streuung der j*-Verteilung.
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sowie die zugehorige charakteristische Funktion 1)

. ytmt (1 ’bt o
(pm(t) = & J‘ (14)
m

in Betracht; mit dem Index m wird jeweils die Abhiangigkeit von der
: i 1 . n
Zahl der I'reiheitsgrade n auf Grund der Beziehung m = ]/ g sum

Ausdruck gebracht. Zur Abklirung des Grenzverhaltens stittzen wir
uns auf den fundamentalen Konvergenzsatz:

Die Folge der Verteilungsfunktionen {F, (2)} konvergiert dann und
nur dann gegen eine Grenz-Verteillungsfunktion [(z), falls die zu-
gehorige Folge der charakteristischen Funktionen {g,,(f)} gleichmissig
gegen eine Grenzfunktion g(f) konvergiert; dabei ist ¢(¢) die charakte-

ristische Funktion der Grenz-Verteilungstunktion F(z).
Auf unsere Problemlage tibertragen, lautet die Aussage:

Die Konvergenz der y2-Verteilung gegen die Normalverteilung
findet dann statt, falls die Folge der charakteristischen Funktionen

. AN
1) e —imi j [
Pult) = e ( m)

gleichmiigsig gegen die Grenzfunktion
{2

pt) =e *

konvergiert, die nach (6) die charakteristische Funktion der Normal-
verteilung in der Standardform darstellt.

Die gleichmissige Konvergenz ist gesichert, falls zu jedem noch so
klein vorgeschriebenen positiven ¢ hinreichend grosse m existieren, so

dass fiir alle ¢
A:l(pm(t)—(p(t”<8’ 8>()
—n . .
- transformierte charakteri-
V2n
stische I'unktion ¢,(t) ergibt sich aus (12) vermige der Relation

Y Die auf die standardisierte Variable 2 =

n

N B e R

—imé gt —m? : o/
= e lr-m , rmtm:l/z.



Fine Erweiterung von 4 ergibt

AN 2 \-" it\-"" it\-
— o) = ™1 — )0 2 ey B | & -)2 1&)
e A O B ORI

oder pagsend zusammengefasst

42 _m? _l? _imi ’l:t mmﬂl
2 2 2 2,
Pult) —@(t) = (1 'y mg) —e " +e (1‘7’;&)
- imi . m? imt . m2
by gt i i\-"
T
! m, m

I'ithren wir die Abkiirzungen

2

42 ﬁm"‘_
2 , 2
4, = (1 ia :;,;J‘é') e

B ’i?;ltr it ﬁ-n;‘l - Air‘:l_ 7 ’bt #n.;z ‘iw‘:;t_ ’Lt ﬁ,,;z.
Ay = e 1— ¢ 1—— —e* (14—
L m m ‘

m, )

’

ein, 80 wird '(Pm(t) . ‘P(t)J < 4,4+ 4,. (15)

Der rechtsseitige Ausdruck hat jetzt mit wachsendem m beliebig klein
zu werden, eine Beziehung, die wir fiir beide Bestandteile 4, und 4,
getrennt nachweisen.

Abschiitzung von A,

Bei vorgegebenem & > 0 lassen sich stets ein ', und M, so finden,

dass n o

v T2 N\
e 2 <i und <1 + le) B =

74

ausfallen. Zundichst folgt fir ¢ = T, und m > M,

A AN ’ )Wf (i MY
SN OIS i S i T I I B SN R i
' ’(1 - frn?) ‘ “( 5 m? m _( J Mf) e

s /

und der vorgegebenen Begrenzungen wegen
£ . 1
A< o, firt=1T, und m>M,. (16)
9 =

10



SR |7

Im Bereich ¢t < 7', st ferner fiir m stets eine Schranke m > M, > T,
angebbar, welche der Ungleichung
T
1 < &
Y2V Y
2(M;—1%) 2

genitgt. Wird auf A, der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

b)) 8, &= a +Huey—ay), 0<P<1,

in der speziellen Form

! | | | § | "ot —
a5—af < |«||@y—x, | Max, | &7
angewendet, so gilt
, . m2 (2 2, | oo I " (2 2
| a 7"‘; m? (—”‘; )i | me b t* 2] | ("-i H)
A = ‘(1 ) P s ] (1 L Bl 11
m2 | ) 2 | m2 |
I

f 12 A
(1%mg-)<£<e’”a, |€| 2= 1.

Diesen Ausdruck formen wir passend wm. Unter Beriicksichtigung von

und 1
' g 1< @1

gelangen wir zur verstirkten Ungleichung

me [ 3 ) i Ty
A & i - -(1+ )~ ; 5 o i i
o ' # 1 m? )| 2(mE—1t2) — M1

| m?

oder zufolge der festgesetzten Abgrenzung zu

&
Ay < 5 fiwr ¢t <7’} und m > M,. (17)



Abschdtzung von A,

Bei vorgegebenem e = 0 wihlen wir jetzt ein 1"y und M, derart, dass

- IR a4 , Il‘f M 4 4
(4_->( ) mul(,l—}— f,)>( s
& ( M €,
Five ¢ = 7, und m > M, gilt zuniichst

( __z'r';:t | _‘ir‘r);t | A '".l,z ‘i;:;.! p £E s m3i
/I:z = - (), - i(" N l = ) a ’*(’;H (1 *#- ) Br,
it | ' m Lom
[ . :
| m
Vermittels der Beziehungen
iml !
i i
¢ o l ; . < l
‘ '} m2
(L - i
\ m
|
und z';A:)lf / A nlt)h’ i:::t ; i ”.‘;2 !
('"(1-- )“ -(!“(1—# T <2
| oom m |

erhalten wir fiir 4, die Abschitzung

9 9 9
/12 < = = 4 ]

| c i
1t / 9\ m? i 2y M3
t I s

s o

&
Ay << ot t =Ty und m > M, (18)
2, — Ly :
“l
[ weitern ist fir m 1 Bereieh ¢ < T, stets eine Schranke
m > M, =T, auffindbar, welche die Abgrenzung
rlw;:; P

oM, 2

gestattet. Da die aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung resul-
bierende Abschiitzung auch fiir komplexwertige Funktionen Giiltigkeit,
hat, kann A, unter Beriicksichtigung schon gewonnener Beziehungen

schrittweise wie folgt abgeschitzt werden:
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b _imt ‘ ’L'th? _tmd it _m? imt it _m?
Ay =|e 2| |1——| % le *(1— \ 2—~62(1+ ) |
' [ m ‘ m, m ’
[t i m2 L . _m?
< !(Bj"‘ (1 . bt‘_)>_ 2”* e m (1 7}_ lt) 2
- } ) m/ m
’mzi L it .. it ot t ‘
<|——|le"1l——)—e ™1+ —)}| = m?|8in —— —cos—/.
| 2 H m m, m - m m’
Beachten wir noch, dass ) 1 ]t’
7 R o .
m ‘ m
und i t - t {2
— 008 — = 28N — < ——,
m 2m 2?2
so nimmt A, die Gestalt an
| 13
A, < '”3 a 1% .

2= om = oM, ’
A, < ;-, fir t< T, und m>M,. (19)

Zusammenfassend folgt aus (16), (17), (18), und (19) der Nach-
weis der gesuchten gleichmissigen Konvergenz, indem fiir alle ¢ eine
Schranke M = Max. (M, M,, M;, M,) existiert, so dass

PuD =) = A+ 4y < ; T ; = ¢, fiiralle m>M. (20)

) . ) ) . 74 . t —m
Die Folge der charakteristischen Funktionen ¢, (f) = ¢ ™ (1 — )
m

t2
konvergiert gleichmissig gegen die Grenzfunktion @(f) = ¢ *, womit
nach dem Konvergenzsatz auch der Grenzitbergang der y2-Verteilung
in die Normalverteilung gesichert ist.

Die statistische Praxis ist daran interessiert, die soeben gewonnene
Erkenntnis itber das Grenzverhalten nutzbringend zu verwerten. Ist
es moglich, Niaherungsverfahren zu entwickeln, die es gestatten, fiir die
1% Verteilung die zu einer Sicherheitsschwelle gehorende Wahrschein-
lichkeit P(%%) oder die einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit zuge-

ordnete Sicherheitsgrenze y* P;n) aus den entsprechenden Ansitzen
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der Normalverteilung mit hinreichender Genauigkeit zu bestimmen ?
Tatsichlich sind konvergenzerzwingende Transformationen bekannt, so
dass die transformierten Hiufigkeitsfunktionen rascher durch die Nor-

malverteilung approximiert werden diirfen, als dies bei ¢(x2) zutritft.
Nach R.A.Fusher [2] ist [/2 x* angendhert normal verteilt mit dem

Durchschnitt 1/%-1 und der Streuung 1, wihrend nach E.Wilson
3

2
und M. Hulferty [15] die transformierte Variable l/j; angendhert

normal verteilt ist mit dem Durchschnitt (1— 9, ) und der Streuung
JMN /

97 Theoretisch wird diese Aussage aus dem Verhalten von Schiefe
n

und Tixzess [14] gefolgert.

Zusammenfassend gilt: die standardisierte Variable

2~ l/ 2 Xém"‘ I/_Q n—1 nach [isher

. -
1/ 2 1 .
Z ~ — {1 ) -~ nach Wilson/Hilferty
n 9n | 2 ’
_ ; -

({2

(21)

15t angenithert normal verteilt mit dem Durchschnitt null und der
Streuung eins.

Zu vorgegebenem 2 bestimmt sich nach (21) die normal verteilte
Grosse 2z, und die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(yx2) kann durch
4 P(2) approximiert werden. Umgekehrt darf zu einer Wahrscheinlich-
keit P die zugehorige normal verteilte Sicherheitsgrenze z(2P) als be-
kannt vorausgesetzt werden, so dass jetzt die gesuchte Sicherheitsgrenze
X2 (P;n) aus

2(Pin) ~ }[z@P) + ) 2n—1]° nach Fisher

' 9 2
AALY I/gsn; + (1 “"9;;>

berechenbar ist.

(22)
nach Walson/Halferty

13
(Pin) ~n

Uber die Griite der Approximation orientieren nachstehende Zahlen-
werte,
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Approxvmation von x2*(P;n)

. Ansatz A ol e
Genauer Lf\‘xlmut'/. Wilson Abweichung
n Ansatz 1'isher Hilferty
7 X;F Z;V XHHX;. Z-““Z;V
P = 0,05
20 31,410 31,125 31,402 0,285 0,008
60 79,082 78,796 79,079 0,286 0,003
100 124,342 124,056 124,339 0,286 0,003
P —0,01
20 37,566 36,734 37,591 0,832 —- 0,025
60 88,379 87,593 88,397 0,796 | — 0,018
100 135,807 135,023 135,820 0,754 — 0,013
P — 0,001
20 45,398 48,573 45,440 1,755 | —0,112
60 99,615 097,985 99,681 1,630 — 0,066
100 149,487 | 147,868 | 149,504 1,619 | —0,017

Die Approximation nach Wilson/Hulferty zeigt eine auffallend gute
Ubereinstimmung mit den genauen Werten und erweist sich, verglichen
mit dem Ansatz Fasher, als wirksamer.

3 ¢-Yerteilung («Student»)

31 Hiufigkeitsfunktion

Sind z eine standardisierte normal verteilte Variable und #® eine
von ihr stochastisch unabhiingige Variable, die y2-verteilt ist mit »
F'reiheitsgraden, so befolgt

A _
= —~|/n
B
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die t-Vertetlung [4]

1 1
h(t) = s o <U<eo,  (28)

/n 1 : 12\~
B( , )Yn (14 ) ®
. 2°9 '3
Der ganzzahlice Parameter n kennzeichnet die Zahl der F'reiheitsorade.
e} O o
Die Hiufigkeitsfunktion A(f) ist symmetrisch, nimmt glockenférmige

' 7
Gestalt an und weist in ¢ = + l/ o Wendepunkte auf. Sic verliutt
I’L =

i allgemeinen flacher als die Normalverteilung; mit zunechmender
Zahl der Ifreiheitsgrade ist jedoch die Tendenz zur Normalitit un-

verkennbar.

32 Verteilungsfunktion

Definitionsgemiiss gilt
! co

H(D) = [h(s)ds = 1— [ h(s)ds. (24)
—o0 t
Wegen der Beziehung H(—{) = 1—H(t) geniigh es, den Fall >0
weiter zu verfolgen.
Ifir die Praxis ist die Bindung zur unvollstindigen Beta-T'unktion

2 L

bedeutungsvoll. Die Substitution » = (1 -+ ) fahet H(f) iiber in

n
(te5)"
: . n 1
1 i b Ty
Hlj == 1= 5 . v (1—v) *dv
B( . )
29
oder 1 n 1 . : |
Hit) = 1= 0 1&(2; 9 ) mit u = . (25)
S, 1 B
- n

n 1 ) ) .
Iu( , ) stellt die nach Pearson tabellierte normierte unvollstindige

Beta-Funktion dar [10].
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33 Wahrscheinlichkeitsfunktion

In Anlehnung an die friheren Betrachtungen definieren wir als

Wahrscheinlichkei

1
oder in Verbindung mit H(¢) bzw. I, (Z, 2-)

P(t) = 2(1—H(t)) = Iu(2

tsfunktion

[ore]

P(t) = P{[s|>t} = 2 [h(s)ds

t

n 1

2,

) mit e =—
— ), mit 4 = ——

e

1 —
T

(26)

(27)

Diese Beziehung eignet sich gut fiir das Aufsuchen der Sicherheits-
grenzen t(P;n) bei Vorgabe von P.

t(P;n)
P

‘n
0,05 0,01 0,001
10 2,228 3,169 4,587
30 2,042 2,750 3,646
50 2,008 2,678 3,496
100 1,984 2,626 3,390
co 1,960 2,676 3,291

Aus der Bestimmungsgleichung

'
Al

)
V=P
2

sucht man zunichst das Argument w(P;n) auf, sodann erfolgt der
Riickschluss auf ¢(P;n) gemiss

t(P;n) :l/

w(Pin)
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34 Charakteristische Funktion

Der Symmetrieeigenschaft h(s) = h(—s) wegen fillt die charakte-
ristische Funktion

co

@t) = fe“s h(s) ds
reell aus

2 cos 8§
, e i
(n SR ANt
B 14—
2 2>|/n ( o n)

Liiond [6] gelang es, ¢(f) auf die modifizierte Besselsche [funktion K (t),
auf die sogenannte Hankelsche funktion, iiberzufithren

oll) — 2% (W” >3K" 1yn). (28)

r(3) 2

Fir die numerische Auswertung sind tabellierte Funktionswerte von
K,(t) in Bickley [ 1] vorzufinden.

35 Grenzverhalten .

Es wiire mithsam, die bereits angedeutete Konvergenz der ¢-Ver-
teilung gegen die Normalverteilung aus dem Grenzverhalten der charak-
teristischen I'unktion folgern zu wollen, analog dem Konvergenz-
kriterium fiir die x2-Verteilung. Finfacher kann der Grenziibergang
direkt anhand der Haufigkeitsfunktion

1 dt
dH(t) = ————— -

% LN f, NG
— - — 2

vollzogen werden.
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Wegen
(M
‘n 10 I(Q)I/ﬂ : —
[j‘( ¥ ) = ) dﬂ: [7(.1)) et lﬁ'j‘C ,
292, [,(n—}ﬁ[) -

und bei Approximation der Gamma-IFunktion durch die Stirlingsche
Iformel
Lim) ~ |2z (m—1)"t g -l

folot unmittelbar

! i} |
1m — s L,
n->co / " I. k VQJ.TE
H( , ) |'n
29,
g\ l
IFerner strebt (1 -+ ) 2 dem Grenzwert
: n
p PR H y PR te
lim (1 -+ ) 2 = lim (1 + )" = ¢*
n—>co n / n->oco n /
7u, so dass schliesslich
Q-
i dH(f) = ¢ ®dt = dI'()). (24
R->co VZTZ

[Miar die Praxis mag es erneut vorteilhatt sein, dieses Grenzverhalten zu
verwerten. Iixistiert eine Ndherungsbezichung, die die Sicherheits-
grenze t(P;n) durch jene der standardisierten Normalverteilung z( )
auszudriicken gestattet ? A. M. Peiser [ 13] vermittelt folgende Liosung
- , vy |2(P) vy [2(P)
HEP:n) ~2(P) + 1ot ] + [ ( ] + s (30)
n ne
o Ta(P)] — 1.[s8 o F
mit v, [2(P)] = | [&(P) + 2(P)],
v [d(P)] = & [5(P) - 162(P) +32(P)].

Uber die Giite der Approximation orientiert nachstehende Ubersicht.
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Approzymation von t(I;n)

. Ansatz Peiser Abweichung
Genauer
" AT zweigliedrig | dreigliedrig .
¢ tlr’z tP;; - tl’-}_ b— tP:S
P = 0,05
20 2,086 2,079 2,086 0,007 —
60 2,000 2,000 2,000 — s
100 1,984 1,984 1,984 o .
£ == 01
20 2,845 2,822 2,844 0,023 0,001
60 2,660 2,658 2,660 0,002 e
100 2,626 2,625 2,626 0,001 -
P = 0,001
20 3,850 3,777 3,842 0,073 0,008
60 3,460 3,453 3,460 0,007 S
100 3,390 3,388 3,390 0,002 —

4  F-Verteilung (Fisher)
41 Hiufigkeitsfunktion
Sind 47 und 5 zwel voneinander stochastisch unabhiingige Ver-

inderliche, die einzeln y*-verteilt sind mit », baw. n, Freiheitsgraden,

so unterliegh der Quotient B .
""v . A1 . A2

Ny Ny
der von IMisher [3] begriindeten I-Verteilung

m

o 1 F iy a7 |
k(I = ) ( L ) ) i B 0<F<oo. (31)
B ny n?‘) My / (] " n, F) e
T\27 2 S
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Der beiden ganzzahligen Parameter n, = 1 und n, = 1 wegen, welche

die Zahl der Freiheitsgrade verkorpern, weist k(') einen vielgestaltigen

Verlaut auf. k(F) ist fiir n;, < 2 monoton fallend und fir n, > 2
1= 1

; ; g ; Ty (10— 2) -
asymmetrisch verteilt mit einem in I' = -~ - gelegenen Maxi-
7y (154 2)

mum. Als natiirliche Grenzlage besteht eine Bindung zur y2-Verteilung.

42 Verteilungsfunktion

Fiir die Verteillungsfunktion
v o
K(F) = f (s) ds = 1— [le(s) ds (32)
0 P

=
Ny )
s) den Zusammenhang auf mit

deckt die Substitution v = (1 -+
’n‘z

der normierten unvollstindigen Beta-I'unktion:

) - g My . B 1 .
fir ny = n, K{I') = 1-— ,Iu( 5’9 ) mit w = -5 (38)
1+
Ty
Mg
) ] ‘ny My , Ny ‘
fitr ny<m, K(F) = Iy ( L2, mit 1w = (34
2 2 N,y
14+ ~F
lnz

43 Wahrscheinlichkeitsfunktion

Als Wahrscheinlichkeitsfunktion defineren wir

P(F) = P{s>T) = fh-(s) ds, (35)
Ii‘
v : My My
oder in Verbindung mit K(F) bzw. I, =g

') ni i Al nz ,rl‘]. - ~
P =1—K{I) =1, 59 ) fiur ny = ny;

/ (36)
Py == 1“_11--14,(?;1 ,7;2), fir ny, < mny.

/



— 147 —

Wiederum gestattet die Inversion von (36), d.h. das Aufsuchen
von u(P;n ,mny), die zur I'-Verteilung gehorigen Sicherheitspunkte
F(P;ny,n,) auf zweckmissige Art mittels des Ansatzes

: Ny 11— w(P;in,ny)
F(Pynpmg) = & ———- , |
ny WP 5rg,m) zu bestimmen.

44 Charakteristische Funktion

Die Weiterentwicklung der Definitionsgleichung
() = J‘W k(F) I
0
fithrt auf eine Darstellung durch Prymsche Funktionen mit komplexen

7Ny \
—~ o —1 My N
L(—l)ﬂ(zl )Tp(__” 'nz ’ ‘)Z _I—A)' (37)
1 -d F

29
i e

Argumenten [6)]

1
o] (e
2’9

pt) =

(=]

45 Grenzverhalten

Mit der speziellen Wahl n, =n und n,—>co vollziecht sich der
Grenzitbergang von E(F) in ¢(x?), eine Behauptung, die sich direkt auf
Grund der Haufigkeitsfunktion nachweisen lisst.

/it ) : 1
1 1 _;- ( 2 d nlp>

aky =\ fz( >

‘nn, N n
]} , ﬂ) 2 1 i ) l,l) 2
( 22 2 ( d Ny

Zuniichst gilt die Umformung

’

) r n - n‘a)
L 1y 2

Bl(™ | Ty ) 'n27_‘ P (n ) r AV n.z);' |
2 2 2 2 2 2,

/ (-1
T T (T



so dass ! E X% 1

Im weitern strebt

nlty -
; " 1- o :—)nz j "o _-31 9 '
(1+—F) * :\:(1+ Pyl
; 7’/2 \ "”rz J ‘rbz
, 2
dem CGrrenzwert
; n o \- nng _nf
lim ( 1= ]f’) 2 2
U G
zi. Demnach folgt
L [ LAY SN B Y
lim d(I") = ¢ 2 ) (l( )
tg > co 1('”\) 2 / 3 2 /
9.
oder mit der Substitution nl' = 2
i /oap 1 At 2 T: = i - '
lim di | © ) — (P AP ) = deey. (38)
; 9 ¢ 4
Ny > co N - o L4 z ,
o)
\z

Beziiglich der Sicherheitsgrenzen gilt also insbesondere die Bindung

nl'(P;n,e0) ~ ¥3(P;n), (39)
wie man leicht numeriseh tberpriift.

" P WI'(P;n,e0) w2 (P

[ 0,05 3,841 3,841

0,01 6,635 6,635

0,001 10,826 10,827

24 0,05 36,408 36,415

0,01 42,984 42,980

0,001 51,168 51,179
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Abschliessend gel noch auf den Spezialfall 2, =1 und n, —n

hingewiesen, der die Briicke zur ¢-Verteilung schlict :
te] b D te]

_ 1 ks _
AK(F) = dr

B( o) (1 1’“‘)":1
: , n (1~ =
22, ( n,

oder mit der Substitution I = {2

o 1 dt
aR (%) = 2 = e = A (] .

i1

‘n. 1 O AL
B(‘Z"z)l/n (1—}— 'n)

Speziell sind die Sicherheitsgrenzen gemiss der Beziehung

F'(P;1,m) ~ t3(P;n)

el

(40)

(41)

gekoppelt, deren Richtigkeit numerisch nachgewiesen werden kann.

" B F(P;1,m) t2(P;5n)
L0 0,05 4,965 4,964
0,01 10,044 10,0433

0,001 21,039 21,041

25 0,05 4,242 4,244
0,01 7,770 7,767

0,001 13,875 13,876




— 150 —

Literaturverzeichnis

[1] Bickley, Gi.: Math. Gazette. Vol. 23-25, 1939/1941. Philosophical Magazine.
Vol.7, 1943.

(2] Fisher, . A.: Statistical Methods for Research Workers. Oliver and Boyd,
London, 1941.

[3] Fisher, R.A.: Contributions to Mathematical Statistics. New York, 1950.

(4] Gosset, W.S. («Student»): The probable error of a mean. Biometrika. Vol.6,
1908.

(5] Lehmann, A.: Uber die Inversion des Gausschen Wahrscheinlichkeitsintegrals.
Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker.
H. 38, 1939.

[6] Liiond, K.G.: Die Priitverteilungen in der mathematischen Statistik. Disger-
tation. Universitit Bern. 1954.

[7] National Bureaw of Standards: Tables of Probability Functions. Vol. I and II,
1941 and 1948.

(8] Pearson, K.: On the criterion that a given system of deviations from the
probable, in the case of a correlated system of variables, is such that it can be
reasonably supposed to have arisen from random sampling. Philosophical
Magazine. Vol. 1, 1900.

[9] Pearson, K.: Tables for Statisticians and Biometricians. Part I. Third Iidition,

1930.

[10] Pearson, K.: Tables of the Incomplete Beta-IF'unction. University Press,
Cambridge, 1934,

[L1] Pearson, K.: Tables of the Incomplete Gamma-Function. University Press,
Cambridge. Re-issue, 1946,

[12] Pearson, I.S. and Hartley, H.O.: Biometrika Tables for Statisticians. Vol.T,
1954,

[13] Peiser, A.M.: Asymptotic Formulas for significance levels of certain distri-
butions. Annals of Mathematical Statistics. Vol. 12, 1932,

(14] Wegmiiller, W.: Begrimdung und Anwendung theoretischer Priifverfahren in
der Ausgleichsrechnung. Habilitationsschrift. Bern, 1948.

[15] Wilson, E. and Hilferty, M.: The Distribution of Chi-Square. Proceedings of
the National Academy of Sciences. Vol. 17, 1931,



	Das Grenzverhalten statistischer Prüfverteilungen

