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Sur une extension du calcul des probabilités

Par Maurice Muller, Zurich

I’analyse des principes d’'une théorie mathématique apporte tou-
jours quelque lumicre sur la nature des opérations que le technicien
est appeld & effectuer. 1l est, dans e but, utile de comparer des théories
voisines 'une de autre, comme 'on compare les axiomes de la géo-
métrie euclidienne & ceux de la géomdétrie de Riemann. [art de Pae-
tuaire, en tant qu’application du calcul des probabilités, n’échappe pas
a une certaine exigence de rigueur et nous voudrions montrer ici en
quol — et pourquol — la technique actuarielle, en tant que fondée sur
les principes classiques du caleul des probabilités, s’écarte d’une théorie
statistique qui recouvre dans une mesure non négligeable certains
phénomeénes de la microphysique. ,

Supposons (ue nous soyons en présence d'une population ou d'un
groupe d’individus bien déterminés par des signes facilement recon-
naissables, par exeraple la population d’un canton suisse ou les membres
et bénéficiaires d’'une caisse de retraite. Au temps ¢, nous pouvons
mesurer (& condition de procéder aux enquétes ndéeessaires, aussi
longues et délicates qu’elles soient) I'état de notre population ou de
notre groupe selon les composantes qui nous intéressent, par exemple
le nombre de valides, d’invalides et de mariés, la répartition des revenus
ou des salaires, le nombre de rentiers ou de veuves et les pensions
qu’ils regoivent, les cotisations versées par les actifs et les fonds en
réserve. Lia mesure d’'un groupe de composantes — par exemple relatif
aux galaires ou & I'état civil — ne peut d’ancune manicre nous interdire
la mesure exacte d’un autre groupe de composantes — par exemple
relatif & I'état d’invalidité ou au taux de l'intérdét. Nous trouvant au
temps ¢,, nous pourrons essayer de nous rendre compte de 'état futur,
au temps t,, de notre population ou de notre caisse de retraite. Dans
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ce but nous ferons usage de probabilités issues de données statistiques,
relatives & la mortalité, & la nuptialité, & Uinvalidité; nous ferons des
hypotheses — si possible elles-mémes appuyées sur des données statis-
tiques — concernant I'évolution des salaires ou du taux de lintérdt,
le renouvellement de la population ou de Ieffectif des assurés. Nous
pourrons en particulier faire dépendre ce renouvellement de proba-
bilités, lui conférer une nature aléatoire, assimiler par exemple le milieu
extérieur & la population envisagée ou a la caisse de retraite & une
urne dans laquelle cette population ou cebte caisse puise toub ou
partie de son renouvellement. Nous obtiendrons ainsi les renseigne-
ments qui nous intéressent sur 'état probable au temps ultérieur t,.
Mais, quelles que soient les hypotheses faites, quelle que soit en parti-
culier notre maniére de substituer des probabilités & des hypotheses
plus restrictives, nous pourrons de toute fagon, lorsque nous serons
effectivement parvenus au temps t,, mesurer simultanément les dif-
férentes composantes de U'état de notre population ou de notre caisse
de retraite, en renouvelant les mesures déja offectuées au temps ¢,.
Le fait qu'au temps ¢, nous ne possédions que des renseignements pro-
bables sur I'état au temps ¢, ne modifie en rien la possibilité que nous
aurons, lorsque nous serons parvenus au temps t,, de déterminer 1'état
au temps ¢, de notre population ou de notre caisse de retraite. Bien
entendu, par état de la caisse de retraite au temps ¢ 1l faut entendre
ici non pas son bilan technique, lequel présume de 'évolution sub-
séquente de la mortalité ou de l'invalidité, mais ses réserves telles
qu’elles sont en fait constituées et la composition de son effectif.

De toute facon — et ceci est important — 'actuaire ne connait, au
moins dans la pratique usuelle de ses opérations, aucune interdiction
du genre de celles auxquelles la microphysique nous a habitués. (Par
exemple, pour le physicien, la mesure exacte du lieu occupé par une
particule interdit la connaissance précige de la quantité de mouve-
ment de cette particule.) D’une maniére plus adéquate — et aussi plus
restrictive — st une telle interdiction w’eaiste pas powr Uactuaire, le caleul
des probabilités dont il fait usage a (on le présumera tout aw mowns) une
structure logique différente de celle du caleul des probabnlitéds utilisé par
le physicien.

Nous essaierons ici, d'une facon & la fois plus modeste et plus
genérale, de faire apercevoir la différence de principe entre deux modes
de calcul statistique en montrant, d’'une maniére d’ailleurs élémentaire,
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comment on peut passer du caleul des probabilités classique & un caleul
plus général.
Soit par exemple un groupe d’assurés masculins comprenant [ per-
sonnes réparties de la maniére suivante: .
a mariés, dont e valides et g invalides,
b non mariés, dont f valides et h invalides,
¢ valides, dont ¢ mariés et f non mariés,
d invalides, dont ¢ mariés et A non mariés;
ces grandeurs sont évidemment relides par les relations suivantes:
a+b=ctd=1
e+ f=c; g+h=d;
e-+g=a; f+h=050.
51 nous choisissons & tout hasard un individu dans ce groupe

d’assurés, la probabilité pour que notre choix tombe sur un individu
marié et invalide est égale &v:

q a d ¢

relation qui est une expression du théoréme des probabilités com-
posées.

Plus généralement, envisageons un ensemble d’individus ou un
état physique ayant certains caractéres, que nous supposons vev réduats
a devwzx, a et f, correspondant, par exemple (pour un ensemble d’in-
dividus), e & 'état civil (marié ou non marié) et § & la capacité de
travail (valide ou invalide). Ces caracteres peuvent prendre cerfaines
valours ou certains rangs (par exemple lo rang © = 1 du caractére o
signifiant marié et le rang g — 2 signifiant non marié). Nous définirons
les probabilités de la maniére suivante:

P}, la probabilité pour que le caractere « aib le rang p;

p?, la probabilité pour que le caractére B ait le rang v;

(%, la probabilité pour que, le caractére o ayant lo rang u, lo carac-
tere 8 prenne le rang »;

qf‘;, la probabilité pour que, le caractere f ayant le rang v, le carac-

tere o premne le rang
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en supposant qu’un caractére ne puisse pas prendre deux rangs (ou
valeurs) & la fois. Conformément & 'exemple que nous avons donné,
nous pourrons exprimer le théoreme des probabilités composées (qui

est plus un principe qu'un théoréeme) de la fagon suivante:

a of B fu
p_u q/,w _' pu (Zu,u'

Nous pourrons deés lors éerire les relations suivantes:

NS . Ny, . NS B s ARV
=L Xf.=L 2Dr=1; D=
2 v v "

dont on déduit:
NY o 0 % Tl g L f
L[),ﬂ q,ul' _ p‘u,’ }__;pv qv/c '_' lpv
v n

et, en vertu du théoreme des probabilités composées:

S A R N L w8
| pv (I‘V[t - p,u ’ ‘\_] p,'z (fgw - Pv ks
v "

La généralisation du caleul des probabilités que nous avons en
vue consiste & admettre que les deux dernicres relations, découlant
du théoreme (ou principe) des probabilités composées ne sont pas

exactes dans tous les cas et que par conséquent ce théoréme n’est pas
toujours applicable. Nous poserons & la base de notre caleul les groupes

de relations [ et [ suivantes,

N 1. Yo o 1. Y8 . Y Pa
(l) Zal p.“ - 1’ E.J q.l“’ - 1’ L Py = | ’ L) (!v,u
I v v n

dont on déduit, comme auparavant,

N oo af o a, I B S
.>_J p,u(,uv - p,u’ 4_\”__; pu (]Vﬂ - pu’
v ft
eb
N 3 N P o
(II) p;f%}_j Fj(fvu - g‘iz’
v

i} N . N
pi— Y 1ot = €F,
1

=1,

le théoréme des probabilités composées n’étant alors applicable que
si les seconds membres sont nuls. Nous avons ainsi dans le cas général
(sauf éventuellement pour des valeurs particulicres de u et »):

Vi P
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en effet, si nous sommons les deux membres de cette inégalité par
rapport & », ou par rapport & p, nous obtenons bien les inégalitis
évidentes:

ol e % P
[)[L "/‘ ‘lU,u 'L-'u’

AR

D’autre part, en sommant par rapport & x la premicre équation [
D’autre part, en sommant par rapport & n la premiere tion 11
ot par rapport & » la seconde, on obtient les deux identités importantes:

\1 = 0 et \‘ e = ().

ﬂ v

En mécanique ondulatoire, les probabilités sont fonction de cer-
taines grandeurs mmaginaires. lierivons deés lors:

aﬁ Uocfi Jiled P Uﬁa

[;w - ,uy v’ qv;a — (vu vpe?

o : W — Bh
7 = ), @, Pl = B

ot @ swrmonté d'un traib, af, représente 'imaginaire conjugué de «

/t’
Nous donnerons un caractére plus restreint & notre caleul en p()mnt

les relations [ swuvantes

[ I oL aﬁ 1 B P
(LL1) al Ln i = \ Wy Cope s
H V

dont on déduit aisément, par exemple,

ph = dlall = D asa hCh 4 1SN (@t al e - af af o )

pv Py Ty v Yoy
ﬂ T u
T | o

On dit alors dans ce cas qu'il y a «interférence des probabilitésy.
Dang cette équation, la premiére somme est égale &

NY o8
. P,u q;w
I

et la seconde & i

Nous sommes done bien en présence d’une relation de la forme atten-
due:
P = D\ dht+ &5,
w
Lies probabilités de la méeanique ondulatoire dépendent du déve-
loppement d'une certaine fonction i selon des suites de fonctions ¢
ou ¢¥, les relations suivantes étant valables:
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— NV % o — g e N B N b
y *"ZCLN(P“ _'Za’ (pu’ (P,u ‘ \ uv(p/:’ v'—‘_j v,u(p,u
I
avee, dw représentant 1'élément de volume et U'intégrale étant étendue

a tout l'espace (ou & un domaine déterminé):

[ypdw = 1; [t gsdw = 6,,; [ehal =

olt d,, est égal & 1 si 0 =17 et & zéro si o = 7. (Une théorie plus com-
plete devrmt faire intervenir le caractére non-commutatif ou commu-
tatif des opérateurs dont dépendent les fonctions introduites.)

De ces relations nous déduisons aisément:
o —f _ ,Bor. o Y o8 B
(p/t (ﬂg (p,u. }_J vo Po — qﬁv > ;m P>
ag

en intégrant, on constate immeédiatement que l'on doit avoir (les
coefticients ¢ et ¢fF ne dépendant pas des coordonnées d’espace):

oc,B . fa

,uu T Tep
et, en conséquence,

off

(,cw - qv,u '

Ceci montre bien que nous avons, dans le cas général:

Vi Gie + Vs o
puisque p% est en général différent de pf.

Au moins dans la mesure on la technique actuarielle reconnait
le principe des probabilités composées, elle s’écarte nécessairement des
principes de nature statistique utilisés par le microphysicien. Telle est
la conelusion & laquelle nous voulions parvenir, les prévisions de l'ac-
tuaire respectant en général, mutatrs mutandus, los principes du caleul
des probabilités tels qu'ils étaient acceptés par Laplace.
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