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Beiträge zur Theorie linearer Reserven

Von i£. Z^w/cmr, Zürich

1. Linearer Reserveverlauf für die gemischte Versicherung mit festem
Schlussalter bei kontinuierlicher Darstellung

Das Dockungskapital der gemischten Versicherung hat bekannt-
lieh genau dann für jedes beliebige Schlussalter in Funktion der abgolau-
fenen Versicherungsdauer < linearen Verlauf, wenn die diskontierte
Überlebensordnimg /(&) c ''''/(;r) eine Konstante ist. Falls linearer Ver-
lauf nur für ein wohlbestinnntes Schlussalter s vorausgesetzt wird, kann
aus der Kenntnis der partikulären «Lösung» /(.*;) konstant eine ein-

parametrige Schar von «diskontierten» Sterbegosetzen hergeleitet wer-
den, welche für das nämliche Schlussalter zu einer linearen Reserve ge-
hö t'en [1 ]. Min Verfahren zur direkten Bestimmung der Überlebens-
Ordnungen mit einem für dasselbe Schlussalter linearen Reservevorlauf
wird nachfolgend beschrieben.

Da für die gemischte Versicherung (Schlüsseltet' s)

Tüw =- I- ~

' (<> < < < « <> < tr < s)
.c:s~x|

ist, hat bei linearem Reservevorlauf

'
(0 < f < s —œ; 0 < er < s, .s > 0 fest) (l)

5 — X*

die «diskontierte» Üborlebensordnung

/(.r) <f*Z(z)



der Relation

s-x-f

/ (^) ' ~h £) — | l ~ '

^ ^

j /"F 0 I /(•'' U f)

zu genügen. Durch Ableiten nach Z schliessen wir auf

/ ('-f-'+0
-/(x)/(x + Z)

/ z \
1 —

V s — a; y
/' ('' + o

6* — £
/(x-fl)rZf

und hieraus, Z 0 gesetzt, auf die Integrodifferentialgleichung

/'(*)
/(*)

5 —• #
/(x+|) tZ| —/*(;c), (2)

welche / (x) bestimmt. (2) reduziert sich durch Ableiten und elementares
Umformen auf die Differentialgleichung

/"(*)/(*)-/»- '

/'Dr; /..,) :0
5 — a;

oder

rZ /'(x)
_

l /'(x)
(Zx /(x) s- -x /(x)

welche mit Hilfe des Ansatzes

/'(«)

0,

integriert wird. Man erhält

und hieraus

/(•«)

C(x)

- C(x)

2

.s* — a;

/(x) • /.'(s -x)\ (/. > Ol) (3)
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Durch (lio lineare Reservefunktion (l) wird als «diskontierte» Über-
lebensordtiung eine einparametrige Parabelschar mit Scheitel in (s, 0)
bestimmt *). Die Umkehrung, wonach die Funktionen (il) ein lineares
Dockungskapital bestimmen, ist durch elementare Rechnung verifi-
zierbar. Für Funktionen der Schar (il) ist nämlich

"<*+«>«= (ü « Y«--u
/('-) J V -H H-i

o

wodurch die Behauptung evident wird.

Satz 1. /YoZ-tmwZt// «ttd //Mwm7/.ß«tZ rfa/itr, da-s,s die /7conZwM«cr//c/t
cmt'ZZcZZ«diexeree etner pewme/deM Ferae/teriwjf m/Z /esZm Se/i/ïtssaZZer »

feicar tvi-r/att/Z, tsZ dir DareZeßbarfcetZ

- der dhs'/iwd-tcrZcw /«/(/cm dwe/i die Z'arafteZ

ffe(s-.i:ü, (A>0), 0 < a; < s"H., «>, ®

der 6AerZei)erj.s'ordm«w/ dvtre/t

/(a;) :

/<H(.s'- H |A 0, (5 <
^

0 < .c < s

(il')S

0 :r > .s

In Figur 1« sind Funktionen der Schar

(3) /(&') =/,:(»• H. (A >0)
dargestellt. Die Normierungskons tauten /r sind für die einzelnen Schar-
kurven derart gewählt, dass sich zu einem bestimmten Alter ® dieselben
Funktionswerte ergehen. /(;;;) fällt monoton für A > 0 und ist

I strikte konvex -), t'nlls A > 1 l
in 0 < :r < « • ist überdies

| konkav, falls 0 < A < I /(&')

im Intervall 0 < :r < « logarithniisch konvex.

') Zur praktischen Bestimmung des Mxponenten I vgl. [1] sowie die diesbeziig-
liehen Ausführungen in | 9j.

-) Die zweimal differenzierbare Punktion /(») wird im Intervall («,,«,) als
strikte konvex bezeichnet, wenn dort /"(.') > 0.
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/(•')

Figur It zeigt den durch die Funktionen (3) erzeugten Reserve-
verlauf. Den Abschlussaltern rr, und a;„ sind dabei die Reservegeraden

r/, </i und </, zugeordnet.

Die Überlebensordnung

/(.r) fce"(s-a;)*, (A > 0)



fällt im Intervall 0 < ;e < s monoton, falls A und Zinsintensität d der
Relation

A
d <

genügen *).

Da aus
/'(«)

/(*) 5 — £
,«(•'<;) + «5

(:r--.v) (/t + d) c >/ -A,
:r- -s =.- |
/< + d r/

i) Da /'(.t) /(eä'(s a)*"' [d(s ~ ®) ~AI> verschwindet die Ableitung in a, s -

und falls A>1 auch in «j s. Die an J(re) au stellende Forderung eines monoton
fallenden Verlaufes schliesst die Existenz eines Extretnums im Innern des Inter-
valles 0 < :c < s aus, d.h. es ist entweder a, .5- < 0, mithin »5 >0 und >s0 o

also f5 ^

A A A
(A > 0) oder a, s- > s, mithin

^ < 0, also <5< 0. Zu A 0 gehört

ein d < ü. Falls gleichzeitig A 0 und <5 0, wird 1(a) konstant.
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bestimmen die ku (3) gehörenden Sterbensintensitäten eine einpara-
metrige Schar gleichseitiger Hyperbeln mit Mittelpunkt M(.s, — <5)

A
und achsenparallelen Asymptoten (Fig. 2). /«(&) — <5 steigt

5 -X

in 0 < ;r < s monoton und ist in diesem Intervall konvex (beliebig
hoher Ordnung).

2. Linearer Reserveverlauf für die gemischte Versicherung mit festem
Schlussalter bei diskontinuierlicher Darstellung

Bei der diskontinuierlichen Darstellungsweise gilt im Falle linearen
Reserveverlaufes für die gemischte Versicherung mit festgehaltenem
Schlussalter s, (s ganz)

a.x-f- /
< 0 < < < s -

s - a; \0 < a; < s, s > 0 fest.
(4)

Mit

lässt, sich (4) in der Form

/(* + ")

v*~0 /(«)

/ («) ^ + < -I" '') f4 --
'

/ (z + 0 V / (j; - [- „) (5)
v 0 s -a;

schreiben. Frsetzt man darin 1 durch < 1 und subtrahiert beide Re-

lationen (5) voneinander, so gewinnt man

/'')/(•'• -M) 1
'

[/(•' : l) -/(•'• I / l^/'e .0

/(j;+f+l)~l
S X u 0

und für 1 - 0

ZV) /(.r)—
^

/ (m -h 1)
5 — X'

S-£-1

/ (•'' + *) •

»> —0
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Durch Differenzenbildung erhält man hieraus nach einigen Uiuformun-
gen für /(«) die nicht lineare Differenzengleichung

(s -- x — 1) [/ (x + '2) / (x) — f (x + 1)] —

-/(x + 2)/(x)+/(x + l)/(x) 0, (6)

welche vermöge des Ansatzes

'/!«) (7)

m eine lineare inhomogene für r/(x),

•s - - x I l
f/Oc-h 1)— </(x) (8)

x — 2 s - x -—2

und nach der Substitution

7'(x) - (s--x—l)<y(x)

m die besonders einfache Form

'/>(x-|-1) ' '/'(•'') -= 1 (9)

übergeht.

f/'r(x) xl -X

ist Partikularlösung von (9) und die beliebige periodische Funktion

</>o(x) tt(x), tt(x-)-I) — tt(x)

allgemeine Lösung der (9) zugeordneten homogenen Gleichung.

9?(x) xt — X + 71 (x)

ist demnach allgemeine Lösung von (9) und

m(x) /t —X 3r(x) fe + Trfx)
:/(-'V 1+ ' ' (10)

S—X—1 S —X —1 S — X — 1 5 — X — 1

(/i s- -1-f/c gesetzt) allgemeine Lösung von (8).
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Über die Lösungsfunktion r/(a) setzen wir im Hinblick auf ihre Ho-

deutung als diskontierte einjährige Überlebenswahrscheinlichkeit neben

stetiger Differenzierbarkoit monoton nicht wachsenden Verlauf voraus,

jrfjj ist in (10) mithin als Konstante zu wählen *j :

f/(Ü
a- -a; —1

s -:r - 1

1
A

s- - a'—1
(ff s- -A, A >02)). (Il)

') Ist 7r(.r) in (10) von einer Konstanten verschieden, so wird die Monotonie der
Lösungsfunktion zerstört. Um dies einzusehen, untersuchen wir den Verlauf der auf
das Koordinatensystem

1 £ s - 1 - x
1 »/ ff (a-) -1

bezogenen Lösungsfunktion

'1©

Die periodische Funktion 7r(f) sei im Fundamentalintervall beschrankt,

+ <m,
und stetig differenzierbar. Zu jedem Fundamentalintervall gehören daher minde-
stens eine Nullstelle der Ableitung »/(£), sowie zwei Argumente > und iL, in denen

r/(g) die Werte -|-s und t' annimmt.

Wählt man nun :>
4.1/

(12)

dann folgt aus *?'(£)
s'(i')

_
/O + a(H

£ £2

'/'(s) -

A'(i') < 4 k'

oder
f H f

* ' 4f
Für zwei Argumente und welche Bedingung (12) erfüllen, ist mithin

*?'(£.)> >0

und v(>x-^ <o,

woraus auf den nicht monotonen Verlauf der Lösungsfunktion >/(£) geschlossen wird.

-) A > 0 aus »/'(:«) >0.
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Das Bild clor Funktion </(«) —^ ist eine gleichseitige Hy-
perbel

' 'W
I f x -.s -f1^ U </(*) I

mit Mittelpunkt M (s — 1, 1) und achscnpavallelen Asymptoten (Fig. 8).
Zur Veranschaulichung der einjährigen diskontierten Überlebonswahr-
scheinlichkeiten ist nur der über dem Intervall 0 < x < er — 1 liegende
Hyperbelbogen H/1 geeignet; <r ist Höchstalter der Überlebunsordnung.

Unter Berücksichtigung von (7) und (11) erhält man für die dis-
kontierte Überlebensordnung die homogene lineare Differenzenglei-
chung erster Ordnung

/(''+ H 1 )/(Ü
"" '

/•('' • (" « -'•) (18)
y s-— x --1

mit der Lösung

/'„ -A) /> .r.i
_

7'(a) />-*)
~ "

/'(Ü /'(« ü- -x)
~ "

/'(«) /'(u x)
'

(ff s —A, A ' 0)

Satz 2. Ferh'm// die Z/esmie eiwer Ferac/tcjw«/ /cs/ew
S'c7i/u,s'su//er s m / //near, darm is'<

- die r/is/cordfcrte Z«/d /), dtwe/i

/(x)

/Ys -A) / Ys ./•)
&

^
A 0 <x<s A ff

/>•) /'s -A-x (14)

0 x > s — A

/(•'') fcfl- /.. f '
|

)• • ' * 8»

/(«) M I I V.. I
'''

)• fMls 1 ganz
s t /\ s-2 / \ s-A
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Kig. 3

- die Ûfcer/ebeMsorfÏMi'w/ d«rc/t

/(:/;)

(14')
As- - A) /'(s -a')

/c^' (A > 0, 4 < (5*i)), /. r;
/'(,) -x)

0 :c > s ~ A (j

(/et/efren. Dafcei is/

') Alis) 9er Voraussetzung des monoton fallenden Verlaufes von /(x) im Inter-
vall 0 < x -< s A, (A >- 0),

i'(®) b««[.5/(®)+ /'(»)] <0,
folgt unter Berücksichtigung von (15)

/'(x) /(x) [f> i/f(s-A-x) -- i/>(s-x) | < 0,

woraus ai if <5<v(s •x)-v(s-A-!b)= V
—j)\ s-A-x-k'f s-x+r

I

und wegen des in x monoton wachsenden Verlaufes der rechts stehenden Summe

l 1

(5 < y — - i f>*
()\s~A + r s+r

nu schliessen ist. Bei ganzzahligem A ist insbesondere in Übereinstimmung mit (23)

ü •

'

+
'

+ • +
'

s-L s-2 s-A
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- / I

<5* : Vf
,ro\s —A + v S + J»

Die Lösungsfunktion (1.4) ist im Intervall .r; < <r positiv; a; u ist
(kleinste) Nullstelle und spielt deshalb - wie bereits darauf hingewiesen
in unseren Betrachtungen die Bolle des Höchstalters der Überlebens-
Ordnung.

Aus /'(.,:) /(.r) [v(cr--a!)—v(#—«))

' ^ ' !•„)<"• Ü<n) ') (15)
„=o .v — :r -f r ff—- ,7: -|- v

uml ''(„) /•(,-„) ,<»_,)
7'(s) ,->« />— œ)

/ Yer) / '(s - ff)
Yv\ (1®')
7 (.s)

folgt, dass /(&) im Intervall a: < er monoton fällt.

') I'i'ir die logarithinischen Allleitungen der (lammafunktion

„(«)=,£ log /'(«)= '/g
und ^

j log /'(a)
rfa

gelten die aus dem Weierstrassschen Produkt hergeleiteten Keiliendarstellungen

'üu)+c=v( '
;

—Ü r+1 r + rt /

V I

'/(«) N)

") Nach dein Ergänzungssatz

ist

r(4)/'(i-i)=
Sin ç TT

VÜ) ~ V t — 4r) -rccotgln,

mithin /'(!-£)
P(f) '

sin £ Jt
V(1 ""£) COS I TT

TT

und liin^ I.
f->ü /'(4)
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Aus F(x) log \/(®)

schliessen wir auf

.Z'"'(x) yi'(cr—£c) — •»/;' (s — x)

s'
i ' '

r~o (ff — a; + v)® (s — x + vfS L.
^

(iß)

(x < er ; er s — A, A > 0).

Wegen 7<"(x) ,a(x) + <5, F"(x) /.<' (x)

wachsen die durch (14) bestimmten 'Sterbensintensitäten monoton mit
1

dem erreichten Alter. (16) lehrt, dass logarithmisch konvex ist, eine
/(®)

Eigenschaft, welche die Einzigkeit von Lösung (14) nach sich zieht.

Satz 3.

/» r(s—®)
(14) /(x) fc —1 — - - ff s A, A > 0

/'(.s) />-x)
eirmj/e Lo'satng der DiZ/eremew^Zeic/mw/

(13) /(a;+ 1) — "/(®) (ff s — A, A > 0)
s — a; — 1

1

mit ror</e(/ebewem /l?i/«w/swert /(0) /i, /itr weZetie m x < <r—1

ZogariZ/tmisc/t Ztonrex ist. ^(®)

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass

er — x 1

r/(x) — >0, für x < ff — 1 (und x > s — 1),
s — x - 1

lim f/(x + r) 1, (v ganz),
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r/f^ + v—-1)
lim log - - 0, (r ganz)

(/(:c-hr)

und class ft(x)
/(*)

der .Differenzengleichung

+ 1)
> M^') 0 (13')

<7(®)

genügt.

Es sei neben A(.r) auch /t*(.r) stetige und logarithmisch konvexe
Lösung von (13'). Aus

log /(. +1) log /( (*) — log 0(a;)
(17)

log k*(.r 1) log /i*(,r) — log </(#)

folgt durch Subtraktion die Periodizität der durch

ro(.r) log/t*(.x) — log 7t (a)

definierten stetigen Funktion,

ai(.r-pi) £o(a;).

Indem man die aus jeder der beiden Relationen (17) für die Argumente
® und a— 1 erhaltenen Beziehungen voneinander subtrahiert, erhält man

log /( (,r + 1) -(- log /( (a; — 1) — '2 log 7t (:r) log
^

.'/(•'•)

Iog//,*(;r -f I) |- log 7t* (a— 1)—21og7r*(;r) log
^

r/(z)

und damit wegen der vorausgesetzten Konvexität

0 < log /j (&• A) F log A (a: — A) — 2 log A (a) < log
^

0 < log//,*(;r-|-A) I log /t * (m — A) - 2 log 7t* (a) < log ^
</(«)
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mithin

co(,r -f A) -|- cu(.r— A) - 2ro(x) | < 2 | log
^

A
| < 1).

Wegen der Periodizität von co(.r) kann hieraus auf

ro(.r + A) + co(.r — A) — 2co(.x) j < 2 log
^

(r ganz)
f/(:B + v)

und hieraus durch den Grenzübergang r -s-œ auf

2
[« (•' + -f « (•' — A)] co (x)

und schliesslich, wenn :r -f- A durch ,r, x A durch y ersetzt wird, auf

fr n /'£+?/
^

[co(x)-f co(y)] co |
^

'

geschlossen werden. Die Funktionswerte co zu Argumenten, die auf der
Abszissenachse überall dicht liegen, bestimmen daher eine Gerade:

ro(.r) ist, weil stetig, linear:

ro(.r) -(- />',

insbesondere wegen der Periodizität, konstant,

co(.r) /i,

sodass log/»*(;?:) — 7Î + log ft(x),

/(*(x) =- /jft(x), (ft e" > 0)

und wegen der Anfangsbedingung

ft* (0) ft(0)
"

/c

,'ird.
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3. Die Umkehrung von Satz 2 für ganzzahlige A

Im Hinblick auf die Bedeutung von o s A als Höchstalter einer
Uberlebensordnung beschränken wir uns im folgenden auf ganzzahlige
Werte von A. Wir zeigen, dass die Darstellungsformeln (14) und (14')
auch hinreichend sind für den linearen Verlauf des Deckungskapitals
einer gemischten Versicherung.

Unter den Voraussetzungen

« — •(' « > 0 ganz

er - -; m — A > 0 ganz, (d. h. 0 < A < », ganz)

ist nach (14)

« -1 -D

/(j: + I) /'(« -A) /'(« 4)
'

A

/(;r) /'(m) /'(m A 4) /« -1

\ *

woraus sich für den temporären Leibrentenbarwert

f. "
x'-l /(a' + 0 I "xVV" -1 —W + l\

_ VI -/ 'i.

?di /(&*) / « i \ fid v ^
/ -a i\ A +1(V)-'" "

/.

'"'"•r 'C, ;
'j ' (1»)

eine von der Rentendauer proportionale Abhängigkeit ergibt. Da

* '
"i+(:s-a.-(i '

^ _j_ J
' (^')

lässt sich durch formales Rechnen

' .-*• <">

die Linearität des Beserveverlaufes nachweisen.
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Falls / < 0 ist das Höchstalter r; dos Sterbegesetzes, nach welchem
die Barwerte « gerechnet sind, kleiner als das Schlussalter » der gemisch-
ton Versicherung. Für die im Intervall

er — 1 < a; -(- / < s

liegenden erreichten Alter verliert in (18') das Barwertsymbol seinen
realen Sinn; es ist absurd, den verwendeten Begriff der Leibrente mit
einer ausgestorbenen Gesamtheit in Vorbindung zu bringen. Die Über-

einstimmung der Reserven (19) und (4),

I ' (I" 0

ist mithin nur für 0 < < < er -1 — cc

erfüllt. Da jedoch die in (18') auf der rechten Seite stehende Funktion
keiner Altersbeschränkung unterliegt, ist in ihrem Verlauf eine «ana-

lytische» Fortsetzung der Barwertfunktion für Alter a;-[-<>ff—1 zu
sehen. Setzen wir ,über das erreichte Alter ff —1 ge-
mäss (18') fort, gilt (19). damit die Übereinstimmung der Reserven

und (0 < / < .s- — a;) uneingeschränkt bis zum
.v j;

Schlussalter s der gemischten Versicherung.

Wir illustrieren diese Frwägungen am Beispiel A --'2. Die zu A ==2

gehörende diskontierte Überlebensordnung

'<*> '(" »">)(' v%)
ist eine Parabel mit vertikaler Achse und den Nullstellen

a:,— ff ä 2, a\, • »—1. (Fig. 4).

Die Barwertfunktion
S' ./• /

^x-f- < :s-x-/| g '

in Abhängigkeit vom erreichten Alter .r -Rf eine fallende Gerade mit
Nullpunkt in s, nimmt in ,r s —8 den Wert 1 an, um in den dar-
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auf folgenden Altern s —'2, .5— 1 und s jegliche reale Bedeutung zu vor-
lieren. Ordnen wir der für x + f s-—2, s — 1 und s anschaulich nicht
mehr interpretierbaren Barwertfunktion die Werte 1/^ und 0 zu,
wird das nur bis zum erreichten Alter x-f-f s — 3 definierte, in f
lineare Deckungskapital bis zum Schlussalter s geradlinig auf den End-
wert 1 fortgesetzt.
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Satz 4.Für das «di.s/ccmh'erfe» Sterbei/esete

'(") *(>-,_«) - (>-,.!*)• « > " *•»•>

üerZmt/< das Dec/cM«</sfcapi<al der </e»nsclite« Feracbmmijf md Seldatss-

edler s m JwteruaZl 0 < < < s — A — at linear :

(K:s-x|
'

(0 < << s—A — ®),
s — a;

Dnrcb Forteefee« des lietrieertes der temporäre« Leibrente über dees Se/dnss-

alter a s — A der 6'6cri!ef>eMsord«M«j( bineens miltels

s — a; — 1

^ic-H :s-z-Jj ^ J

wird mte/t das Z)ecb««(/s/capilaZ bis 2«r» »S'cbLessalter s linear /orl^esefel.

4. DerVerlaufderÜberlebensordnungenbei ganzzahligen Höchstaltern

Ist A positiv und ganz, vereinfacht sich (14) zu (20)

einer Parabel der Ordnung A mit den Nullstellen a^ =s — A er,

,r.j s — A-hl, •••, s — 1. Da /'(&) eine Parabel der Ordnung
A — 1 ist, liegt zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von
/(&) genau eine Nullstelle der Ableitung, also ein Extremum der Funk-
tion. Fig. 5 zeigt den Funktionsverlauf für die Parametonverte A — 0,

1, 2, 3 und 4 *).

(Verlauf der diskontierten Zahlen in einem

von Sterblichkeit und Zins freien System)

r \ (z. 13. als Sterbegesetz von Moivre im zins-
s-1 / freien System interpretierbar)

'wh )('-.-V)

/Ar)
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/'(a) — /(x) V *
(A > 0)

V I S — £ — ^

und hieraus für die Richtungsgrössen der Tangenten an/(«) in den End-
punkten des Darstellungsintervalles

W) -*(*. i + 2 - + )' '



/'(«-A) —fc
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(A —1)

(s —1) (s—2)... (s—A)
(A > 0).

Für die Summe der reziproken Wurzeln von /(«) werde die Bezeichnung
d* eingeführt,

1 1 1

<5*= -+ — + ••• + (A > 0).
S — 1 5 — 2 5 — /l

(21)

Die im Anfangspunkt (0, fc) an die «diskontierte» Überlebensordnung
1

konstruierte Tangente schneidet die «-Achse mithin im Abstände

vom Ursprung.

Da

'"<*> - '» (.J--*1
ist /(«) im Intervall 0 < « < s — A, (A > 0) konvex.

<U

Um den Gesamtverlauf der «diskontierten» Sterbegesetze über-
blicken zu können, beziehen wir deren cartesische Darstellung auf das

Koordinatensystem

0'(£,*?),

und erhalten *)

~
2

(A ^
(A > 0)

---(s-l)(s-2) (s —• A) /(«)

r?
r- p A 2p, p 1,2,3,

-f (£®—1®) 2®) (f"-p®), A 2p + 1, p 1, 2,3,

(22)

1, 1 0

-f, A 1
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Bei geradem A vorläuft die «diskontierte» Überlebensordnung axial
symmetrisch zur Vertikalen durch 0'(s—-p, o) (//-Achse), bei ungera-
dem A jedoch zentrisch symmetrisch zu ()'(«— l —jj, «).

»V »— —
^ ist Scheitel der Parabel /,. Von /, liegt

\ 2 4 (Ä—1) (« — 2) / " " "

9/c
ein Maximum mit der Ordinate auf der

4(s-l)(s-2)(s -3) (s —4)

vertikalen Symmetrieachse durch 0'(s—,',o); zu den Argumenten

&

s— 4. 1/5 gehören die Minima —" (s — 1 (s — 2) (s — 3) (s — 4)

Bei ungeradem A ist 0' Wendepunkt. /,, nimmt in a: s — 2+ J J/3

die extremalen Werte 4
' '

- an.
9(.v—1) (s — 2) (s —8)

Für die ('20) zugeordnete Überlebensordnung
(20')

wird im Intervall 0 < a; < s — A monotones Fallen, d.h

Z'(a;) Z(a:)
1 t 1

I O + •" +
s — .1 — ,7; s — 2 — :c .s- — A — a:

<0

vorausgesetzt.

d < d* (23)

mit

(21) 3*= V -I-
'

(A>0)
6' — 1 S — 2 5 — A

ist notwendige Bedingung.



Da ï'(0) fc(d —d*),

hat das Sterbegesetz ('20') zum Anfangspunkt (fc, 0) eine Subtangente

der Länge

Wir bezeichnen den kleinsten Wert von A, für welchen bei gegebener
Zinsintensität d Bedingung (23) noch erfüllt wird, mit A* und stellen
dessen Werte für einige gebräuchliche Zinsfiisse und Schlussalter in der

nachfolgenden Tabelle zusammen:

Zinsfuss

%
<5

Schlussalter s

40 50 60 70 80 00 100

2 0.019 803 1 1 2 2 2 2 '2
'

2/z 0.024 G93 1 2 2 2 2 3 3

3 0.029 559 2 2 2 3 3 3 3

31/2 0.034 401 2 2 3 3 3 4 4

4 0.039 221 2 2 3 3 4 4 4

4(4 0.044 017 2 3 3 3 4 4 5

Da

/'(*) _ 11 1

' /(s)"-=/•(*> + «= +
.v — 2 — ,c

+ - +
s — A — a;

'

(A > 0),

haut sich für Sterbegesetze (20) die Intensität /,t (m) <3 durch Super-
position von A kongruenten gleichseitigen Hyperbeln

//, //, — (r 1. 2 A)
s—v—a;

auf.

Die Mittelpunkte dieser kongruenten Hyperbeln liegen auf der anAchse

äquidistant in s — 1, s — 2, ..s— A; die ;c-Achse ist gemeinsame
Asymptote (Fig. 6).
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[1] 1?. Ifat/etier, «Sulla rappresentaziono di una legge di sopravvivenza in huso
all'andamonto dello riserve matenuitiche», Giornale dell'Istituto Italiano degli
Attuari, annata XX (1957).

[21 « Das Zinsfussproblem bei der Leibrente», Mitteilungen der Vereini-
gung schweizerischer Versicherungsmatheniatiker, Band '25 (19:10).
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