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Bemerkungen und Anwendungen

zur Theorie von Cantelli

Von W. Frauenfelder, Ziirich

Der als «Theorie von Cantelli» in die Literatur eingegangene I'un-
damentalsatz der Cantellischen Kapital-Angammlungstheorie wird in
enger Anlehnung an die Originalarbeiten «Genesi ¢ costruzione delle
tavole dimutualitd» (Bollettino di Notizie sul Credito e sulla Previdenza;
Roma 1914) und «Sulle leggi di mutualitd e sulle equazioni delle riserve
matematichen» (Giornale dell’ [stituto Italiano degli Attuari; Roma 1938)
kurz dargestellt und hierauf diskutiert. Anschliessend sind einige Bei-
spiele von moglichen Anwendungen zusammengestellt.

1. Die Grundlagen der Theorie von Cantelly [1], [2] 1)

Wir gehen aus von der kontinuierlichen Abfallsordnung eines ge-
schlossenen Kollektivs in der Form

;

*m
bepy = lr—J 2 UL by - A

fe=1
oder t (1)
RS (k)
ﬁJ ;{1“’::—1—! - di

Dabei bedeutet I, den Ausgangsbestand gleichaltriger lllemente und 1) |

deren Ausscheide-Intensitit aus der k. Ursache (k == 1,2, ... m) in der
Zeitspanne dt.

1) Zitfern in [ ] beziehen sich auf den Literaturnachweis (Seite 88).
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Die i Kollektiv verbleibenden Flemente entrichten in der Zeit-
spanne dt den Beitrag ,P,; den aus dem Kollektiv austretenden Hle-
menten wird die Le\lstunﬂ A® -V, zugeordnet, wobei ,V, das Netto-
Deckungskapital dieser Versicherungsform bedeutet.

Die Berechnung des Deckungskapitals als Differenz der aufge-
zinsten Summe sédmtlicher Einnahmen und Ausgaben ergibt eine Vol-
terrasche Integralgleichung 2. Art von der Form

(2)
¢ m
P — [ S B A Ve

-+ _I :L}u u, .z: r-Hu zHu u
0 0 1&--—

Die zu Gleichung (2) zugeordnete Differentialgleichung — aus Ditfe-
rentiation nach ¢ bestimmt — lautet

d ,
(l;v(ltvt) =L P—1, V- 4y, (3)
'n! m
wobel i = 2 ey und gy d; = 3 uffH 9,
- U
mit i) =9 und AV = 0.

Die Losungsfunktion von (8) und damit auch von (2) erhalten wir aus
Integration nach {,V;, Division durch [, unter Beriicksichtigung von (1)
und Nullsetzen der Integrations- Konstanten 17, mib
; 113
: S Ay—pe) du
Vi= [B-et ™™ " du. (4)
D
Losung (4) lisst sich in der Integralgleichung (2) nach Division mit [
D o e} o) ¢
und Anwendung der Formel von Dirichlet direkt verifizieren.

2. Die Aussage der Theorve von Cantelly

Die Deckungskapital-Funktion V, hat geméss IFormel (4) die [igen-
schaft, dass Ausscheide-Intensititen und Leistungs-Iaktoren nur in der
Verbindung

ud —p
auftreten (die Indices werden kiinftig nicht mehr angetiigt, ebenso gilt
immer p" — 6, A = 0). Diesen Ausdruck nennt Cantelli dic

Mutualitits-(Intensitits-) Funktion.



Sie ist fiir eine gegebene Versicherungsform eindeutig und gibt Anlass
zum Fundamentalsatz der Kapital-Ansammlungstheorie:

Ziwel Versicherungsformen mit gleicher Primie und mit Ausscheide-
Intensititen g bzw. g und Leistungen ¢) baw. () haben bei gleicher Mu-
tualitats-I'unktion gleichen Deckungskapital-Verlauf.

Durch die Umformung des ["'undamentalsatzes mib
e " .
ud =pd-—pu+pn, n="> , Q= AV
7
1 (5)
O=dAV = (nd —pu+p)V=0+5Q—V)
!
ergibt sich die gleichbedeutende Formulierung [3]:

Werden Leistungen = @ |-7(¢) — V) mit zugeordneten Aus-
scheide-Intensititen g ersetzt durch Leistungen () mit zugeordneten
Ausscheide-Intensitdten g == (1 + ) u, so resultiert bei gleicher Primie
gleiches Dockungskapital.

Aus den Ansitzen

A =0 und damit ged —= pgd—pu--p =0

entsteht eine weitere, spezielle Formulierung [4]:

Werden Leistungen ¢ = A -V mit zugeordneter Ausscheide-Tn-
tensitit ¢ ersetzt durch Leistungen () = 0 mit zugeordneter Ausscheide-
Intensitit == (1 —A) u, dann ergibt sich bei gleicher Primio gleiches
Deckungskapital.

3. Der Inhalt der Theorie von Cantells

Der Inhalt der Theorie von Cantelli ldsst sich am besten aus einer er-
sten Anwendung des 'undamentalsatzes veranschaulichen [ 1], 2],[3],|5]:

Tirweaterungssatz:

iine gegebene Versicherungsform kann dureh Ausscheide-Intensi-
titen ™Y mit zugeordneten Leistungsfaktoren 4™ — 1 erweitert
werden, ohne dass sich dadurch — bei gleicher Primie — der Deckungs-
kapitalverlauf indern wiirde.
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Diese Aussage 1st eine unmittelbare Molge des Begriffs des Deckungs-
O o o o
kapitals und Lisst sich aus der [nvarianz der Mutualititsfunktion her-

leiten
m- 1
\‘ M(A ¢[ k) — h) \‘ A *,U,(M
I\«“O I»———()

fiir /’L(m—H) $ u(l\;k\/m) und A(m+l) — 1.

Iis zeigt sich nun, dass der Fundamentalsatz und der Erweiterungssatz
das gleiche aussagen, da der 'undamentalsatz ohne weiteres als An-
wendung des Frweiterungssatzes dargestellt werden kann:

Nehmen wir an, bei einer bestimmten Vm‘t;icl101‘ngsform wiirden
die Ausscheide-Intensititen g um den Wert » — u— p vergrossert
(die Betrachtungen sind bei positivem oder negativem Wert fiir » giiltig).
(remiiss dem urspriinglichen Modell ist fiir die mit der Intensitib ¢ Aus-
tretenden der Betrag ) als Leistung vorgesehen. Den mit der [ntensitit
v = p — p zusitzlich Austretenden konnen wir gemiiss irweiterungs
satz das vorhandene Deckungskapital V mitgeben, so dass im gesamten

nwQ vV

oder im Durchschnitt fiir jeden Austretenden der Betrag

w4V
w—v

ausbezahlt werden kann. Damit erhalten wir bei Variation der Rech-
nungsgrundlagen ein System von Bedingungsgleichungen, das bei glei-
chem Deckungskapitalverlauf gleiche Priimie und umgekehrt gewdihr-
leistet :

B B AR O (8 M(n) 74
w vorgegeben: () 2+ 14

‘u(lc)
_ . )V
i ® — Y
() vorgegeben: u" = pu oW

Diese Betrachtungen sind formelmiissig identisch mit Formulie-
rung (5) des Fundamentalsatzes. Sie zeigen, dass der lirweiterungssatz
weniger eine Anwendung der Theorie von Cantelli als die Theorie von
Cantelli eine Anwendung des Lrweiterungssatzes darstellt. I {ibrigen



ist fiir die Formulierung des Frweiterungssataes ein Riickeritt auf die
Mutualititsfunktion und damit anf die Integralgleichung (4) nicht not-
wendig; sie lisst sich bequem und iibersichtlich aus der identischen Um-
formung der «gewdhnlichen» Differentialgleichung  des  Deckungs-
kapitals ableiten:

V= P—u@Q) +nV

=P —uQ—vV-+ut+nV (6)
oul) LV
i

4. Bemerkungen zum Ansatz Q, = A,V

Beim Studium der Theorie von Cantelli fillt der ungewohnte An-
sabz fiir die Leistungsfunktion ¢), = A,V, auf. Dieser Ansatz fithrt zur
Definition der Mutualititsfunktion, welche ihrerseits zur « T'heorie von

Cantelli» Anlass gibt,

Iis wurde jedoch im vorangehenden Abschnitt gezeigt, dass der
Frweiterungssatz ohne Schwierigkeiten auch aus der Differentialglei-
chung (6) abgeleitet werden kann, d. h. dass der Ansatz @, — 4,V
keinen bestimmenden Einfluss auf das Frgebnis der Untersuchungen
hat.

Grundsitzlich ist zum Ansatz @, = A,V, folgendes zu bemerken:

Iiine Versicherungsform ist durch diec Werte ¢, und ¢, bestimmt
(©), £ A,V,), woraus mit Hilfe des Aquivalenzprinzips die Grosse P,
berechnet wird.

Das Aquivalenzprinzip — als Ausdruck des gerechten Spiels — for-
dert aut Grundlage der Werte u, Gleichheit zwischen den Leistungen ),
des Versicherers und den Gegenleistungen P, des Versicherten, oder in
Formeln ausgedriickt

u
hn i
A ~J , dw
0 = [ (Pu*“#u Qu) *Com ~du. (7)

0

Aus dieser Gleichung wird nachtriiglich als technisch notwendige Riick-
lage wihrend des Zeitintervalls 0 < ¢ < n das Deckungskapital

6
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u

‘ — 1]
V‘ = f (Pumluu (L)u) <6 tfﬂudu’ ~du (8)

0
cefiniert, wobel gemiss Voraussetzung V, = 0.

Im Gegensatz zu diesermn Vorgehen wird bet Cantelli dag Deckungs-
kapital nicht sekundér im Anschluss an die Aquivalenzgleichung, son-
dern gleich primér in Verkoppelung mit den Lieistungen ¢, des Versiche-
rers eingefiihrt. Die Definition als Differenz zwischen Ilinnahmen und
Ausgaben (2) ergibt dann als Losungskurve Formel (4).

Die beiden Ditferentialgleichungen (8) bzw. (6) sind gewdhnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung; ihre Lisungskurven (4) bzw.
(8) bilden je eine wohldefinierte, einfach unendliche Schar von Kurven,
welche sich nirgends beriihren (fiir jedes Wertepaar V’, ¢ ist V7 eindeutig
definiert).

An die Losungskurve wird die Anforderung gestellt, dass sie im
Punkte ¢ = 0 (d.h. vor Beginn der Versicherung) eine erste Nullstelle
und im Punkte ¢ = n (d.h. nach Abwicklung siimtlicher Versicherungs-
vortille) eine zweite Nullstelle annimmt.

Fiir die durch P, p und @ definierte Liosungskurve wird die erste
Nullstelle durch Nullsetzen der Integrationskonstanten, die zweite Null-
stelle gemiiss Voraussetzung (7) erreicht.

Die durch P, g und A definierte Losungsschar ist nun aber offen-
sichtlich iiberbestimmt, da sie als einfach unendliche Liosungsschar nicht
zwel Nebenbedingungen geniigen kann: Nach Nullsetzen der Inte-
grationskonstanten ist die Losungskurve durch die Werte P, g und 4
eindeutig festgelegt und nimmt im Punkte ¢ = » folgenden Wert an:

(1]
T/” _ J’.' Pu e {(,u“.-lu—,uu)du ol 10 (420
0

Als Besonderheit ist zu vermerken, dass der Typus (8) der Diffe-
rentialgleichungen monoton nicht abnehmende Losungskurven (4) er-
zeugt (P ist positiv anzusetzen), welche fiir alle moglichen Werte fiir A
nach Nullsetzen der Integrationskonstanten keine Nullstelle mehr an-
nehmen,

Abschliessend kann gesagt werden, dass der Ansatz @, = 4,V, [1],
(2], | 6] nicht notwendig ist und dem versicherungsmathematischen Kri-
terium des Aquivalenzprinzips keine Geniige leisten kann, weshalb er
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2w verwerfen ist. Die Leistungsfunktion ¢, dart allgemein nicht in Ab-
hiingizkeit des Deckungskapitals angesetzt werden, mit Ausnahme der
sich aus der identischen Umformung der Ditferentialgleichung (6) er-

gebenden Spesialfille.

4. Definition von « A quivalenten Versicherungsformen»

Fine gegebene Versicherungsform wird im folgenden symbolisch
bezeichnet mit
. _— L2 m, Nl 2 m
L Q) = et s 6™ QL Q% .. Q™).

~ . . . e . . .
Soll auch die Zinsintensitit 9 in die Betrachtungen einbezogen werden,
gelten ftiir sie dieselben Gesetze, wenn nur das zugeordnete () — 0

gesetzt wird.

Defination

Ziwet Versicherungsformen mit identischen Differentialgleichungen
des Deckungskapitals werden im folgenden dquivalent genannt.

Aquivalente Versicherungsformen haben immer gleiche Primie und
gleiches Deckungskapital; ihre Ausscheide-Intensititen und Leistungs-
funktionen dagegen brauchen nicht identiseh zu sein, miissen sich aber
per Definition in folgende Bedingungsgleichungen einordnen lassen:

Satz A (Ilrweeiterungssalz)
{p;Q) = lu,v; 0, V).

Fine Versicherungsforny, die durch Anwendung des Frweiterungssatzoes
aus einer bestehenden Versicherungsform hervorgeht, ist mit der ur-
spriinglichen Versicherungsform équivalent.

b‘(tié’ [)) {‘u;(z)} — l‘“’;a}}
tir g0 = }_:,l&(/") == .,_,\__:Ju.(” == gy
(%) (n
und 1@ = 3, p00% = 300 = 5.

r . . . . .
Zwel Versicherungsformen, von denen je die Summe der Ausscheide-
Intensititen und der ausbezahlten Betrige gleich gross sind, sind aqui-
valent.
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Satz C {1;Q) = D1 {0}

fie @ = >,"Q.

C
r

Fine Versicherungsform ist dquivalent einer Summe von Versicherungs-
formen { 1;"Q 1, sofern diese einzelnen Versicherungstormen in bezug zur
urspriinglichen Versicherung identische Ausscheide-Intensititen und
gesamthaft die gleichen Leistungsfunktionen aufweisen. (Beispielsweise
sind zwei gemischte Versicherungen zu je I'r. 5000 dquivalent einer
gemischten Versicherung zu I'r. 10 000, sofern sie in allen technischen
Daten iibereinstimmmen.)

6. Anmwcendungen der Theorie von Cantelly

Die im vorangehenden Abschnitt definierten « \quivalenten Ver-
sicherungsformen» gestatten, eine gegebene Versicherungsform unter
bestimmten Voraussetzungen aufzuteilen und zu zergliedorn. Mit don
daraus gewonnenen Irkenntnissen iiber den innern Aufbau und die
Struktur der Versicherung konnen einige Ndherungsformeln der Ver-
sicherungsmathematik begriindet werden, Uber die Qualitiit der Nihe-
rung kann zahlenmiissig nichts ausgesagt werden; dies bleibt der prak-
tischen Rechnung vorbehalten.

a) Die « Theorie von Cantelliy
Die Kombination von Satz A mit Satz 3 ergibt das bekannte Resul-

tat (6) fiiry = p—u

1
Q) A, v;Q, VB [lu + v; (1eQ) ~}—vV)1-

e |

b) Irmattlung der Primiendifferenz bei Anderung der Auwsscheide-
Intensutdten [T

Itiir die wrspriingliche Versicherungsform gilt

nQ —'r‘VV ]

i :‘!v_“_[ﬁ; .
{' Q}ﬁﬁ]‘ J ]
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Toes . . .
Ifiir die neue Versicherungsform gilt

{‘u.;(b) } .
Die Differenz davon betriigh gemiiss ¢

[ w@Q) vV | l ——

O i

': YU = l \
'H, . [N',

X . - . ‘e

Sofern Ausscheide-Intensititen ecindert werden ohne gleichzeitige

\ndoumrr der Leistungsfunktionen, ist die neue Priamie gleich der ur-

spriinglichen Priamie, erhoht um die Priamie fiir die Versicherungsform

TR , ,
'{H; e (Q— V)l , wobei V' das Deckungskapital von |5 ¢)} bedeutet,
I

Die gleiche Aussage gilt fiir den Verlauf der Deckungskapitalien der

beiden Versicherungsformen.
¢) Die Ladstonesche Formel und deren irweiterung auf mehrere
I.J(’)b(?’?b l” l

Wir wenden vorerst Satz O auf cine allgemeine Versicherungsform an

{u,() = {ul,‘t , - SNALN LS L™
¢ {,u,l,‘u'“’ o™ QLT L Vl}

)

- 3 2 72
-+ {‘ul,/ﬁ, o™y VRO VR

I \l‘ul“u"&, ‘u)m; |44 Vm’ (b)m }
L2 I 7 W P
— {;L W o ps VRV L

m
wobei Vi = \‘ Vi M Vi
;--1 j=i l L
und verfiigen, dass V& gleich dem Deckungskapital der Versicherungs-
form {/n("); (g(")} ko= 1,2, ...m,sei. Damit reduziert sich das obige
System auf
m
(1A D@0 — s, V]

I\Hl

mit V# = Vh,
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Gehen wir nun mit der Ndherung

By ag g T My -+ R + .. Hym

in die reduzierte (ileichung ein, erhalten wir fiir Q¥ — @

m

wtll == % 1 . S e

{r”‘rl oo yy ? (t) | li”’.z'k-‘ (t) } l:"":a'lm-; iy ? lV | *
k=1

Iirsetzen wir nun noch das Deckungskapital V% dureh das Deckungs-

kapital der Sparversicherung (welche sich symbolisch als « Nullversiche-

rung» darstellt), erhalten wir ans

‘ | Il
et Tl T

Vo= (m—-1)-V

n

und |,

die Veralleemeinerung der Lidstoneschen Formel mit

m
. . AN | ‘ ; 13
Uy g * (') } o }'.'\""]1 ltl'l-ﬂk ' (l) } ) (m’ o l‘) { } 4

welche Bezichung auf den Verlauf der Pramien wie auch der Deckungs-
kapitalien anwendbar ist:

m
> N p . b
l.'l'l.’l'g,..l'm :.FL} ~~ P [.‘?‘k:?! (7rb l) l I
=1
m
) ;
Vltla'g...arm:m i )_,,I V;rkn: ) (’”L'"* l) Vn £
k=1

d) Niherungsformeln der Invalidenversicherung 81, [10].

Der Barwert fir die Invalidenrente eines im Alter z - ¢ invalid
werdenden Versicherten wird im folgenden mit 13, bezeichnet.

Die genaue Berechnung der Invalidititspriamie stiitzt sich auf die
Invalidierungs-Intensititen ' mit den zugeordneten Leistungen f3
sowie auf dio aktiven Todesfall-Intensititen ¢ mit den zugeordneten
Leistungen 0

L0 Byt

Werden die Invalidierungs-Intensititen geindert, dann édndert sich
die Versicherungsform gemiss Beispiel ) in

[

L ;
l oy

W B (@Y o )Y |

' ! ]
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oder, bei Vernachlissigung des Deckungskapitals ¥, in

l‘u",,u“; i B,o [ ¢ 'Uf- [,u",{u'“; 3, o' .
N R |

] F
Die gewiinschte neue Primie der Versicherungsform {‘d",,;,i"; B,o}
berechnet sich demnach niherungsweise aus Multiplikation der ur-

)

. . . . . (! . 7]
spriinglichen Priimie mit dem Ifaktor —-, wotiir [ 10)
12
L] i 4)
P 1 x @1 xr-fn-1
P®~ pi. .:1) + ky fl; - con B '(FI; '
no| 1 1
z -1 z-tn-1

eine Berechnungsweise fiir die Praxis darstells.
An Stelle der genauen Invaliditits- Primienberechnung kiénnen
auch Versicherungsformen mit gewéhnlichen Sterbe-Intensititen p
i

. g 2
und mit zugeordneten Leistungen ~— BB
7

i

’ i
| outac] | I, |
l oy — BJ = |,u‘,,u",‘u; 13,0, V’l- |- ]Ju‘,‘u“, w; VOV -V
7
| i
herangezogen werden, oder man kann ganz auf die Finrechnung einer
Sterblichkeit verzichten (beide Beispiele in [8])

. i ,
o, 2 plae] o o nopel ]
oo o a ) ’ i a . 1 e i
I(), 7 B] - ‘ ."éLuU' s s 1))’ o, V ‘ "I“ l‘u 2t L V ’ V ’ ™ V’} 4
Wird die urspriingliche Versicherungsform fiir die genaue Priimien-
berechnung erweitert zu
Ii “. B IA_li 8 .« B V'l
],u , 1 ,o] -]/,.z S0 s Bo, J,
(lann sicht man beim Vergleich der drei Versicherungsformen, dass sie
— bet Vernachlissicune ihrer Deckungskapitalien V'’ bzw. V'’ baw. V'’ -
o] o] o
niherungsweise durcheinander ersetzt werden konnen.



(1]
(2]

[9]

[10]
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