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Bemerkungen unci Anwendungen

zur Theorie von Cantelli

Von IF. Fraum/eMer, Zürich

Der als «Theorie von Cantelli» in die Literatur eingegangene Fun-
damentalsatz der Cantellischen Kapital-Ansammlungstheorie wird in
enger Anlehnung an die Originalarbeiten «Genesi e costruzione delle
tavole di mutualità» (Bollettino di Notizie sul Credito e sulla Previdenza ;

Roma 1914) und «Sülle leggi di mutualità e sulle equazioni delle riserve
matematiche» (Giornale dell'Istituto Italiano degli Attuari; Koma 1938)
kurz dargestellt und hierauf diskutiert. Anschliessend sind einige Bei-

spiele von möglichen Anwendungen zusammengestellt.

7. Die Gnmdfcw/ew der T/ieorie row CcmfeK [1], [2] *)

Wir gehen aus von der kontinuierlichen Abfallsordnung eines ge-
schlossenen Kollektivs in der Form

/" W

A(-( ~ ^ I A
i
/4-1/. ' ^.r-H ' ^

0

oder i (1)
/" m

-1 Mi*«"
Ah — A®

Dabei bedeutet 4 den Ausgangsbestand gleichaltriger Elemente und /4't i

deren Ausscheide-Intensität aus der fc. Ursache (7c 1,2,... m) in der

Zeitspanne di.

*) Ziffern in [] beziehen sieh auf den Literaturnachweis (Seite 88).
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Die iin Kollektiv verbleibenden Elemente entrichten in der Zeit-

spanne dt den Beitrag ,P^; den ans dein Kollektiv austretenden l'Ile-

menten wird die Leistung • ,1^. zugeordnet, wobei das Netto-
Deckungskapital dieser Yersichorungsfonn bedeutet.

Die Berechnung des Deckungskapitals als Differenz der aufge-
zinston Summe sämtlicher Einnahmen und Ausgaben ergibt eine Vol-
terrasche Integralgleichung 2. Art von der Form

Z £ m

W« • / W» • «P* • • <*« -/ /, H.
• SA • • ,7* • • d«.

0 0 /c i

Die zu Gleichung (2) zugeordnete Differentialgleichung - aus Diffe-
rentiation nach Z bestimmt - lautet

Z<P,-Z,F,-/<^, (3)
tu

m m

wobei /«(
/c 0 fc-0

mit /b°' i? und 0.

Die Lösungsfunktion von (B) und damit auch von (2) erhalten wir aus

Integration nach Z,Fj, Division durch Z, unter Berücksichtigung von (I.)

und Nullsetzen der Integrations-Konstanten l{, mit

r, f (4)
0

Lösung (4) lässt sich in der Integralgleichung (2) nach Division mit Z,

und Anwendung der Formel von Dirichlet direkt verifizieren.

2. DA; N«.s'.s«pe der T/feorte twt C'cmZeZZt

Die Deckungskapital-Funktion F, hat gemäss Formel (4) die Eigen-
schaft, dass Ausscheide-Intensitäten und Leistungs-Faktoren nur in der

Verbindung
•/£

auftreten (die Indices werden künftig nicht mehr angefügt, ebenso gilt
immer/h"' <5, /L"' 0). Diesen Ausdruck nennt Cantelli die

Mutualitäts-(Intensitäts-) Funktion.
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Sic ist für eine gegebene Versichorungsform eindeutig und gibt Anlass
zum Fundamentalsatz der Kapital-Ansammlungstheorie :

Zwei Versicherungsformen mit gleicher Prämie und mit Ausscheide-

Intensitäten/,« bzw. /« und LeistungenÇ bzw. haben bei gleicher Mu-
tualitäts-Funktion gleichen Deckungskapital-Verlauf.

Durch die Umformung des Fundamentalsatzes mit

/< A /,«A - /« + /«,
' '

Q /IF

i
'•»

V A F _ (/« ,1 -/.« + /«) • F Q + // (Ç - F)
/A

ergibt sich die gleichbedeutende Formulierung [3]:

Werden Leistungen Q -[- (Q — F) mit zugeordneten Aus-
scheide-Intonsitäten /« ersetzt durch Leistungen Q mit zugeordneten
Ausscheide-Intensitäten/« - (I. -| - »?)/'-, so resultiert bei gleicher Prämie
gleiches .Deckungskapital.

Aus den Ansätzen

A 0 und damit /«A /«A- -/«-|-/< 0

entsteht eine weitere, spezielle Formulierung [4]:

Worden Leistungen Q — A- F mit zugeordneter Ausscheide-In-

tensität/« ersetzt durch Leistungen Q 0 mit zugeordneter Ausscheide-
Intensität /« (l - A)/«, dann ergibt sich bei gleicher Prämie gleiches
Deckungskapital.

A. D«r /•»/««?< der T/tßoric w» Ca»feWi

Der Inhalt der Theorie von Cantelli lässt sich am besten aus einer er-
sten AnwondungdesFundamentalsatzes veranschaulichen [1],[ 2|,[8 |,[ß]:

7?ru«5i<mtw/ssafe:

Fine gegebene Versichorungsform kann durch Ausscheide-Intensi-
täten /«('" + '> mit zugeordneten Leistungsfaktoren A'"'*'' 1 erweitert
wurden, ohne dass sich dadurch - bei gleicher Prämie - der Deckungs-
kapitalverlauf ändern würde.
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Diese Aussage ist eine unmittelbare Folge des Begriffs des Deckunga-
kapital« und lässt sich aus der Invarianz der Mutualitätsfunktion her-
leiten

m m -f L

/c=0 /c=0

für /A'»+D =£ und + " 1.

Es zeigt sich nun, dass der Fundamentalsatz und der Erweiterungssatz
(.las gleiche aussagen, da der Fundamentalsatz ohne weiteres als An-
wendung des Erweiterungssatzes dargestellt werden kann:

Nehmen wir an, bei einer bestimmten Versicherungsform würden
die Ausscheide-Intensitäten /< um den Wert i> vergrössert
(die Betrachtungen sind bei positivem oder negativem Wert für r gültig).
Gemäss dem ursprünglichen Modell ist für die mit der Intensität /t Aus-
tretenden der Betrag Q als Leistung vorgesehen. Den mit der Intensität
r — /.t — /.( zusätzlich Austretenden können wir gemäss Erweiterungs
satz das vorhandene Deckungskapital F mitgeben, so dass im gesamten

/«Q + i>F

oder im Durchschnitt für jeden Austretenden der Betrag

,«Q + rF
/« -f- r

ausbezahlt werden kann. Damit erhalten wir bei Variation der Rech-

nungsgrundlagen ein System von Bedingungsgleichungen, das bei glei-
chem Deckungskapitalverlauf gleiche Prämie und umgekehrt gewähr-
leistet :

/WD/''-) l-(,.<*>-,.<*>) F
/y vorgegeben: — —

/r'
(/'*)_ F

Q vorgegeben: /#>
^

Diese Betrachtungen sind formelmässig identisch mit Formulie-

rung (5) des Fundamentalsatzes. Sie zeigen, dass der Erweiterungssatz
weniger eine Anwendung der Theorie von Cantelli als die Theorie von
Cantelli eine Anwendung des Erwoiterungssatzos darstellt. Im übrigen
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ist für die Formulierung des Erweiterungssatzes ein Rückgriff auf die
Mutualitätsfunktion und damit auf die Integralgleichung (4) nicht not-
wendig; sie lässt sich bequem und übersichtlich aus der identischen Um-
formung der «gewöhnlichen» Differentialgleichung des Deckung«-
kapitals ableiten:

7'= /» —

P- -/»y — F + (/< + ") F (G)

_ mQ + J-F
P-H ' +«F.

«f. Pemer/citrif/CTi «wm /fnsate Q, M,F(

Beim Studium der Theorie von Cantelli fällt der ungewohnte An-
satz für die Leistungsfunktion M,F, auf. Dieser Ansatz führt zur
Definition der Mutualitätsfunktion, welche ihrerseits zur «Theorie von
Cantelli» Anlass gibt.

Es wurde jedoch im vorangehenden Abschnitt gezeigt, dass der

Erweiterungssatz ohne Schwierigkeiten auch aus der Differentialglei-
cluing (G) abgeleitet werden kann, d.h. dass der Ansatz Q, /1,F,
keinen bestimmenden Einfluss auf das Ergebnis der Untersuchungen
hat.

Grundsätzlich ist zum Ansatz Q, folgendes zu bemerken:

Eine Versicherungsform ist durch die Werte /q und (1, bestimmt
(Qi V= woraus mit Hilfe des Äquivalenzprinzips die Grösse P,

berechnet wird.

Das Äquivalenzprinzip - als Ausdruck des gerechten Spiels - for-
dort auf Grundlage der Werte/«, Gleichheit zwischen den Leistungen Q,
des Versicherers und den Gegenleistungen P, dos Versicherten, oder in
Formeln ausgedrückt

U

0= f (P.-A.W• «"/"»'*"&. (7)
0

Aus dieser Gleichung wird nachträglich als technisch notwendige Rück-
läge während des Zeitintervalls 0 < < < w das Deckungskapital

G
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(8)
0

definiert, wobei gemäss Voraussetzung 0.

Im Gegensatz zu diesem Vorgehen wird bei Cantelli das Deckungs-
kapital nicht sekundär im Anschluss an die Äquivalenzgleichung, son-
dern gleich primär in Verkoppelung mit den Leistungen Q; des Versiehe-

rers eingeführt. Die Definition als Differenz zwischen Einnahmen und
Ausgaben (2) ergibt dann als Lösungskurve Formel (4).

Die beiden Differentialgleichungen (3) bzw. (6) sind gewöhnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung; ihre Lösungskurven (4) bzw.

(8) bilden je eine wohldefinierte, einfach unendliche Schar von Kurven,
welche sich nirgends berühren (für jedes Wertepaar F', £ ist P' eindeutig
definiert).

An die Lösungskurve wird die Anforderung gestellt, dass sie im
Punkte £ 0 (d.h. vor Beginn der Versicherung) eine erste Nullstollo
und im Punkte < n (d.h. nach Abwicklung sämtlicher Versicherungs-
Vorfälle) eine zweite Nullstelle annimmt.

Für die durch P, /t und Q definierte Lösungskurve wird die erste

Nullstelle durch Nullsetzen der Integrationskonstanten, die zweite Null-
stelle gemäss Voraussetzung (7) erreicht.

Die durch P, und /I definierte Lösungsschar ist nun aber offen-
sichtlich überbestimmt, da sie als einfach unendliche Lösungsschar nicht
zwei Nebenbedingungen genügen kann: Nach Nullsetzen der Inte-
grationskonstanten ist die Lösungskurve durch die Werte P, /t und /I
eindeutig festgelegt und nimmt im Punkte £ n folgenden Wert an:

Als Besonderheit ist zu vermerken, dass der Typus (3) der Diffe-
rentialgleiehungen monoton nicht abnehmende Lösungskurven (4) er-

zeugt (P ist positiv anzusetzen), welche für alle möglichen Werte für N

nach Nullsetzen der Integrationskonstanten keine Nullstelle mehr an-
nehmen.

Abschliessend kann gesagt werden, dass der Ansatz (j), A, F, [1],
[2], 16] nicht notwendig ist und dem versicherungsmathematischen Kri-
terium des Äquivalenzprinzips keine Genüge leisten kann, weshalb er

(4a)
0
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zu verworfen ist. Die Ijoistungsfunktion Q, darf allgemein nicht in Ab-
hängigkeit des Deckungskapitals angesetzt werden, mit Ausnahme der
sich aus der identischen Umformung der Differentialgleichung ((>) er-
gebenden Spezialfälle.

5. Dr/'tmh'oM row «Jr/wiraientew. FmaWim<w/s/w7wew»

Eine gegebene Versicherungsform wird im folgenden symbolisch
bezeichnet mit

{/i;Ç} s |/d,/r, ...Q'"}.

Soll auch die Zinsintensität'!? in die Betrachtungen einbezogen werden,
gelten für sie dieselben Gesetze, wenn nur das zugeordnete 0

gesetzt wird.

/V/wnliow

Zwei Versicherungsformen mit identischen Differentialgleichungen
des Deckungskapitals werden im folgenden äquivalent genannt.

Äquivalente Versicherungsformen haben immer gleiche Prämie und
gleiches Deckungskapital; ihre Ausscheide-Intensitäten und Ueistungs-
funktionell dagegen brauchen nicht identisch zu sein, müssen sich aber

per Definition in folgende Bedingungsgleichungen einordnen lassen:

/I f
{/<;Q } j/t, r; Ç, F}.

Eine Versicherungsform, die durch Anwendung des Erweiterungssatzes
aus einer bestehenden Versiclierungsform hervorgeht, ist mit der ur-
sprünglichen Versiclierungsform äquivalent.

Äif« />' |/G^} !/U'G|

für /, - V/) \>"> „
CO (i)

und - M).
(k) To

Zwei Versicherungsformen, von denen je die Summe der Ausscheide-
Intensitäten und der ausbezahlten Beträge gleich gross sind, sind äqui-
valent.



84 —

»SVfte C {/«;<?} S {/"/<?>

für Q V 'Q.

Eine Versicherungsform ist äquivalent einer Summe von Versicherung-
formen J /< ; 'V], sofern diese einzelnen Versicherungsformen in bezug zur
ursprünglichen Versicherung identische Ausscheide-Intensitäten und

gesamthaft die gleichen Leistungsfunktionen aufweisen. (Beispielsweise
sind zwei gemischte Versicherungen zu je Fr. 5000 äquivalent einer

gemischten Versicherung zu Fr. 10 000, sofern sie in allen technischen
Daten übereinstimmen.)

Die im vorangehenden Abschnitt definierten «Äquivalenten Ver-

sicherungsformen» gestatten, eine gegebene Versicherungsform unter
bestimmten Voraussetzungen aufzuteilen und zu zergliedern. Mit den

daraus gewonnenen Erkenntnissen über den innern Aufbau und die

Struktur der Versicherung können einige Nähorungsformeln der Ver-

Sicherungsmathematik begründet werden. Über die Qualität der Nähe-

rung kann zahlenmässig nichts ausgesagt werden; dies bleibt der prak-
tischen Eechnung vorbehalten.

aj Ahe « 27iconc fort CrmfeZZi»

1 )ie Kombination von Sa tz mit Satz /i ergibt das bekannte Besul-

tat (6) für r /< —/t

bj AVmrdhmty der PräwMewd't//c»m3 her ürtderrmt/ der ü'tts.se/terde-

IrderrsrAdert [7].

Für die ursprüngliche Versicherungsform gilt

6. /Inrrertdrmt/ert der T/teorre rort C'rmfedr

,tt -j- r F
/V

Ai
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Für diu noue Versicherungsform gilt

{/«;$} •

Die Differenz davon beträgt gemäss C

/<;«- "«+'"!aU" "« -f,i
/< /i

Sofern Ausschoicle-Intonsitäton geändert werden ohne gleichzeitige
Änderung der Leistungsfunktionon, ist die neue Prämie gleich der ur-
sprünglichen Prämie, erhöht um die Prämie für die Versicherungsform
I /' "/' I

]/*; (Ç — F) wobei ,F das Decklingskapital von [/« ; Ç) bedeutet.
i /< j

Die gleiche Aussage gilt für den Vorlauf der Deckungskapitalien der
beiden Vorsicherungsformen.

0 Dfe Lw7.s7oMr.sr/ir! Formel tmrZ (Zerr« ZïrioetferofMjr a«/ «te/trere
Le6e?i, [!) ].

Wir wenden vorerst Satz C auf eine allgemeine Versicherungsform an

{/«;(?} /r, .../P" ; QS (/, V" |

£ {/,,fr,.../P"; ()',Fl F'}

+ {,«V, •••/<"': F£(,F, F*}

+ |/F,/r,... F'", F'",... Q'"}

- (/F,/r, F £ F~'l F~'"}

i-l
wobei F"' V F' + V, F'

; 1 7 i -(-1

und verfügen, dass F® gleich dem Deckungskapital der Versicherungs-
form {/«'*'; Q®}, 7c 1, '2, 7», sei. Damit reduziert sich das obige
System auf

m

/v=l

mit ,FA) F«.
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Gehen wir nun mit der Näherung

Ar r r ~ Ar + Ar 4" ••• Arm/ J X i I ' .<2 ' ' XVI

in die reduzierte Gleichung ein, erhalten wir fürt/''* Q

W

/c-1

Ersetzen wir nun noch das Deckungskapital F*'"' durch das Deckungs-

kapital der Sparversicherung (welche sich symbolisch als « Nullversicho-

rung» darstellt), erhalten wir aus

,>• (w-l)-F„ und j/g,,,...,,„;F„}~ ]}
die Verallgemeinerung der Lidstoneschen Formel mit

m

l/W-oAM i/G,:V! -(w-1) J },
/v-1

welche Beziehung auf den Verlauf der Prämien wie auch der Deckungs-
kapitalien anwendbar ist:

m

/' ~ V P m 1,/'a-iTj...!»,:«! I .'7c'" /'•ii
/v=l

w

F ~VF »! • I, F' *1 arg ..• «m :n, __j ' a%n. V"" V /ij
/fc=l

dj Micninjs/w'mc/'tt rfcr /waiwifwömw/ientw/1 8], [10].

Der Barwert für die Invalidenrente eines im Alter r |- < invalid
werdenden Versicherten wird im folgenden mit /l, bezeichnet.

Die genaue Berechnung der Invaliditäfsprämie stützt sich auf dit;

Invalidierungs-Intensitäten /P mit den zugeordneten Leistungen /I
sowie auf die aktiven Todesfall-Intensitäten /«" mit den zugeordneten
Leistungen 0: |; /!,"}.
Werden die Invalidierungs-Intensitäten geändert, dann ändert sich
die Versicherungsform gemäss Beispiel uj in

f
„ /P- 71 + f/P'- F //• o + (// -/t") F I



— 87 —

oder, bei Vernachlässigung des Decklingskapitals F, in

I I 6' f • - I

— ß,o -
' «,o

I /«' I I

Die gewünschte neue Prämie der Versicherungsform {/«',/*": /i, 0}
berechnet sich demnach näherungsweise aus Multiplikation der ur-

sprünglichen Prämie mit dorn Faktor —, wofür [10)

/><-) ~ /'(')•
M

,;(2) ,;(2) ,;(2)
L '1+1

1
L+n-i

,;<D +'^>) +-+V1 *

x-f-l rr-f-n-l

eine Berechnungsweise für die Praxis darstellt.

An Stelle der genauen Invalidität»-Prämienberechnung können
auch Versicherungsformen mit gewöhnlichen Sterbe-Intensitäten «

1und mit zugeordneten Leistungen — /i

•[/«; — l! j,B,o, F'l
|- Ld,//,/<; F",F",~F'l

I Il II I

herangezogen werden, oder man kann ganz auf die Einrechnung einer
Sterblichkeit verzichten (beide Beispiele in [8])

U /i /P, /< ; L, 0, F' -1- f//, /«",,« ; F'", F'", F'" - F' |

I » I I II I

Wird die ursprüngliche Versicherungsform für die genaue Prämien-
berechnung erweitert zu

j/hoj ^ J/Wö,o, F'j,

dann sieht man heim Vergleich der drei Versicherungsformen, dass sie

- hei Vernachlässigung ihrer Deckungskapitalien F' bzw. F" bzw. F'" -
näherungsweise durcheinander ersetzt werden können.
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