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Lin theoretischer Beitrag zur statistischen Erfassung

der Gesamtbetriebsunfallkosten

Von H. Biiklmann, Berkeley !)

1. Kapttel

Die statistische Frfassung der Gesamtbetriebsunfallkosten ist in
tetater Zeit Gegenstand einiger Artikel in den «Mitteilungen der Ver-
einigung  schweizerischer Versicherungsmathematiker» gewesen. Die
vorliegende Arbeit nimmt das Thema diesmal in einer mehr theo-
rebischen Form wieder auf. Der Grund fiir diese ¢graue Theorie» ist
cin doppelter. Ilinerseits war der Schreibende durch praktische Ver-
suche W. Hartmanns darauf aufmerksam geworden, wie viele sehv
interessante theoretische Probleme die Betriebsunfallstatistil bietet.
Andererseits bot sich ihm im Rahmen eines Projekts des Department
of Statistics der University of California, Berkeley, die Moglichkeit,
sich mit dem I'ragenkomplex theoretisch auseinanderzusetzen.

Die Gesamtbetriebsunfallkosten sind eine IPunktion der Unfall-
kosten und der Unfallhiufigkett. Das 2. Kapitel gibt und diskutiert
die mathematischen Hypothesen, welche wir iiber diese 2 stochasti-
schen Grossen machen. Im 3. Kapitel wird die Verteilungsfunktion der
(resamtbetriebsunfallkosten abgeleitet. Das 4. Kapitel beschiittigh sich
mit der Schitzung der Parameter. Auf Grund dieser Schitzungen ist
es dann moglich, alle statistischen Magszahlen (7. B. lirwartungswert
und Streuung) der Gesamtbetriebsuntallkosten zu berechnen. Das
5. Kapitel handelt von den Verinderungen in den Grundgesamtheiten
der Unfallkosten resp. Unfallhdufigkeiten. s wird in diesem Kapitel
eine Methode zur Kontrolle der Parameter entwickelt, welche anzeigt,
wenn eine neue Schittzung derselben vorgenommen werden muss.

1) Dieser Artikel wurde geschrieben mit Unterstittzung des Office of Naval
Research der Vereinigten Staaten von Amerika. Die Regierung der Vereinigten
Staaten hat das Recht, den Artikel oder Teile desselben fiir ihre Zwecke zu re-
produzieren.



2. Kapitel

Mathematische Hypothesen iiber die Grundgesamtheiten
der Unfallkosten und Unfallhdufigkeiten

a) Grundgesamthest der Unfallhéufigkerten

Die Anzahl Unfille, die in einem Betrieb wihrend einer bestimm-
ten Beobachtungsperiode gezihlt werden, kann durch die Normalver-
teilung beschrieben werden, sofern der Betrieb geniigend gross und die
Beobachtungsperiode gentigend lang ist. W. Hartmann hat durch prak-
tische Versuche gezeigt, dass es statthaft ist, normalverteilte Unfall-
hiufigkeiten anzunehmen, sobald mehr als 14 Unfille pro Beobach-
tungsperiode zu erwarten sind. Diese Voraussetzung sei im folgenden
gtillschweigend angenommen. Teilt man die Anzahl Unfille durch die
totale Anzahl der im Beobachtungsintervall geleisteten Arbeitsstunden,
so haben wir ebenfalls eine Grosse vor uns, die normalverteilt ist. Wir
definieren folgende stochastische Variable

k
W= —,
ol
wobei & = Anzahl Unfélle im Beobachtungsintervall,
g = total geleistete Arbeitsstunden im Beobachtungsintervall,

und machen die folgende statistische Hypothese: w ist normalverteilt

9

&

mit Mittelwert » und Varianz . Diese Voraussetzung schreiben wir
]
in symbolischer Form wie folgt:
/ (32 3
Hypothese 1: w~ N ( v, )
Y
' o 0* .
rund, dass die Varianz in der Form  angenom 3
Der Grund, dass die Varian ler I¥ g men wurde
()

ist darin zu suchen, dass w ein Durchschnitt ist. Die Varianz eines
Durchschnittes von ¢ unabhiingigen lementen ist aber bekanntlich

gleich der Varianz der Einzelbeobachtung dividiert durch die Anzahl
y 2
. _— ( , . ;
der Klemente. Der Ansatz: Varianz — — - hat den Vorteil, dass die
Y
Grosse 02 unveriindert bleibt, auch wenn sich g, die Anzahl der ge-
leisteten Arbeitsstunden, verdndert.
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b) Unfallkostengrundgesamthett

In einer fritheren Arbeit wurde die logarithmische Normalvertei-
lung als geeignete Verteilungsfunktion gefunden, um den Verlauf der
Unfallkosten zu erkliren. Der «Fit» der logarithmischen Normalver-
teilung ist um so besser, aus jo mehr Unfillen die Unfallkosten ent-
standen sind. Auch hier hat W. Hartmann durch praktische Versuche
festgestellt, dass das arithmetische Mittel der Unfallkosten aus moehr
als 16 Tillen als log. normalverteilt angenommen werden darf. Aus
rein theoretischen Griinden scheint es hingegen vorteilhatter, statt der
log. Normalverteilung eine andere Verteilungsfunktion zu Hilfe zu
nehmen, nimlich die I™Verteilung. Diese Verteilungsfunktion zeigt
einen der log. Normalverteilung sehr verwandten Verlauf, eignet sich
aber fiir die spiter vorzunehmenden Operationen viel besser. Die
I'-Verteilung ist durch folgende Dichtefunktion definiort:

o) = ~ 2 te®  fir x>0.

Die Iigenschaften diesor Verteilung sind die folgenden:

o
Mittelwert: L (1)
Streuung: :2. , @)
5 Y AN
charakteristische Funktion: (1m— ) (3)
a

Aus der Form der charakteristischen Funktion liest man sofort
ab, dass bei gleichem a die Falbung von 2 I*-Verteilungen wieder eine
I'-Verteilung ergibt. Dies halten wir symbolisch in folgender Form fest:

FF(O‘L-G)(m) # FF(“z»ﬂ)(w) - EF(OCH-%M)(T’) : (4)

: . ) a
Wenn = [-verteilt mit «, a, dann ist Az -verteilt mit O(’_i . (5)



Als statistische Grosse fir die Unfallkosten ist folgende stochastischo

¥ia

kI’

K = Summe der Unfallkosten 1m Beobachtungsintervall,
k = Anzahl Unfille im Beobachtungsintervall,

[ = mittlerer Stundenlohn.

Vartable zweckmiissig:

| S—
P

Bemerkung: Die Division durch I wurde vorgenommen, um die
Vartable von Indexschwankungen unabhingig zu machen.

Die mathematische Hypothese fiir die Variable x 1st die folgende:
x 1st [-verteilt mit
Mittelwert: £ ,

4

Varianz: -
kc?

Der Grund, weshalb in der Varianz & im Nenner auftritt, ist wiederum
darin zu sehen, dass x aus einer Mittelbildung entstanden ist. Berechnet
man die Parameter « und « der /-Verteilung aus dieser Annahme, so

findet man
o == J,

a = ck.
Symbolischerwetse schreiben wir die Voraussetzung betreffend 2 des-
¥ a
halb in folgender Form
Hypothese I1: oo~ Lky, k)
oder x .~ [gwy, gwe).
Die zwel Schreibweisen konnen leicht ineinander iibergefithrt wer-
o)
den, wenn man beachbet, dass
k= guw.

Die in diesem Kapitel beschriebenen Hypothesen bilden die
Grundlage der im folgenden entwickelten Theorie. Die Voraussetzungen
scheinen zweckmissig zu sein und mit empirischem Zahlenmaterial oft
gut tibereinzustimmen. ks bleibt aber im Einzelfalle der numerischen
Analysis tiberlagsen, iiber Annahme oder Verwerfung der 2 Hypothesen
zu entscheiden.
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3. Kapitel
Die Verteilungsfunktion der Gesamtbetrichsunfallkosten

i ist in der Betricbsunfallversicherung {iblich, folgende Masszahl
fiir das Risiko zu beniitzen:
Summe der Unfallkosten
2 = - , .
Summe der ausbezahlten Lohne
Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Variable z gerade das Produkt
der mm vorigen Kapitel beschriebenen Variabeln x und w darstellt,

K 5
& == o= -}
kI’ g’
, I I Summe der Unfallkosten
Wr = — . ==
ke Ly Lohnsumme

Die Verteilungsfunktion von z ergibt sich folgendermassen:
H(8 = We<é) = Waw<d) = [Wes<E 1w = 5) AW (w0 < 5)
= [ W(gzs<<g&|k = gs) dW (w<s) = | By, (0E) AW (0< 5).

Die Begriindung des letuten Schrittes ergibt sich dirckt aus Iigen-
schaft (5) der I-Verteilung und Hypothese 1. Unter Verwendung von
Hypothese IT finden wir

N

@ | i A FTIT i
i = If,.h,!,s,c,(y&)w(- s Vo c( s V9 ) (6

Die Dichtenfunktion ergibt sich durch Differenzieren:

.

h(8) = f W rtwncl9E) 9 Y \ al ",y ARG

.

\

wobei ¢ die Dichte der normierten Normalverteilung darstellt.

Diese Verteilungsfunktion stellt einen recht verwickelten analy-
tischen Ausdruck dar. Die numerische Auswertung desselben (z. B. zur
Bestimmung von Quantilen) ist wohl sehr langwierig, andererseits aber
unter Benutzung der Pearsonschen ¢Tables of the Incomplete I™-fune-
tion» moglich. Die Momente der Verteilung lassen sich hingegen sehy
einfach bestimmen, und sofern der Versicherer nur an Frwartungswert
und eventueller Streuung interessiert ist, kann die numerische Aus-
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wertung des Integrals beiseite gelassen werden. Man findet fiir die

Momente:
Y

Ii(z) = K(z) Ii(w) = P (8)
202 Ly d
Var (z) = r oy : (9)

gt

4. Kapitel
Schitzung der Parameter

Die Verteilungsfunktion f (&) besitzt 4 unbekannte Parameter:
v, ¢, v, 0% Zur Schitzung dieser Parameter nehmen wir an, dass fol-
gende Information zur Verfiigung steht.
w,; = Anzahl Unfille pro Arbeitsstunde in der Beobachtungsperiode ¢,
¢; = Anzahl geleisteter Arbeitsstunden in der Beobachtungsperiode ¢,
x; = Unfallkosten pro Unfall/mittlerer Stundenlohn in der Beobach-

tungsperiode 1,

k, = g,w; = Anzahl Unfille in der Beobachtungsperiode 1.

Wir schitzen auf Grund des «Maximum-Likelihood»-Prinzips. Die
«Maximum-Likelihood»-Funktion hat folgende Gestalt:

1 .n 1 .» . n
L= _>logy,—nlogd— . » (3; (0; )%+ kv logk; ¢
=i i=1 i=1

n n n
1 7 R ’ - P X T s
— > log I'(k;y) + Sy 1) logz, — Mkex,.  (10)
i1 i=1 iz
Differenzieren wir nach den Parametern, so finden wir folgende zwel
Gleichungssysteme:

a) ful‘ 'V,az: }j!}i(:l;'wv) ]

i=1
n 1 B \
T Tttt =0
1 5 n
b) ftiir y,c: ol = ¥ b=
C i=1 i=1
2 no IV (k, A
.Zh&(logh‘i ¢) — E i) ke, - Eki logz, = 0



= B =
Die Auflésung ergibt : (Maximum-Likelihood-Schitzungen seien von den
«wahreny Parameterwerten durch einen Zirkumflex [ * ] unterschieden.)

n

1 »»
29T
. i1
g

o n ) (11)

3% = " DgilE—n3, (12)

n

1
Z Iul X
i=1

2__‘{ k;

Q>j“§>

v kann bestimmt werden aus der Gleichung

logd S, — S I ()
SYRTTAEY Py (14)
— log (E k, ’J"»;) ‘_jjh —log (\‘ Ik ) 3‘ k, ~3‘ k;logk, ——> I, log @,
1=1 =1 p=1 =1 =

Bemerkung: Diese letzte Bezichung kann numeriseh mit Hilfe der
Digammatafeln (K. Pearson, Cambridge University, 1919) gelost werden.

Die Bezichungen (11)—(14) zeigen, dass die Maximum-Likelihood-
Schitzungen von v, 6% nur von den beobachteten Grossen aus der
Grundgesamtheit der Unfallhéiufigkeiten abhingen, wihrend y, ¢ nur
von den Beobachtungen aus der Kostengrundgesamtheit bestimmt
werden. Diese Zweiteilung des Problems war vom «anschaulichens
Standpunkt aus vielleicht zu erwarten, mathematisch ist sie aber
keineswegs trivial, da die Grundgesamtheiten der Unfallkosten und
Unfallhiufigkeiten ja nicht als voneinander unabhiingig vorausgesetzt
wurden.

Der Versicherer, fiir den der Lirwartungswert wohl die wichtigste
statistische Crosse ist, wird nicht unbedingt daran interessiert sein,
die besten Schiitzungen fiir dio Parameter », 6%, y, ¢ zu kennen. Fiir
ihn handelt es sich vielmehr darum, die beste Schitzung fiir den Fy-
wartungswert (z) zu finden. Die I'rage, welche er deshalb an dieser
Stelle wohl aufwirft, wird folgende sein.
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Wenn man in Formel (8) die Schéitzwerte fiir die Parameter einsetzt,

so erhilt man

1) =

D> 2>

Ist (z) die Maximum-Likelhood-Schitzung fiir £4(2) ? Um die Frage ab-
zuklaren, gehen wir zuriick zu unserer « Maximum-Likelihood»-Funktion
und fiihren den Erwartungswert

q
B = 7 =y

als neuen Parawmeter ein. Indem wir » eliminieren, haben wir dann
statt der 4 alten Parameter: », 0%, y, ¢ 4 neue: g, 0% y, ¢, und die
« Maximum-Likelihood»-Funktion hat folgende Gestalt:

L3 STLTE <Y LAY N
I = 6 2 logy, - nlogd— 9 52 _.J ; (w - | I— k v log (k;c)

a4 0=

Sog D'k, y) + 3‘ (byy— Dloga,— S kea,. (10%)

=1 L—'l =1

Differenzieren nach u ergibt:

n Tk
o L Y g (15)
EAYE '
=1\ /
1
und N\ g
*  Hity
A Y = .
A= g N (16)
o \1
| 4
i=1

Bemerkung: Die Schiitzungen aus der Maximum-lLikelithood-Ifunk-
tion (10*) bezeichnen wir im Unterschiede zu den frithern Schitzwerten
mit doppeltem Zirkumflex [ * .

Auf Grund von Beziehung (15) stellt man ohne Rechnung fest,
dass das Gleichungssystem fiir » und ¢, welches man aus (10%) erhiilt,
dasselbe sein wird wie das Gleichungssystem, welches aus (10) ab-
geleitet p und ¢ bestimmte. Das bedeutet, dass

(@B o8]
|
Il

~2 >

—_

m—

-]

-
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somit

g o= : i
oder gw . 2( "0 {1 .
. e i Ty i:fh i — by &y
=" . e =7, . (19)
_\‘./_‘,{ ke, _\_11 9 Z.l Y
1= i = 1=

Diese Formel stellt die Maximum-Likelihood-Schitzung fiir den Ior-
wartungswert I1(z) dar.

5. Kapitel
Kontrolle der Parameter

TMiir unsere Schitzungen haben wir stillschweigend angenommen,
dass die Grundgesamtheiten der Unfallkosten und -hiufigkeiten sich
im Verlaufe unserer Untersuchungen nicht verindert haben. Diese
Annahme wird selbstverstindlich in der Praxis nicht immer erfiillt
sein. Verbesserungen in den Iiinrichtungen und der Organisation eines
Betriebes konnen das Unfallrisiko vermindern, neue Arzttarife kénnen
den Hrwartungswert der Kosten verschieben. Wir sprechen dann davon,
dags infolge von dussern Iintwicklungen sich der «wahre» Wert der
Parameter geiindert hat. Dieses Kapitel soll sich damit befassen, ein
Kriterium zu entwickeln, auf Grund dessen wir entscheiden konnen,
wenn solche Anderungen stattgefunden haben. Jedesmal, wenn wir dann
auf Grund des Kriteriums eine solche Anderung annechmen miissen,
wird es sich dann darum handeln, die Parameter neu zu schitzen,

Die Idee, welche dem in diesem Kapitel angewandten Verfahren
sur Kontrolle der Parameter zugrunde liegt, kann mit dem Stichwort:
«Hinreichende Statistik» (sufficient statistic) gekennzeichnet werden.
1%ine hinreichende Statistik fiir einen Parameter « ist folgendermassen
definiert: Sie ist eine Funktion der Finzelbeobachtungen, so dass die
bedingte mehrdimensionale Vertellungstunktion der Iinzelbeobachtun-
gen bei gegebenem Wert dieser 'unktion nicht mehr vom Parameter «
abhiingt. Sofern die Verteilungsfunktion der hinveichenden Statistik
gewissen Bedingungen geniigt (completeness), dann hingt diejenige
Schiitzung fiir «, welche minimale Varianz hat, nur von der hinveichen-
den Statistik ab. Da wir nun in der Regel keine unmittelbare Moglich-
keit haben, einen Parameter zu beobachten, so helfen wir uns dadureh,
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dass wir die hinreichende Statistik fiir diesen Parameter kontrollieren.
Wir werden dann entscheiden, dass der Parameter sich geindert hat,
sobald die hinreichende Statistik eine signifikante Abweichung zeigt.

[m 4. Kapitel haben wir festgestellt, dass die Schitzungen der
Parameter » und 6% nur von den Beobachtungen (w,, ¢,) aus der Grund-
gesamtheit der Unfallhdufigkeiten abhingen, wihrend die Schitzungen
tiir y und ¢ allein durch die beobachteten Grissen (x;, k;) aus der Grund-
gesamtheit der Unfallkosten bestimmt werden. Iis geniigh deshalb, um
Veriinderungen der Parameter festzustellen, diese beiden Grundgesamt-
heiten getrennt zu kontrollieren.

a) Kontrolle der Grundgesamtheit der Unfallhéufigketten

Die mehrdimensionale Dichtefunktion fiir n Beobachtungstupel
(w;, ;) hat folgende Form:

n

n
TT 1 1 o
1{{ V9: - agr 2 ilwiv)?

e i=1

(27) 6"

L4 i " n n n
3 4 2 1 1 a
11 Vo, - 202 ( > oiwi2 ) g+ gt ).

=1 e =1 =1 i1

n

(9m)? 8"

flwy, wy, ..., w)

Aus dieser Form der Dichtefunktion erkennen wir unter Anwendung
des Neymanschen «Pakborisierungstheorems»y

o) > g.w? ist eine hinreichende Statistik fir 62,
oy Ji i
9 . . N . 1 . . I 4
B) D' g, ist eine hinreichende Statistik fiir .
e ] al‘_)‘

Um diese Grossen kontrollieren zu kénnen, berechnen wir hier ihre
Verteilungsfunktionen, auf Grund derer Kontrollkarten oder andere
Testverfahren angewendet werden konnen.

hER
a,) w, ~ N(v, ),
g9 .

’

l-{/zlbb NN(IV’-(/&IV’1>,
O} 0 ;

M
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2

n
v ;W : . : oy , , 3
> hat dann eine nichtzentrale y2-Verteilung mit n F'reiheitsgraden,

=i 04

5
;v - o
> ':52 als Nichtzentralititsparameter.

Symbolische Schreibweise

noogoan® . 7 (]; 2
v oS 2 Y ~1 .
%L 52 ~ ¥, 2y (2())

cherkung : iir numerische Berechnung siehe: Tables of noncentral
2 ] . . . . " " P v ' o
%% Bvelyn Tix, University of California Publications in Statistics, 1949,

02
(tg) w; ~ N (v, ),
i .
g;10; ~ N(g;,9:6%
n ?l !;‘
N g ~ N(B 4, D0 63). (21)
izt =y R s R

b) Kontrolle der Grundgesamtheit der Unfallkosten

Die mehrdimensionale Dichtefunktion fiir » Beobachtungstupel
(z;, k) lautet:

L
J\L1y Loy, 0y X)) = T
flay @, -oom) = [T

Das Neymansche «Faktorisierungstheorom» gibt uns in diesem Falle

g geki
2

o) Dk, @, ist hinreichend fiir c,
=1
7'!& )
B) >k log x; ist hinreichend fiir p.
i=1
b,) x, ~ Lk, y, k;c),
kiw, ~ LU(k;y, ),
n 4 n1
. A LS 1 . "
21 gz~ 1 (lem o>, (22)
i= i=

bﬁ) T. A~ ,F(]ﬂ‘-y, ]L"- {}) :
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Die Dichtetunktion von z; lautet:

diejenige von log z; ist dann
(k; e)f

¢ wh;y—k ceplt
0 AU) = ———— ™ i ,
Poeed®) = )
f ¢ kv i‘
fk: logg;-(t) = - (t: ) R al)/fk.icekr ,
e ke (e, )

woraus sich durch Faltung die Dichte von > k; log x; ergibt:

fE/.:,' log J.L(t) — H* flc‘; log @; (t) d (23)

N i=l
= ~ ';k i, 1" , .
Bemerkung: I[ soll symbolisch die Falbung der Dichten fi. o, , . (f)
darstellen. bl

Ob diese Formel theoretischen Wert hat, sei dahingestellt. Auf
jeden Ifall ist sie aber fiir praktische Berechnungen unbrauchbar, und
man wird sich deshalb nach geeigneten Approximationen umsehen. Wir
riten bei dieser Gelegenheit die Verwandtschaft der Verteilung mit der
log. Normalverteilung in Iirinnerung. Da der Verlauf der beiden Vertei-

o o) o]
lungsfunktionen sehr iihnlich ist, wollen wir hier in Abinderung unserer
o b/ o
Hypothese TT annehmen, dass x, logarithmisch normalverteilt ist.
v 2 ) O

Hypothese [1%*: log ©; ~ N(u;,07).

Um unsere modifizierte Hypothese mit der alten vertriglich zu
machen, berechnen wir die Parameter u; und o? so, dass die zwei ersten
Momente berechnet aus der log. Normalverteilung mit den aus der
[-Verteilung bestimmten iibereinstimmen.

Falls log z, ~ N(u,, 0%), ergibt die Rechnung fiir Frwartungswert

Y
und Varianz von z;: ot
: wit
Baz) =¢ 2, (24)
Var (x,) = i (¢ —¢3) . (25)
Andererseits legten wir in der (urspriinglichen) Hypothese IT fest:
4 -
Blw) = * , (26)
C
T y
Vit Ol == ; (27)



s BF e

Aus den Gleichungen (24)—(27) finden wir folgende Ausdriicke fiir die
Parameter

Y 1 1
— ~——-log( 1
pi = log- ~— 510 ( +- N y) (28)

/ 1
= log (1 + - k. '}/) (29)

Mittels dieser « Approximation» finden wir nun

log z; ~ N(u;, 6%,

|a’

kilogx; ~ N(k, p,, k3%,

DR

‘\_._Jl log z, NN(\ ]L“LL“ZR ), (30)

i=1 i=1

wobei g; und o} aus den Formeln (28) und (29) zu substituieren sind.

Mit den Verteilungsfunktionen (20), (21), (22), (30) ist uns die

Moglichkeit gegeben, auf die hinreichenden Statistiken die {iblichen
Testverfahren anzuwenden.
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