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Über eine Bilineardarstellung
der Barwerte temporärer Verbindungsrenten

Von .Ernsf Ru/cncr, Zürich

1. Einleitung

In einem früheren Beitrag hat der Verfasser bewiesen, dass der

temporäre Leibrentenbarwert sich genau dann durch eine Pgliedrige
Bilinearform *

(^1)
i l

darstellen lässt, wenn die zugrunde gelegte Überlebensordnung eine

lineare homogene Differentialgleichung fc-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten erfüllt *). H. JecWim hat die Problemstellung auf Ver-

bindungsrenten mit zwei Altersvariablen ausgedehnt und nachgewiesen,
dass die Altersunabhängigkeit der einjährigen Sterbenswahrscheinlich-
keit notwendig und hinreichend sei für eine zweigliedrige Barwertformel

^(»)+ £(»)?«•
In Anlehnung an ein von P. Piccard ®) bei temporären Leibrenten auf
ein Leben dargelegtes Verfahren lässt sich ebenfalls zeigen, dass durch
den speziellen Ansatz

ä„,-ri
eine Überlebensordnung von Dormoy bestimmt wird *).

*) «Überlebensordnungen, für welche sich der Leibrentenbarwert durch Zeit-
renten darstellen lässt », Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungs-
mathematiker, 55. Band, Heft 3 (1955), S. 423-473.

") «Lidstonesche Näherungsformel und Makehamsche Punktion», Blätter der
Deutschen Gesellschaft für Versicherungsmathematik, Band II, Heft 1 (1954),
S. 61-70.

s) «Bemerkungen zu der Lidstoneschen .Z-Methode», Blätter für Versicherungs-
mathematik, Band 2, S.281.

L Siehe Fussnote 1 auf folgender Seite.
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Die Überlebensordnung L(a^, «g» • • • > 77^„(a;,) mit der Eigen-
Schaft

®»)> (w^l,fc^l) (1)
i 1

lässt sich in sinngemässer Verallgemeinerung des im Falle einer ein-

zigen Altersvariablen erhaltenen Ergebnisses durch eine partielle lineare

Differentialgleichung fc-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

iL / f> <5 S Ü
2lüh(v ~+V, -+•••+ „- )ü(''i-'''2 2g«) 0 (2)
ito \ e.r, tilg a,r,„ /

charakterisieren, so dass durch (1) Abfallsordnungen Z„(a:„) bestimmt
werden, die lineare Verbindungen einfacher Exponentialfunktionen mit
Konstanten oder Polynomen in ag als Koeffizienten sind. Die Zeitrenten-
funktionen sind wie im Falle einer Altersvariablen als Lösungen
eines linearen inhomogenen Systèmes von Differentialgleichungen nach

Vorgabe gewisser Anfangswerte eindeutig bestimmt.

0 Leitet man nämlich
«

Sjy:71 /iP^e-^dr A(t) + B(t) e^+»)
0

nach i ab und setzt

a(t) e" ü(t), yff(i) e" B(t),
so folgt aus

,p^ «(0 + j9(t) e^+»)
wegen

fPa:+i>y+i ~ 2<P:cy>

a*(t) — ^2(i) g2r(x + î/+() „(2t)

woraus durch Ableiten nach a' auf

ß2([( g2r;.r + !/+i) ^ Q,

mithin auf
W) 0

und damit auf die Funktionalgleichung

a^(t) a(2f)
mit der Lösung

«(0 (Pa s',

geschlossen wird, welche Dormoys Überlebensordnung charakterisiert.
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2. Bemerkungen zu einer speziellen partiellen linearen

Differentialgleichung

Im folgenden betrachten wir die homogene partielle Differential-
gleichung fc-ter Ordnung inm(m^ 1) Variablen mit konstanten Koeffi-
zienten

/ 0 0 0
**

\ Sxi 0^2 0®,"KT" + 777" + • • • + I 9^(®i» «2. • •. ®J 0, (2)

deren Lösungsgesamtheit wir charakterisieren.

Durch die lineare Variablentransformation

X + ^2 + +
2, 3, m)

_ __a_ 0^ 0

0®! A A
'

0 ^ 0 0f, 0 0
V
"V 0^A ^ (Ä 2, 3, m),

mithin 0 0 0 0
1 m -—-

0Xj 0^2 0£„, 0X

0(œi,aa,

geht (2) in eine lineare homogene Differentialgleichung /c-ter Ordnung
in X mit konstanten Koeffizienten

2>, m" 0y (X ; fa, fs. • • > fJ 0 (3)

über.

Die Variablen (/i 2, 3, m) treten darin als Parameter auf.
Die Lösungen von (3) bestimmen einen linearen Eaum, der durch &

Hauptlösungen H„(X), (r 1, 2, fe) aufgespannt wird; die Koeffi-
zienten in den Linearverbindungen der Hauptlösungen sind Punk-
tionen der Variablen £,,, (/j 2, 3, m).
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Vermöge des Ansatzes

y(X;f„ fj
wird die Ermittlung eines Hauptsystems auf das Bestimmen der Wur-
zeln der charakteristischen Gleichung

fc

v ^ m" ß" 0 (4)

2 S e" 0
» ß mß (4')

jU 0

zurückgeführt.

Es sei ßj anfache, ßo crg-fache, ß- er-fache Wurzel von (4),

+ ^2 + • • • + Di® allgemeine Lösung von (8) ist dann ge-
geben durch

y(-\ ; ^2» £s> — O 2 2 Xi,<(^2. fs> • • • > O (5)
4' 1 1

und es wird

9s(m) Ç9(xj, Xg,..., xj 2 •

4 1

*4

2 ^(®l—®2» «1 — ®3. • • ' H») OH + ®2 + • • • + (5')
/i l

allgemeine Lösung von (2). sind willkürlich gewählte Funktionen
der Variablen (A 2, 8, ..m), mithin sind die 12,. willkürliche
Funktionen der Differenzen x^—x^, (Ii 2, 3, ..m).

Im Falle Je reeller voneinander verschiedener Wurzeln ßj, ßg,..., ßj.

bildet /1„(X) e®"^, (y 1,2, ...,1c) ein Hauptsystem und es ist

fr

Ç?(x) 2 —®8> ••.»«1—Xj e^Vi + ^ + -"+^m)
4 1

allgemeine Lösung. Ist ß lc-fache reelle Wurzel der charakteristischen
Gleichung, so wird ein Hauptsystem durch

H,(X) (r 1,2,

bestimmt, und die allgemeine Lösung (5') ist dann von der Form

<p(aO 2^<(®i~'«2»H—®s. .xj (xj + Xg-t-... -t-xJ'-V«*»+** + " +*"*>

4=1
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Wählt man für die Berechnung des Barwertintegrals

eine in der Lösungsmenge (5') enthaltene Funktion als Sterbegesetz, so

lässt siel

Summe
lässt sich für den Barwert nach einigen Umformungen die fc-gliedrige

4 /"***«•
o

W -+- Xg + + angeben, in der Altersvariable und Benten-
dauer im Sinne unseres Ansatzes getrennt sind. Es gilt daher

Satz 1. Für em Sferbegesefe, das der LösitwjfSTOewge {p} awpeÄörZ, ZässZ

sfcfc der Zemporäre LeibrenfenfeaneerZ d«rdt eine Zc-gZfedrw/e BiZfwear/omeZ
fc

X2 • Xrn • * • » ®m) »

t l
darsZeZZen.

3. Bezeichnungen und Differentialrelationen

Die Ausscheideordnung der versicherten Personengruppe

sei durch ^
m

L(x) L(rj, «2, zJ /J Z„(z„), (m A: 1)
V 1

dargestellt. Von den Funktionen Z,,(a:„), (r 1, 2, m) setzen wir
hinreichende Begularität voraus, so dass alle nachfolgenden Operationen
erlaubt sind. Der Überlebensordnung L(a:) werde nun die Funktion

*" V/ X
m m f

F(a:) F(xj, xj JJ /,(&„) e *" L(a;) (6)
V=1

mit ~
m

/,(*>) « IW
zugeordnet,

14
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so dass der Barwert der temporären Verbindungsrente in der für
unsere Untersuchungen geeigneten Form

« <

/»» /(r 4-£i i r
ffuw

o

geschrieben werden kann. Durch Ableiten von
*

U(x) a(x,f) J F(.r-|-f) d|
0

nach i findet man einerseits

_ doc(xi)
F(x) lul ^ + f);

C7Î

anderseits wird die Ableitung vonU(x) a(x,f) in der Richtung e(l, 1, - 1)

durch Projektion des Gradienten grad U(x) a(x,£) in diese Richtung
bestimmt :

(Ê-AW)ii7/(x,+ {)vb^±« <jf_
\v=ifX/ J v=l „=i /(*„+!)

»
<

J" ^ +1) d| U(x + f) — U(x).

0

Beide Ableitungen lassen sich in

/ 0 0 \ " —*"(®) 4)

zusammenfassen. Unter Berücksichtigung von (6) und

— (®i+^2 + ---+^) $ —— (^i+X2 4-• • • + a:»n)

grad e ——e • e,
m

erhält man
m

w ^ \ ZJ_Z^_ <7 \ m ^ \
^(x) oc(x,<) e '-1 V - <5 L(x) oc(x,f),

v=i e'x,, / \jfrj 0x„ /
und hieraus in Verbindung mit (7)

0 0

(2 ^ ^~ ^ • (®)
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4. Die Normalform der Bilineardarstellung

Satz 2. Der temporäre LeièrenfenfeaTOeri Zia&e die BiZinearenZwiic/oZnngf

W a(a,0 2^(t)<P»(®),

Die FnwfcZionen dj(Z), d^Z), -dj(Z) seien Zinear nna&Mngip rorans-
geseZ^Z ffceine EiwscferänfcMngi der AZZgiemeinZieiZj nnd ansserdem sei

DeZ ||df(Ö)|| # 0.
t 1,2,
Ä= J,2,

Der BarmerZ/ormeZ fij ewtsprecZien dawn die De^ieZiiwgfen

V
* \ ~r &c.

g v*-l
/ï(®ï) • ' • /m(®J

a(:r,Z) N! ^(Z) — (9)

oder / g \

*
*«(**) ••• U®J

a(s,Z) V ^(Z) JL A. (9')
i-j Zj(Xr) Z^,,) Z„(sJ

Die nnr ron BenZendaner Z nnd ZinsinZensiZäZ d a&Ziängrigen DnnfcZionen

?^(Z) nnd j/^(Z) entstehen ans den d^(Z) dnrcZi Zineare Trans/ormaZion.

Beweis. i-maliges Ableiten von

<*(«,*) ViJ^) *
- f.F(&+£)d£

/z=i J
o

nach Z führt zu den Beziehungen

F(s) 24"(0<W (* 1.2. • •Ä),

aus denen für Z 0 unter Beachtung von

das in den Zc Funktionen 0j(a;) lineare System

|/«o)^) ^(20r(x), i,2 », do)
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erhalten wird, welches diese Funktionen bestimmt. Die Anfangswerte
der Ableitungen der zeitabhängigen und stillschweigend als beliebig oft
differenzierbar vorausgesetzten Funktionen 4(0 seien wie früher mit

4^(0) (a=l,2, ...,Zc)

bezeichnet und in die k-reihige quadratische Matrix

-4 1 a^ll

vom Range fc mit der inversen Matrix

||a**|[, U
I ^

zusammengefasst.

Det II «ifeH =/= 0

Da Det||o^|| 9t 0, lassen sich mittels (10) in

<*(®,0 S 4(0 ^4)
Ä=1

die fc Funktionen ^(x) eliminieren, und man erhält das in Determi-
nantenform gekleidete Ergebnis

Det
A =1,2,
// 1, 2, Ä;

a(x,i)

F(x) <4

4(0 4(0 • • 4(0
0.

Für den Rentenbarwert erhält man nun durch Entwickeln nach den

Elementen der ersten Kolonne

a(x,f) V (2 a"'4(0)
A=1 \u l

und hieraus nach der Festsetzung

„ e> 4sr)'w
F(;r)

4) V
^ 1

die mit (9) übereinstimmende Formel

<*(®,0 S ^(0
A=1

7, 4 F(x)

F(s)

(11)
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Die vermöge (11) definierte lineare Transformation sei durch

if(() (no
>h(*) ^1(0

II& %(0 À II A(0

%(0 ^(0 festgehalten.

Um in (9) die rechten Seiten durch die Überlebensordnung L(a;)

darzustellen, beachten wir die aus

~~
m

+ • • • +®w) /

entspringende Relation

M + 2^- n*>

V
0a;.,

F(a;) e
-(zi-fX2 + - • - + ^r») -» +2-^ )£(*>. (i2)

(d 0,1, ...,fc),
und ersetzen den in (9) unter dem Summenzeichen stehenden Diffe-
rentialausdruck durch

A-l

v
Wir erhalten

a(s,<) V ^) V j
A=1 (7 1 \« -*

(-d)'

É[i>a(0'* *

a=l u=<y CT—1 (-d)
y

^1 ^

(— d)*-° I X

(?«ü
L(a)

7-1

L(a)

r da;.
L(a;).

fc

V
1^»
a-1

L(s) (7=1 L(£)

mithin (9'). Die zeitabhängigen Funktionen |/„(f), (o 1, 2, ..fe)
sind durch

/V /J 1 \ *
(13)0a(O 2 ^(0 ff l) (-^ 2 ^ »h(0

A=c \o—1/ A=<r

oder

Y(<)

2/i(0

2/2(0

?4(0

und D dJ (LÎ) (-«>"
gesetzt,
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durch die Beziehung Y(<) D'H(t) (13')

definiert, welche in Verbindung mit (11') die lineare Transformation

Y(t) D'(^)'i4(i) (,T*D)'H(f) T" J (t), (14)

T ^D, IT festlegt.

5. Die Differentialgleichungen für die Funktionen F(,t) und L(x)

Satz 8. Durcli )ede der öeiden nickt roeiter rerkürzkar vorausgesetzten

Liiinear/ormen

x(x,t)

fc

V
A=i

V
~7* Sa:,

A-i

F(x)

F(x)

2 ?/aW

V
r ^X„

A-2

L(x)

A=2 L(x)

(9)

(9')

sind die Funktionen F(x) und L(x) als Lösungen einer linearen partiellen
Di//erentialgleickung k-ter Ordnung mit konstanten ifoe/Zmenten der Form

* / 0 0 0 \*^ S^ 2, + Sx.,
+ • • • + ~0*

°

bestimmt.

Beweis: Im Hinblick auf eine geschmeidigere Darstellung seien die

Grössen

und

eingeführt.

Die Differentialrelation

(7) 2^. ^ )F(x)a(x,t) — F(x)

führt in Verbindung mit

F(x) a(x,t) 2 1a(<)
A= 1
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auf die Beziehung

—2 —^i(a:) — Mini-F(x) 0,* a-i %(*) * %(<)
^

in der %(Z) 0 vorausgesetzt werden darf und die sich nach den Defi-
nitionen ^)=K(z),
und ^ (A — „ m

&(*) --—" (A 1,2, ...,fc-l), (15)
%(0

J7,(Z) — 1

0„(Z — 'U 2-

rî ii TO.Ii ^) + S^)^) 0 (16)
A=0

schreiben lässt. Um einzusehen, dass darin die Grössen Q/Z) Konstante
sind, beweisen wir zunächst den folgenden ffil/.ssate:

Ä-2

Sind in p(a;) -f- 2 /a(®) ^ (ma; tmd Zj

die KimfcZiomen /*(a;), (A Ö, .7, fc—2) Zinear MnafcZidngfig, dann
sind die g^(Z) KonsZanZe.

Dieser Satz wird indirekt bewiesen. Angenommen, es existiere ein

g„(Z) ^ c für — 1, so würde für geeignet gewählte Argu-
mente a und 6 (a =£ fr) die Differenz

&(<*)—3,(&) =£ 0

ausfallen. In der durch Subtraktion aus

Sf(®) + 2 9i(a) /i(®) 6
A=0

und gi(x) + V ^(fc) /^(as) 0
A—0

gewonnenen Relation &-i

2 [da(o) - 3i(&)] /i(«) 0 (in ®)
A=0

müsste daher mindestens eine der Grössen

9i(«) - 3i(&)

von Null verschieden sein, wodurch ein Widerspruch zur Vorausgesetz-
ten linearen Unabhängigkeit der /^(œ), (A 0,1, fe —1) entsteht.
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Da die Normalform der Bilineardarstellung eine minimal vor-
ausgesetzte Gliederzahl enthält, sind in (16) die Funktionen F^a:),
(A 0,1, 2, ..k—1) linear unabhängig anzunehmen *). Nach dem
Hilfssatz ist ^ ^ _ konstant, (A 0, 1, ..k—1) (15')

und die Funktion F(j:) hat demnach der Differentialgleichung

<%-*( c, + C- + • • • + v F(x) 0, ct>o 1 (17)
A=o V dXi ÖX'2 <D'„,,/

mit der charakteristischen Gleichung

r* -f- "»l »''' *+•••+ o>* 0 (18)
zu genügen.

Tritt an Stelle von (7)

(8) (S ^~ a) L(®) a(z,t) - L(.r),

so führen dieselben Erwägungen unter Berücksichtigung von

L(œ) a(«,t) 2 2ü(0 £ju(«)
A=1

auf die Differentialgleichung

Jl / 0 g e> e
2 *w( A f-7— + • • • + v— ü(^) 0, ^o l > (19)
1=0 9^2 /

welche die Überlebensordnung L(a:) als notwendige Bedingung für die
Darstellbarkeit der Verbindungsrente als Bilinearform zu erfüllen hat.
(19) ist die charakteristische Gleichung

g* + Xi + • + ^ 0 (20)

zugeordnet, deren Koeffizienten durch

.'WO +^A+l(0 —Î/A(<) n 10 7

**-* — ,,r .• (A 1,2, ,,/c —1)
2/ÜO

und yi(0 + «)~l ^
2/ä(Ü definiert sind.

Bei linearer Abhängigkeit der F;/./;), (A 0,1. ,/c — 1),
fc-i ä-1. / g a g \*
S ei%) CA F(r) 0,

A=o A=o \ Sxi g.rg

(nicht alle c* 0), müsste nach Satz 1 der Rentenbarwert bereits eine Bilinear-
form mit weniger als fc Gliedern haben.
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Aus (12) schliesst man, dass die Wurzeln der beiden charakte-
ristischen Gleichungen (18) und (20) durch

g r + d

miteinander verknüpft sind.

6. Darstellung der Überlebensordnungen !„(#„)

Im einfachsten Falle, Zc 1, m 2, ist die allgemeine Lösung
von (20) nach (5') durch

L(cc,t/) a(z — y) a+ß i>

gegeben. In Verbindung mit der Produktdarstellung der zusammen-
gesetzten Ordnung _, *i(Ü W»)

Zi(x) L(a:,0) a(a;) e°,

^2(2/) i(0.2/) a(— 2/) A
und hieraus, L(0,0) 1 angenommen, für die Koeffizientenfunktion
die Hamelsche Funktionalgleichung

<i(x)a(— y) a(a; —t/),

die unter schwachen Eegularitätsvoraussetzungen die Lösung

o(®) K i)
hat, so dass Ke<"+^ FC4,

Za(t/) FC FC 4
in Übereinstimmung mit dem bekannten Ergebnis einfache Expo-
nentialfunktionen sind.

0 a(®)o(—1/)= a(a:—1/) wird durch Logarithmieren auf die Funktional-
^"*ung ?(£) + ?(>?) 9>(f + ü
mit der trivialen Lösung

99(f) .lf
zurückgeführt. Wird Differentierbarkeit, Stetigkeit oder Beschränktheit über die
Lösungsfunktion vorausgesetzt, so ist die triviale Lösimg auch einzige Lösung.
Die nichttriviale Lösung überdeckt als «Kurve» die ganze Ebene dicht; sie ist in
jedem Punkt unstetig. Vgl. G. fforneü, «Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen
Lösungen der Funktionalgleichung /(» + 1/) /(lc) -f- /(z/) ». Math. Annalen 60 (1905),
S.459-462.
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fc 2, m 2. Die beiden reellen Wurzeln und gg der charakte-

ristischen Gleichung seien voneinander verschieden. Aus

L(a:,z/) li(a-) L(z/) a(a: — z/) -|_ fe(a; — gëi(*+v)

i,(s)e** 0(®), ^)e %), è2-ëi=l
gesetzt, zunächst auf

S(^) %) o(a: —2/) + &(® — 2/) e*+"

<"*" / D\ 9 S

£(«)%) «(«-2/). £ g^ + Y"'

und hieraus auf die Delation

D^l — Y^flf(®)Ä(t/) 0

geschlossen, die — z/ 1 bzw. a; 1 gewählt — lehrt, dass die Punk-
tionen ry(.r) bzw. A(z/), mithin 2j(a:). oder ^(z/) aus einer Summe von
Exponentialfunktionen mit konstanten Koeffizienten aufgebaut sind.

Um einzusehen, dass im allgemeinen Falle die Überlebensord-

nungen 2„(a;„), (r 1, 2, m) Linearkombinationen von Exponen-
tialfunktionen in mit Konstanten oder Polynomen in a;„ als Koeffi-

f
zienten sind, ordne man (19) nach absteigenden Potenzen von

Da im erhaltenen Differentialausdruck nur ?„(«,) der Differentiation
nach unterliegt, stellt er - a; 1, (^t 1, 2, m; r) gewählt -
eine homogene lineare Differentialgleichung fc-ter Ordnung für Z„(o;„)

dar, woraus die Behauptung ersichtlich ist. - Die Umkehrung des

Satzes, wonach jede aus einfachen Sterbegesetzen vom Exponential-
typus aufgebaute Uberlebensordnung zu einer Bilineardarstellung des

Bentenbarwertes Anlass gibt, ist trivial.

Satz 4. Der temporäre Lez&rewtew&araeri :7i daww wwd

wzzr dann m der Form
Ä

..% :T) S AW «2» • • •» ®»)
Ä=i

darsteZÜ&ar, zeeww die rersic/iertew Le&ew x„ Sterfre^esetee 2„(o;„) fee/olgrew,

die eine Liwearfcombiwcdiow row Fapowewfial/wwfciiowew m a;, sind, mii
Kowsfawfew oder Polz/womew zw a;, als Jioe//mewfew.
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Die Frage nach den durch die gegebene Gliederzahl fc einer

Bilinearentwicklung des Rentenbarwertes bestimmten Darstellungs-
möglichkeiten der einfachen Überlebensordnungen Z„(a:„) führt zu nicht-
elementaren, durch eine eigenartige arithmetische Struktur ausgezeich-

neten Problemen. Wir begnügen uns mit einem Hinweis : Sind im Falle
zweier Altersvariablen die Ordnungen Zj(a;) und ^(î/) lineare Yerbin-
düngen von Exponentialfunktionen mit konstanten Koeffizienten,

to) 2^'>V=i V=1

dann ist die Anzahl der Möglichkeiten für die gleichzeitige Wahl von kj
und feg bei gegebenem fc bestimmt durch die Anzahl Teiler tj. von k *) :

k ki k, Anzahl Möglichkeiten Tj.

1 1 1 1

2 1 2
o

2 i
3 1 3

3 1

4 1 4
2 2 3

4 1

7. Darstellung der Zeitrentenfunktionen ??;(t) und j;(t)

Die Relationen (15) - in Verbindung mit (15') - und (21) stellen
für die unbestimmten Funktionen ^(f) und ^(t), (i 1,2, k) je
ein lineares inhomogenes System von Differentialgleichungen erster

Ordnung mit konstanten Koeffizienten dar,

b Die Zahlen t/j sind Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung der
Lambertschen Reihe

OO CO

2 Srj^ £ + 222+2?3+3z4 + 225-f 4^-|-2ä' + 428+
v ll—2" fc=l

k 1 2 3 4 5 G 7 8 9 10

T/C 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4
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fî(l) Bff(*) + Q, (22)

Y(0 PY(0+<?, (22')

r«31o 1 Oo 1 X lj
1 o -Chi 1 - à - 0

p 10 — Wj,_2 p Q 0

1 — COj i-(a+*i) 6

deren Lösungen durch die Anfangswerte

//(()) Y(0) 0 i)

eindeutig bestimmt sind.

Da die Säkulargleichungen der homogenen Systeme

H(t) B H(t), (23)

Y(1) PY(1), (23')

Det ||B—-ri7|| r* -f- <«i^ + ••• + «* 0,

Det [J P — rE I g* + (?*~* + • • • + 0
> g r + <5

mit den charakteristischen Polynomen (18) und (20) der Differential-
gleichungen für P(r) und L(Y) übereinstimmen, bleiben die früher *)

eingehend dargelegten Zusammenhänge zwischen Zeitrentenfunktion
und Überlebensordnung auch im Falle der Yerbindungsrente mit be-

liebig vielen Variablen erhalten®).

*) ü(0) Y(0) .4(0) 0 ist die Folge der Voraussetzung, dass die Bilinear-
form des Leibrentenbarwertes nicht weiter verkürzbar ist.

*) Vgl. die auf der ersten Seite in Fussnote 1 zitierte Arbeit.
®) Wegen (11') .4(1) A'H(l) erfüllt .4(1) das inhomogene System

i(i) .4'B(A'pL4(l) + A'Ç, .1(0) 0,

und es ist .1(1) .4' R(.l')-* Ä(t) P.i(t).
Aus (13') und (23') folgt R - (D')~* PD und damit die Ähnlichkeit der drei

Matrizen P, R, und P. Da

Spur P Spur .4' R(A')"i Spur R Spur (D'pl PD'

Spur P —coj —/cd — ri + ra+ + r^,
und weil die Wronskische Determinante .1 1) eines linearen Systems ?)(t) 13 3)(()

der Relation d(l) Spur ipzl(l) zu genügen hat, schliesst man auf
Det |;.4W(t)j| Det ||-4jj'(0)|| +^+- • +>*)<,

mithin auf Det ||.4W(1)|| 0 ((PO), falls Det (j-lW(0)|| =/= 0.
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